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Allgemeines. Didaktik. Bibliographisches. 


e Mordell, L. J.: Refleetions of a mathematieian. Montreal, Quebec : The Cana- 
dian Mathematical Congress, Secretariat, Chemistry Bldg., MeGill University 1959. 
VII, 50p. 

Gericke, Helmuth: Geschichtliche Betrachtungen zur Situation der Mathematik. 


Math.-phys. Semesterber. 6, 10—19 (1958). 


Dieser gedankenreiche und vorsichtig abwägende Vortrag führt uns in die Zeit 
des ersten wissenschaftlichen mathematischen Denkens und Beweisens und vergleicht 
die mathematische Situation zur Zeit Euklids mit der modernen, wobei der Unter- 
schied weniger in der verbesserten Axiomatik gesehen wird als darin, daß der Gegen- 
stand der Mathematik und der Wahrheitsbegriff (Exaktheitsbegriff ?) ein anderer 
geworden ist und daß die Auffassung des Unendlichen sich geändert hat. Am Schluß 
steht die Frage, ob jetzt überhaupt schon neue ‚Elemente‘ geschrieben werden 
können und ob man nicht vielmehr erst bei vorläufigen Versuchen steht ähnlich denen 
bei den Vorgängern Euklids. K. Vogel. 

Kennedy, H.: A simple extension of the Aristotelian definition of mathematies 
(non-technieal). Math. Mag. 30, 207—208 (1957). 

Die Entwieklung der angewandten Mathematik während der letzten fünfzehn 
Jahre in der tschechoslowakischen Republik (1945 bis 1960). Ceskosl. Akad. Veöd, 
Apl. Mat. 5, 159—169 (1960) [Tschechisch ]. 

Zautykov, 0. A. and M. V. Pentkovskij: Entwieklungsfragen der mathemati- 
schen Wissenschaft in Kasachstan. Vestnik Akad. Nauk Kazach. SSR 1960, Nr. 8 
(185), 9—19 (1960) [Russisch]. 

Sachs, Horst: Zu einigen Fragen der Ausbildung von Industriemathematikern. 
Wiss. Z. Martin-Luther-Univ. Halle-Wittenberg 8, 1137”—1140 (1959). 

Bericht über zwei Aussprachen zwischen Industriemathematikern und Angehörigen der 


mathematischen ‘Institute der Universität Halle, die am 14. 4. 59 in den Leuna-Werken 
„Walter Ulbricht“ und am 22. 4. 59 im 1. Mathematischen Institut in Halle stattfanden. 


Henze, Alfred: Einige Bemerkungen zu dem Bericht aus dem 1. Mathematischen 
Institut: „Zu einigen Fragen der Ausbildung von Industriemathematikern.‘‘ Wiss. 
Z. Martin-Luther-Univ. Halle-Wittenberg 8, 1141—1146 (1959). 

Puig Adam, Pedro: I ruolo del eonereto nella matematica. Archimede 12, 
10—15 (1960). 

Wilder, R. L.: Axiomaties and the development of ereative talent. Studies 
Logie Found. Math., Axiomatic Method 474—488 (1959). 

Verf schildert, wie nach dem Vorbild von R L. Moore die axiomatische 
Methode als Unterrichtsmethode in Kursen bzw. Seminaren für fortgeschrittene 
Studenten angewandt werden kann. H.@Gericke. 

Layhourn, K.: The training of teachers of seienee and mathematies: what the 
schools require. Advancement Sci. 16, 375—382 (1960). 

Cives, G.: La didattica della matematica. Studio bibliografico. (Continuazione). 
Periodico Mat., IV. Ser. 38, 1—19 (1960). 

Simonov, R. A.: Quelques &tudes actuelles faites dans la pedagogie mäth@matique 
dans PURSS. Gaz. Mat. Fiz., Bucuresti, Ser. A 11 (64), 539—546, russ. und französ. 
Zusammenfassung 546—547 (1959) [Rumänisch]. 

Rimer, D. et V. Popoviei: L’enseignement mathömatique dans les &coles pro- 
fessionnelles. Gaz. Mat. Fiz., Bucuresti, Ser. A 11 (64), 668—675, russ. und französ. 
Zusammenfassung 675 (1959) [Rumänisch]. 
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Praisman, N. I.: Le caleul approximatif dans l’&cole moyenne sovietique. Gaz. 
Mat. Fiz., Bucuresti, Ser. A 12 (65), 1135—130, russ. und französ. Zusammen- 
fassung 130 (1960) [Rumänisch]. 

Corduneanu, Alice et Ligia Papue: Sur l’introduction de quelgues notions 
d’&quations difförentielles dans l’enseignement secondaire. I, II. Gaz. Mat. Fiz., Bucu- 
resti, Ser. A 11 (64), 547—556, 613—619, russ. und französ. Zusammenfassung 619 
(1959) [Rumänisch]. 


Kiss, E.: Quelques fautes dans les recueils d’exereises d’analyse mathematique. 
Gaz. Maz. Fiz., Bucuresti, Ser. A 11 (64), 478—485, russ. und französ. Zusammen- 
fassung 485 (1959) [Rumänisch]. 


Geschichte. 


e Boehm, George A. W. and the editors of Fortune: The new world of mathema- 
ties. Diagrams: Max Gschwind. London: Faber and Faber 1959. 128 p. 10 s. 6d. net. 

Verff. behandeln eine recht populäre Darstellung der mathematischen Ent- 
wicklung vom Ursprung bis zu den Computern. Es handelt sich aber nicht um ein 
Lehrbuch, sondern um eine viel allgemeinere Übersicht, die sich an Nicht-Mathematiker 
wendet. H. P. Künzi. 

Waerden, B. L. van der: La demonstration dans les seiences exactes de P’anti- 
quite. Bull. Soc. math. Belgique 9, 8—20 (1957). 

Einleitend betont Verf., daß man aus den vorhandenen babylonischen Texten 
keinen Beweis eines mathematischen Satzes finden kann. Erst die Griechen sind es, 
die den Beweis in die Wissenschaft eingeführt haben. Er behauptet aber nicht, daß 
die Babylonier, die den Pythagoräischen Lehrsatz entdeckt haben, keinen Beweis 
in der Mathematik hatten. Im Gegenteil, glaubt er, daß dieser Satz von den Babylo- 
niern nicht empirisch gefunden sein könnte. Der Beweis aber, wenn es damals einen 
gab, ist den jüngeren Generationen nicht weiter gegeben worden. Über diese Auffas- 
sung des Verf., die Babylonier hätten den Pythagoreischen Lehrsatz entdeckt, möchten 
wir bemerken, daß es zur Zeit keinen stichhaltigen Beweis dafür gibt. Zwar stimmt 
O. Neugebauer mit der Auffassung des Verf. bezüglich der freien Wiedergabe eines 
verstümmelten Textes überein (vorgriechische Mathematik I S. 35, vgl. dies. Zbl. 
10, 97); Kurt Vogel aber schreibt, daß die im Handel erworbenen Tafeln meist aus 
Raubgrabungen stammen, so daß oft nicht einmal der Herkunftsort, geschweige denn 
die archäologische Schicht und damit das Alter festzustellen ist [Vorgriechische 
Mathematik II (dies. Zbl. 86, 2) p. 13]. Um diese strittige Frage beantworten zu 
können, muß man vorerst feststellen und beweisen, daß die babylonischen Texte 
nicht nach der Zeit Alexanders des Großen geschrieben sind. Über die Entstehung 
des Beweises in der Mathematik und in den Wissenschaften überhaupt stellt sich 
die Frage: Ist der theoretische und apodiktische Charakter der griechischen Wissen- 
schaft das Ergebnis einer stufenweise Entwicklung oder brauchte diese Wissenschaft 
die apodiktische Methode in ihren Anfängen ? Verf. meint, Thales hatte auf Grund 
der schon vorhandenen babylonischen Geometrie, die ihm irgend jemand mitgeteilt 
hat, einen Leitfaden der Geometrie verfaßt. Unter die geometrischen Sätze, die 
Thales auf diese Weise von den Babyloniern erlernt hat, zählt Verf., unter anderen, 
eine grobe Approximation für den Inhalt des Kreises und eine richtige Formel für 
den Dreiecksinhalt. Man war aber nicht sicher, ob diese babylonischen Sätze richtig 
waren. In dieser Situation griff Thales ein. Um die Richtigkeit der babylonischen 
geometrischen Sätze und Formeln zu prüfen, fand Thales ein Mittel: Den Beweis 
der Sätze. Diese Erklärung des Verf. über die Entstehung des Beweises in der Geo- 
metrie nach irgendwie vorhandenen geometrischen Sätzen, die man empirisch ge- 
funden hat, kann man als sehr wahrscheinlich betrachten. Daß aber Thales die 
Geometrie von Babylonien lernte, empfinden wir nicht als wahrscheinlich. Zur Zeit 
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wissen wir aus Proklos (Friedlein S. 65), daß Thales aus Ägypten in Griechenland 
die Geometrie eingeführt hat und von Plutarch, Plinius und Diogenes Laertius, daß 
Thales in Ägypten die Priester gelehrt hat, wie man die Höhe der Pyramide durch 
Anwendung geometrischer Ähnlichkeitssätze berechnen kann, d.h. also, daß Thalesin 
Ägypten Geometrie lehrte und nicht gelernt hat (Diels, Fragm. der Vorsokratiker I, 
1951 S. 68, 79). Nach einer kurzen, aber strengen Betrachtung der axiomatischen 
Methode von Euklid und Archimedes schließt Verf. unter Hinzunahme der wissen- 
schaftlichen Methode des Ptolemäus, daß die Griechen die axiomatische Methode 
nicht nur auf die Geometrie, sondern auch auf die Mechanik, Optik und Musik mit 
Erfolg angewandt haben. So haben sie den Boden für eine philosophische Analyse 


‚der Wissenchaften vorbereitet. E. Stamatıs. 


Frenkian, Aram: Recherches de math&matiques sumero-akkadiennes, &gyp- 
tiennes et greeques. III. Bull. math. Soc. Sci. math. phys. R.P. R., n. Ser. 2 (50), 
5—18 (1958). 

In dem vorliegenden letzten Teil [I. Teil s. dies. Zbl. 79, 4; II. Teil: Bull. 
math. Soc. Sci. math. phys. R. P. Roumaine, n. Ser. 1 (49), 281—294 (1957)] 
seiner Untersuchungen über antike Mathematik behandelt Verf. in Kap. VIII erneut 
die babylonischen Tabellen, in Kap. IX die babylonische Geometrie, deren Verschie- 
denheit gegenüber der griechischen mit Recht betont wird. Freilich in der praktischen 
Berechnung z. B. des rechtwinkligen Dreiecks besteht kein Unterschied (vgl. S. 9). 
Die babylonische Näherung d= «+ b2/2a, die ja auch die griechische Logistik 
kennt, geht ebenfalls von d—= a? + b? aus. Bei der ägyptischen Dreiecksformel 
hält Verf. noch an der alten Eisenlohrschen Erklärung (4 Basis - Seite) fest. Ge- 
meint war aber doch wohl 4: Basis - Höhe; welchen Sinn hätte sonst die Text- 
bemerkung: „Um das Dreieck zu einem Rechteck zu machen“? — Im Kap. X 
(Die babylonische Algebra) hält es der Verf. für einen Anachronismus von babyloni- 
scher Algebra zu sprechen, da Symbole fehlen; dies ist nicht das Ausschlaggebende, 
obwohl doch die sumerischen Fachwörter in akkadischen Texten als solche wirken. 
Das wesentliche sind die Gleichungen (die von den Griechen ins Geometrische über- 
setzt wurden) und das Rechnen mit zusammengesetzten Größen (z.B. (a + 5)). 
Formeln wurden schon ohne Bezug auf spezielle Zahlenwerte ausgesprochen. Auch 
die Araber haben die indische Symbolik in einer Wortalgebra wiedergegeben. Zu 
der Beziehung zwischen babylonischer und ägyptischer Mathematik (S. 13) sei auf 
das mehrmalige Vorkommen der babylonischen Divisionsmethode in ägyptischen 
Texten hingewiesen. Im Schlußkapitel XI wird mit Recht unterstrichen, daß an 
der Entwicklung der modernen Mathematik neben der griechischen Wissenschaft 
auch der Orient einen wesentlichen Anteil hat. Nur dürfen bei der Beurteilung der 
indischen Leistungen die der Babylonier und die Diophants (in dessen verlorenen 
Büchern ja-auch vieles stand) nicht zu kurz kommen. — Die Bemerkung in Fuß- 
note 27, daß Archytas unter Logistik die Zahlentheorie versteht, ist befremdend. 
Neben dieser existierte auch immer die praktische Rechenkunst, die Logistik, zu 
der die berechnende Geometrie gehört. K. Vogel. 


Bruins, E. M.: The geometry of the plummet. Simon Stevin 33, 38—60 (1959). 

In der babylonischen Geometrie, die keine Winkel kennt (nur das Senkrecht- 
stehen und die Neigung), sind die Formeln noch nicht durch geometrische Beweise 
gesichert. Verf. zeigt nun, wie man viele Gesetzmäßigkeiten dieser winkellosen Geo- 
metrie auf arithmetischem Weg finden kann. Er geht dabei von den Flächenbezie- 
hungen des Gnomons aus, gewinnt den Pythagoreischen Lehrsatz sowie zahlreiche 
Sätze für Dreieck, Kreis, Sehnenviereck, so auch — ohne Ähnlichkeitsbetrachtungen 
— den Satz des Ptolemäus, der für die babylonische Theorie der regulären Polygone 
von Wichtigkeit ist, für die Belege in den (allerdings noch nicht edierten) Susatexten 
vorhanden sind. Verf. kann auch diese Theorie mit der Archimedischen Siebenecks- 
konstruktion in Verbindung bringen und die Übereinstimmung zeigen zwischen den 
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Polygonberechnungen bei Heron und bei den Babyloniern. Die Ausgangsbeziehung 
dabei istimmer n-s,—= 2rz, also Polygonumfang »s Umfang des umbeschriebenen 
Kreises. — Es sei darauf hingewiesen, daß der in den Susatexten vorkommende 
Wert z = 31/, sich ergibt, wenn man von sy —=}r ausgeht. K. Vogel. 

Kennedy, E. $.: Birüni’s graphical determination of the local meridian. Scripta 
math. 24, 251—255 (1959). 

Das 18. bis 21. Kapitel der ‚Monographie über die Schatten‘ von al-Birüni 
(s. dies. Zbl. 53, 21) sind der Auffindung der Mittagslinie gewidmet. Es werden 
verschiedene graphische Methoden gelehrt, darunter auch das bekannte Verfahren 


des römischen Feldmessers Hyginus (um 100 n. Ehr.), das sich auch in einer kurzen 
Abhandlung von Abu Sa‘id ad-Darir al-Gurgäni findet [vgl. C.Schoy, Ann. 
d. Hydr. 50, 265 (1922)]. Die Beweise in beiden arabischen Quellen zeigen viele 
gemeinsame Züge. Bemerkenswert ist die Quellenangabe: Nach al-Birüni basiert 
die von ihm gelehrte Konstruktion auf dem Buch ‚Analemma‘“ des Diodoros 
(1. Jht. v. Chr.). Von diesem Werk kannte man bisher nicht viel mehr als den Titel; 
die Vermutung, daß die beträchtliche stereometrische Kenntnisse voraussetzende 
Konstruktion des Hyginus griechischen Ursprungs sei, hat sich nun bestätigt. 
H. Hermelink. 


e Bachet, Claude-Gaspar: Probl&ömes plaisants & deleetables qui se font par les 
nombres. Cinquieme &d. revue, simplifi6ee et augmentee par A. Labosne. Paris: 
Librairie Scientifique et Technique Albert Blanchard 1959. VIII, 242 p. NF. 9,00. 

Diese berühmt gewordene Sammlung erschien erstmals Lyon 1621, dann 1624, 
hierauf in der sehr geschätzten Überarbeitung von A. Labosne Paris 1876, 1879 
und 1884.. Diesem Wiederdruck der 5. Auflage ist eine kurze in erster Linie biogra- 
phische Skizze von J. Itard beigegeben, gestützt auf die eingehendere Darstellung 
von C©.G.Collet—J. Itard, Rev. Hist. Sci. Appl. 1, 26—50 (1947). 

J. E. Hofmann. 


Sauvenier-Goffin, Elisabeth: Une page de l’enseignement des sciences exactes 
dans l’aneien pays de Liege: Le Traetatus de Horologiis du Pere Linus. Bull. Soc. 
roy. Sci. Liege 27, 280—284 (1958). 

Von P. Linus 8. J. (= Francis Hall) (1595—1675), in der Geschichte der Physik 
als Opponent von Boyle und Newton bekannt, existiert in der Bibliothek von 
Lüttich, wo die Jesuiten 1613—1794 ein englisches Kolleg besaßen, eine Handschrift 
über Gnomonik, die weit über die gedruckte Beschreibung (1673) des 1669 von Linus 
in den königlichen Gärten errichteten Gnomons hinausgeht. Linus, der mit Grego- 
rius a Sto. Vincentio und mit de Sluse in Kontakt stand, entwickelt in seinem 
Traktat von 83 Seiten, dem Sonnentafeln mit 66 Figuren auf 17 Faltblättern folgen, 
die geometrischen und trigonometrischen Grundlagen der Gnomonik im Anschluß 
an Maurolico und Clavius. J. Fleckenstein. 


Segre, Beniamino: La vita e l’opera di Evangelista Torricelli. Archimede 10, 
170—188 (1958). 

Mit reichen Zitaten und Zitationen versehener Vortrag vor der rumänischen 
Akademie der Wissenschaften in Bukarest am 30. Mai 1958. Würdigung Torri- 
cellis als Mathematiker, Physiker und Humanist. Verf. zeichnet Torricelli als den 
direkten Vorläufer Barrows in der Formulierung des allgemeinen Inversions- 
theorems der Fluxionen und Fluenten. J. Fleckenstein. 

Biermann, Kurt-R.: Iteratorik bei Leonhard Euler. Enseignement math., 
11. Ser. 4, 19—24 (1958). 

Verf. weist daruf hin, daß die Theorie der Merkmaliterationen der Statistik 
schon von Euler behandelt, worden ist (E 338), und zwar in der Form: Wie groß 
ist die Wahrscheinlichkeit, daß unter m gezogenen Losnummern 1, 2,...,n Sequen- 
zen vorkommen ? Die Untersuchungen (E 338, 600, 812) gehen offensichtlich auf 
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die Expertise zurück, die Euler im Auftrag des preußischen Königs 1749 über die 
„exactitude des caleuls algebraiques für die Lotterie nach Beispielen der Lotterien in 


italienischen Städten‘ zu erstellen hatte. J. Fleckenstein. 

Biermann, Kurt-R.: Urteile A. L. Crelles über seine Autoren. J. reine angew. 
Math. 203, 216—220 (1960). 

Biermann, Kurt-R.: Dirichletiana. Monatsber. Deutsch. Akad. Wiss. Berlin 
2, 386—389 (1960). 

Biermann, Kurt-R.: F. Woepckes Beziehungen zur Berliner Akademie. Mo- 
natsber. Deutsch. Akad. Wiss. Berlin 2, 240—249 (1960). 


Cimino, Massimo: L?’opera scientifica di Giuseppe Armellini. Rend. Mat. e 
Appl., V.Ser. 17, 475—492 (1959). 

Boris Nikolaevit Delone (zum siebzigsten Geburtstag). Kristallografija 5, 
339—340 (1960) [Russisch ]. 


In memoria Federigo Enriques. Rend. Mat. e Appl., V. Ser. 16, 1—2 (1957). 
Parole pronuneiate dal Prof. Franceseo Severi. Rend. Mat. e Appl., V. Ser. 
16, 3—8 (1957). 
Parole pronuneiate dal Prof. Giovanni Sansone. Rend. Mat. e Appl., V. Ser. 
16, 9—11 (1957). 
Fichera, Gaetano: La vita matematiea di Luigi Fantappie. Rend. Mat. e Appl., 
V. Ser. 16, 143—160 (1957). 
Severi, Francesco: Commemorazione del Prof. Luigi Fantappie all’Istituto di 
Alta Matematica. Rend. Mat. e Appl., V. Ser. 16, 140—142 (1957). 
L. Fejer. 1880—1959. Gaz. Maz. Fiz., Bucuresti, Ser. A 11 (64), 687—688 
(1959) [Rumänisch]. 
Teodoreseu, N.: D. Pompeiu — Der Mensch und sein Werk. Aus Anlaß der 
5. Wiederkehr seines Todestages. Gaz. Mat. Fiz., Bucuresti, Ser. A 11 (64), 685—686 
(1959) [Rumänisch]. 
Roger Chapman Thorne (April 30, 1929 —May 19, 1959). J. Austral. math. Soc. 
1, 255—256 (1960). 
Mit Schriftenverzeichnis. 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 
Bröcker, Walter: Kant und die Mathematik. Forsch. Fortschr. 34, 129—130 


(1960). 


Die Arbeit befaßt sich mit Kants Lehre von den synthetischen Urteilen a priori. 
Verf. geht mit Kant einig, daß die Sätze der Geometrie solcher Natur sind. Einen 
analytischen Charakter hingegen schreibt er der operativ aufgebauten Mathematik zu. 

J. J. Burckhardt. 

Meredith, 6. Patrick: Epistemie communication. I: Foundations of the modular 
ealeulus. Proc. Leeds philos. lit. Soc., sci. Sect. 8, 47—92 (1959). 

Verf. sucht Maße der Verständlichkeit von wissenschaftlichen Abhandlungen. 
Die Untersuchungen stellen sich damit in den Rahmen der Bemühungen, den Inhalt 
bzw. die Bedeutung von Texten quantitativ zu fassen. Dies wird hier versucht mit 
Hilfe der sogenannten ‚‚epistemic analysis“. Die praktische Durchführung soll mit 
Hilfe des ‚‚modular calculus‘“‘ geschehen, dessen raumzeitlich-qualitative Grund- 
lagen untersucht werden. Eine gewisse Parallelität zu den Untersuchungen von 
Goodman in ‚„Strueture of Appearance‘“‘ wird festgestellt. Die Stringenz dieser 
Untersuchungen wird jedoch bei weitem nicht erreicht. Das Kernstück der episte- 
mischen Analysis ist ein Rahmen epistemischer Matrizen. In bezug auf diese sind 
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alle wissenschaftlichen Schriftstücke zu beurteilen. Andererseits muß ein Schrift- 
stück, ehe es untersucht werden kann, erst einem Prozeß ‚epistemischer Differen- 
tiation“, d.h. einer Auswahl und Umordnung der Termini, unterzogen werden. 
Ref. fragt sich, was nach solchen Prozessen von dem Schriftstück noch übrigbleibt 
und wovon das dann ermittelte Maß die Verständlichkeit bestimmt wird. Eine 
sachgerechte Lösung des Problems von Inhalt und Bedeutung von Texten ist offen- 
sichtlich bereits im Ansatz komplizierter als in der Abhandlung dargelegt, 
W. Meyer-Eppler. 


e Basson, A. H. and D. J. O’Connor: Introduction to symbolie logie. 2nd ed. 
London: University Tutorial Press, Ltd. 1957. VIIL,175p. 9s. 6d. 

Ein ansprechendes Büchlein, welches technisch geringe Anforderungen an den 
Leser stellt, und als Einführung in die mathematische Logik — vielleicht sogar für 
Nicht-Mathematiker — sehr geeignet erscheint. Inhalt: I. Introduction. II., III. The 
caleulus of propositions (Wahrheitstafeln, Normalformen). IV. The axiomatie 
method (Aufbau einer deduktiven Aussagenlogik im Anschluß an Whitehead- 
Russell; Unabhängigkeit; Vollständigkeit; neubearbeitet gegenüber der ersten Auf- 
lage, vgl. dies. Zbl. 52, 8). V. Elements of the predicate calculus (Formeln, Quantoren, 
Erfüllbarkeit in endlichen Bereichen). VI. Further developments (mehrstellige Prä- 
dikate, unendliche Bereiche, Hinweis auf die Möglichkeit der Axiomatisierung der 
Prädikatenlogik. Appendix (Syllogistik, Boolesche Algebra der Logik). H. Hermes. 


Ohnishi, Masao and Kazuo Matsumoto: Gentzen method in modal cealeuli. II. 
Osaka math. J. 11, 115—120 (1959). 

The authors (continuing their earlier work — cf. this Zbl. 80, 7) present a formu- 
lation of Lewi’s S 5in the manner of Gentzen, and provea Hauptsatz which yields a 
decision procedure. Various other decision procedures have been proved for S5, 
and Kanger (Provability in Logic, this Zbl. 77, 12) has offered a Gentzen procedure 
for S 5; but the present treatment differs from Kanger’s (as the authors point out). 

4A. R. Anderson. 


Markov, A. A.: Über konstruktive Funktionen. Trudy mat. Inst. Steklov 
52, 315—348 (1958) [Russisch]. 

Verf. beweist eines der schon früher (dies. Zbl. 56, 249) angekündigten Ergeb- 
nisse aus der konstruktiven Analysis. Zur genauen Formulierung werden außer den 
im genannten Referat (explizit und implizit) erwähnten Begriffsbildungen [in der 
zweiten Zeile des genannten Referates muß es natürlich heißen: 

(n) (m) (n > m .D. |p(m) — P(n)| <2-”)] 
noch die folgenden benötigt: Die berechenbare Folge {X,} von reellen Zahlen heißt 
„konstruktiv konvergent‘“ gegen X, wenn eine rekursive Funktion g existiert mit 
VmVYn(n>g(m).2.|X,„—-X|<2-”). Sie heißt „entfernt von X“, wenn 
HmVn(|X,„—X|=27”). Die berechenbare reelle Funktion F hat bei X eine 
„konstruktive Unstetigkeit“, wenn F(X) definiert ist, eine Folge {X,} existiert, 
die gegen X konstruktiv konvergiert, F(X,) für alle © definiert ist und die Folge 
{F(X,)} von F(X) entfernt ist. — Verf. beweist dann, daß eine berechenbare reelle 
Funktion F in keinem Punkte X eine konstruktive Unstetigkeit haben kann. 
Ein wichtiges Hilfsmittel beim Beweis ist das folgende Lemma: Zu jeder konstruktiv 
gegen X konvergenten berechenbaren Folge {X,} und jeder rekursiven Funktion t 
von zwei Variablen existiert eine berechenbare Folge {Y,} mit 

yanı Xumtin,m)=o) falls H m(t(n, m) = 0) 

n X. falls Vm(t(n, m) # 0). 
Es sei noch besonders angemerkt, daß die Beweise konstruktiv geführt werden und 
daß insbesondere die oben formulierten Existenzbehauptungen und Existenzforde- 
rungen konstruktiv zu verstehen sind. E. Burger. 
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Lacombe, Daniel: Quelques procedes de definition en topologie r&cursive. Con- 
structivity in Mathematics, Proc. Collog. Amsterdam 1957, 129—158 (1959). ' 
Die Arbeit enthält zahlreiche Definitionen und Sätze, dagegen fast keine Be- 
weise. Definition des rekursiven metrischen Raumes: Vollständiger metrischer Raum 
M (Distanzfunktion d) mit dichter abgezählter Teilmenge D = (p,, Ps, . - .), so daß 
d(p,; P,) eine rekursive Doppelfolge reeller Zahlen ist. In M wird die Menge M* 
der rekursiven Elemente folgendermaßen ausgezeichnet: p€ M* genau dann, 
wenn p Limes einer rekursiven und rekursiv konvergenten Folge von Elementen 
aus D ist. Der Hilbertsche Raum wird durch die naheliegende Wahl von D und dessen 
natürliche Abzählung zu einem rekursiven metrischen Raum H. Satz: p = (x,, %,,...) 
ist in H*, genau wenn (27, %,, ...) eine rekursive Folge reeller Zahlen, so daß I |x, |? 
rekursiv konvergiert. — Die Definition der rekursiven topologischen Räume knüpft 
an an die Definition der topologischen Räume auf Grund einer Basis ® der Familie der 
offenen Teilmengen. Sind E, E, zwei solche Räume, so werden das Produkt ExE, 
und der Raum EEE, der stetigen Abbildungen von EZ in E, in der bekannten 
Art eingeführt. Unter einer Approximation Y in Z wird eine Teilmenge der Basis ® 
verstanden, welche mit einer Menge A jede umfassende A’ aus ® enthält und welche 
die Eigenschaft besitzt, daß der Durchschnitt zweier Elemente aus U die abge- 
schlossene Hülle eines dritten aus X enthält. Für solche Approximationen wird ein 
Begriff der schwachen, der starken und (im Falle von Abbildungsräumen EZ — E,) 
der totalen Konvergenz definiert: A konvergiert schwach gegen p, wenn (p) der 
Durchschnitt der Mengen aus X ist; A konvergiert stark gegen p, wenn U genau aus 
den Elementen von 3 besteht, welche p enthalten. Für Räume mit kompakter 


Basis (d.h. einer Basis ®, so daß B kompakt für B in ®) fallen totale und starke 
Konvergenz zusammen; im Raume (N— N)— R ist dies dagegen z. B. nicht der 
Fall (N ist die Menge der natürlichen Zahlen mit diskreter Topologie, R der Raum 
der reellen Zahlen). — Ein rekursiver topologischer Raum ist nun ein topologischer 
Raum mit abgezählter Basis, wobei gewisse Forderungen erfüllt sein müssen (die 
in der Arbeit nicht explizit angegeben werden). Eine Approximation X ist rekursiv, 
wenn W eine rekursiv aufzählbare Teilmenge von ® ist. Ein Element p eines rekur- 
siven topologischen Raumes E ist rekursiv (gehört zu #*), wenn es Limes einer rekur- 
siven Approximation ist. In Räumen, wo die verschiedenen Begriffe der Konvergenz 
nicht zusammenfallen, ist Z* noch abhängig vom gewählten Konvergenzbegriff; 
so gibt esin (N—N)—R ein Element, das Limes ist einer rekursiven schwach 
konvergenten aber keiner rekursiven total konvergenten Approximation. — Die 
Gesamtheit (E— E,)* der rekursiven Elemente eines Abbildungsraumes E— 5, 
wird verglichen mit den Teilmengen der ‚effektiven Operationen“ in E*— Ef, 
wiesievonBanach-MazurundMyhill-Sheperdson betrachtet worden sind. 
B. Specker. 

Levy, A.: The independence of various definitions of finiteness. Füundamenta 
Math. 46, 1—13 (1958). 

Es werden sieben verschiedene Definitionen der Endlichkeit einer Menge gege- 
ben, die unter Berücksichtigung des Auswahlaxioms äquivalent sind. Die Unab- 
hängigkeit dieser Definitionen in einer Mengenlehre ohne Auswahlaxiom, aber mit 
Urelementen wird dargelegt, indem ein Modell von Mostowski (dies. Zbl. 22, 120) 
benutzt wird. Ferner wird der Zusammenhang zwischen diesen Definitionen in der 
gleichen Mengenlehre, aber mit einem zusätzlichen Ordnungsprinzip untersucht, 
wobei sich jetzt einige dieser vorher unabhängigen Definitionen als äquivalent er- 
weisen. Die meisten dieser Resultate waren von Mostowski und Lindenbaum 
(dies. Zbl. 19, 295) vorher angekündigt, aber nur zum Teil später [Ann. Soc. Polon. 


Math. 11, 1-54 (1938)] bewiesen. Die Resultate bei Hinzunahme des Ordnungs- 


prinzips sind neu bisaufein von Doss [J. symbolic Logie 10, 13—15 (1945)] vorher 
erzieltes Ergebnis. W. Ackermann. 


Algebra und Zahlentheorie. 


Allgemeines. Kombinatorik: 
Gould, H. W.: Note on a paper of Steinberg. Math. Mag. 33, 46—48 (1959). 


The purpose of this paper is to examine the two algebraic identities, 


m n-k-1 n—1l n-k-1 
m!km Ka m! km AREA: 
@) Sa en (2) > mn m 
derived recently byD. Steinberg (cf. this Zbl. 84, 13), and Luzeze a more general identity which 
includes these and others as easy special cases. Aus der Einleitung. 


Mitrinovie, Dragoslav 8.: Sur -quelques indgalitös. Publ. Fac. Electrotechn. 
Univ. Belgrade, Ser. "Math. Phys. Nr. 29—32, 1—3, französ. Zusammenfassung 4 
(1959) [Serbo-kroatisch ]. 

On obtient, entre autres, l’inegalit& suivante 108(Y abc)? —9(Nab) (Fa) — 
108 Sa- Zab: Sabc-+27(%a)?- Sabc+32(Nab)?<Oavee Ya=atbtctd, 
Sab=ab+ac+tad+bce+bd cd, Zabce=abce + abd + acd + bed, oua,b, 
c, d sont des constantes reelles differentes. 8. Kurepa. 

Teuffel, Erich: Eine Eigenschaft der Quadratwurzelschnecke. Math.-phys. 
Semesterber. 6, 148—152 (1958). 


Zeichnet man in der Ebene eine Folge von gleichorientierten Dreiecken AB,B, ., 
(n=1,2,3,...), die bei B, rechtwinklig sind und die Seiten AB, = B, B,ı = 
haben, so ist nach Konstruktion stets AB, = Vn. Für den Polygonzug AB, B, B,... 
(Quadratwurzelschnecke) wird mittels dreier Hilfssätze aus Trigonometrie, Algebra, 
Zahlentheorie bewiesen: Auf den Geraden AB, und B„B„.ı liegt kein weiteres B,. 
Die asymptotische Annäherung der Schnecke an die Spirale r(p) = 49 + const 
wird erwähnt. I. Paasche. 

Grossman, Howard D.: Fun with lattice points. Scripta math. 24, 257—260 
(1959). 


Lineare Algebra. Polynome. Formen. Invariantentheorie: 


Ioneseu, D. V.: La forme canonique d’un döterminant et ses applications. Acad. 
Republ. popul. Romine, Fil. Cluj, Inst. Caleul, Studii Cerc. Mat. 10, 33—43, russ. 
und französ. Zusammenfassung 44 (1959) [Rumänisch]. 


Si A* est la forme canonique d’une matrice A ona D* — |A*| la forme cano- 
nique du determinant D = |A|. Utilisant la forme canonique d’un determinant I’A. 
fait la demonstration de la formule qui fait la liaison entre le determinant r&eciproque 
du D et D et de l’identit& de Sylvester. P. Constantinescu. 


Goldberg, K.: Prineipal submatrices of a full-rowed non-negative matrix. J. 
Res. nat. Bur. Standards 63 B, Nr. 1, 19—20 (1959). 


Durch Induktion wird folgender Satz bewiesen: Enthält eine Matrix, deren 
Elemente 0 und 1 sind, keine Nullzeile (-spalte), so besitzt sie mindestens eine Haupt- 
untermatrix, in deren Zeilen und Spalten die Zahl 1 je genau einmal auftritt. Daraus 
folgt weiter: (1) Ist a das kleinste positive Element einer nichtnegativen Matrix N, 
besitzt ferner N eine m-reihige Hauptuntermatrix ohne Nullzeile (-spalte), so gibt 
es ein positives r< m derart, daß die Spur von N” mindestens gleich ra” ist. 
Aus (1) ergibt sich der weitere Zusatz, dessen erster Teil bekannt ist: (2) Jede Haupt- 
untermatrix einer nichtnegativen, nilpotenten Matrix ist nilpotent und weist minde- 
stens eine Nullzeile und eine Nullspalte auf. (2) liefert ein einfaches Verfahren zur 
Entscheidung, ob eine nichtnegative Matrix nilpotent ist. — Der Satz selbst steht 
in Beziehung zu Resultaten von H. B. Mann und H. J. Ryser (dies. Zbl. 50, 51). 
Er läßt sich auch als Aussage über gerichtete Graphen deuten und deckt sich dann 


‚all d.s. matrices X) is the maximum (for all permutations zx of 1,2,.. 
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im wesentlichen mit einem von D. Rosenblatt [Naval Res. Logistics Quart. 4, 151— 
167 (1957)] bewiesenen Satz. E. Schönhardt. 


Goldberg, K.: Random notes on matrices. J. Res. nat. Bur. Standards 60, 
321—325 (1958). 

Die Arbeit behandelt drei Matrizenprobleme unterschiedlicher Art: 1. Es wird 
gezeigt, daß der Grenzwert einer gewissen Folge von Determinanten aus einer unend- 
lichen Matrix bestimmter symmetrischer dreifach-diagonaler Bauart eine modifizierte 
Bessel-Funktion ist. 2. Es wird nachgewiesen, daß eine Methode zum Auffinden 
eines Paares optimaler Strategien für gewisse Matrix-Spiele die eindeutig optimale 
Strategie für den einen Spieler liefert, wenn die optimale Strategie für den andern 
Spieler total positiv ist. 3. In Erweiterung früherer Ergebnisse wird eine notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür gegeben, daß zwei Matrizen gleiche einander ent- 
sprechende Hauptminoren besitzen. _ R. Zurmühl. 


Mirsky, L.: Proofs of two theorems on doubly-stochastie matriees. Proc. Amer. 


math. Soc. 9, 371374 (1958). 


Let (£,,) be a doubly stochastie (d. s.) matrix other than the unit matrix. The 
author shows that there is a permutation 7,7%5,...,7, of 1,2,...,n in which 
kr; (for all k) such that the numbers £;,„, are non-zero. It is also shown that, 
if A= (a,,) is any nxn matrix, then the upper bound of the trace of AX (for 
AU)EOL 


N 
3 5 aj,n,. These results are used to give simple proofs of the following two known 
=1 


theorems. (1) A necessary and sufficient nn braten (yo. eye) 
N 

(21; &g - - .,%,) D for some d.s. matrix D is that B3 Ya > x, and the sum of 
=. i=1 


the k smallest y, is not greater than the sum of the j% Smallest 2,forr ISks<n—l. 
(2) The set of d. s. matrices is identical with the convex hull of the set of permutation 
matrices. F. W. Ponting. 


Olkin, Ingram: Inequalities for the norms of compound matrices. Arch. der 
Math. 10, 241—242 (1959). 

H. Richter hat die folgende Schranke für die Norm der Adjungierten einer n- 
reihigen quadratischen Matrix angegeben: |jadj A || < n=*-2/2 || A||*-1 (dies. 
Zbl. 56, 14). Verf. zeigt, daß diese Ungleichung auf ‚Compound-Matrizen‘“ ausge- 


_ dehnt werden kann. A®, die k-te Compoundmatrix von A, ist diejenige Matrix, 


deren Elemente die k-reihigen Minoren von A sind (in lexikographischer Anordnung). 
Für solche Matrizen gilt 


aeıR/ GT = ae /(7)]; #<i 


Hierin ist die oben angegebene ee enthalten !=n—1, k=1). Das 


- Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn A ein Vielfaches einer unitären Matrix ist. 


Diese Abschätzung und andere werden aus Ungleichungen für elementar-symmetri- 
sche Funktionen hergeleitet. W. Quade. 

Brenner, J. L. and K.L. Cooke: Hadamard matrices. Revista Ci. 59, 5—13 
(1958). 

Bei einer (nXxn)-Matrix A = (a,,) mit komplexen Elementen En „ Spricht man 
von einer überwiegenden Hauptdiagonalen, wenn |a,,| > „le: elle: 
Y 17 ne I#+ 
2,...,n) (Hadamardsche Matrix). Eine solche Matrix ist de nicht- 


- singulär. Im Zusammenhang mit der Frage der Verteilung der charakteristischen 


Wurzeln einer beliebigen nicht-singulären Matrix A hat M. Müller (dies. Zbl. 30, 
291) gezeigt, daß es immer möglich ist, eine zweite nicht-singuläre Matrix B zu 
konstruieren, für welche das Produkt © = A B überwiegende Hauptdiagonale hat. 
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Dieses Resultat wird von den Verff. verschärft. Bezeichnet A wieder eine nicht-sin- 
guläre Matrix, so existieren z. B. eine Permutationsmatrix P und eine obere Dreiecks- 
matrix T,sodaß € —= A P T eine untere Dreiecksmatrix mit überwiegender Haupt- 
diagonale wird. H.-J. Hoehnke. 

Parodi, Maurice: Sur la localisation des zeros des polynomes dont les coeflieients 
ont des valeurs voisines. ©. r. Acad. Sci., Paris 249, 1307—1308 (1959). 

Gegeben sei das Polynom fe)= 2" +a,2""!+:.:.-+a,12-+a,, dessen 
Wurzeln als charakteristische Zahlen der Matrix 


0) 1 0 il) 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 Ti) il 
m m. mm NN 


aufgefaßt werden können. Bildet man mit einer geeigneten Dreiecksmatrix B die 
Matrix F'’= BF Bl, so erhält man nach M. Hadamard aus F’ die Ungleichungen 
2] 2 ode 1-9, —|Ss|1—-a,+a,;| | %n-1 ne | a 7. | + @|, 
die zusammen mit den sich direkt aus F ergebenden Ungleichungen |2|< 1 oder 


2+a|<s 53 |a,| zur genaueren. Beschreibung der Lage der Nullstellen von 
k=2 
f(z) verwendet werden können. F. Heigl. 


‚Allanson, J. T.: A note on rational polynomials. Mem. Publ. Soc. Sci. Arts Lettr. 
Hainaut, Volume hors Serie, 185—187 (1958). 

The following theorem is proved by partial fractions: If F (x) is any given poly- 
nomial, then it can be expressed in the form F(x) = F,(x) — F,(x), where the 
roots of F, (x) = 0, F,(x) = 0 are real and lie in some specified interval a <x<b 
where a,b are real. E. Frank. 


Klamkin, M. S. and D. J. Newman: On the number of distinet zeros of poly- 
nomials. Amer. math. Monthly 66, 494—496 (1959). 

The following theorems are proved: (1) Let P(x) be a polynomial of degree n 
and Q(x) a polynomial of degree m, n > m > 0. There exist n— m + 1 distinet x’s 
for which either P(x)=0 or P(x)=@(x). (2) Let R(x) be a given polynomial 
of degree ce > 0; then P%(x) — Q(x) = R(x) is impossible for polynomials (non- 
trivial) P and Q with complex.coefficients if either a and bexceeds2c,aa>1,5b>1. 

E. Frank. 


Ellis, David: Remarks on the elementary symmetrie functions. Math. Mag. 32, 
75— 78 (1958). 

In diesem Artikel werden einige Resultate über elementar symmetrische 
Funktionen über dem komplexen Körper angegeben. Im weiteren werden die Re- 
sultate in der Theorie der Hilbertschen Räume und der distributiven Verbände be- 
nutzt. Sind X,,...,X, (komplexe) Zahlen, dann bedeutet $,, (X, --.,X,) die 
Summe von Produkten, die von je k verschiedenen Symbolen X, erzeugt werden, 


100,8, — S S,.„. Sind die X, Elemente eines Verbandes, so benützen wir dieselbe 
k=1 


Bezeichnung, aber diearithmetischen Operationen - bzw. + wollen wirdurch A bzw. \/ 
ersetzen. Sind die X, Zahlen, so gilt: 


1+8,%...,%,)= IT 1+% San... Kınme eo Aal Kam) = 


j=1 


S.(Sn, (X11, SERONRCTT) Aln)s Sg, Sn. (Arı POHL) Kun); 
k 
wobei t= NV n,. Ist A, eine Menge und f, ihre charakteristische Funktion 


(=1,2,...,n), dann ist log, [8,(f (X),- : -, /„(X)) + 1] gleich der Zahl von Mengen 


| 
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A, die den Punkt X enthalten. Es seimit $S(X,X,...)— lim 8,(X,...,X,) 


N—&o 


bezeichnet (solange die rechte Seite existiert). Wenn 53 X? konvergiert, so ist 
i=1 


die Konvergenz von S(X,,X,,...) von der Konvergenz der Summe 55 X; 
i=1 
abhängig. Sind a,,...,a, Elemente eines distributiven Verbandes, i,,...,i, 
eine Permutation von 1,...,n, so dB ,2:--->a,, gilt, dann ist a, = $;, 
(a1,...,%) G=1,...,n). Ist A eine unendliche Untermenge eines Verbandes, 


bezeichnen wir mit 4° — AR F®, wobei F={X,,...,X,} eine endliche Unter- 


menge n A, Fe= 19 ,(X.---, Ir): &,4(X ---, X,)} bedeutet. Eine end- 
liche bzw. beliebige Untermenge F eines distributiven Verbandes ist dann und nur 
dann eine Kette, wenn F=F° bzw. für jede X, YCF, {X,Y}={X,TY% gilt. 
F. Sık. 
Ioneseu, D. V.: Reduction d’une forme bilineaire & une forme canonique. Acad. 
Republ. popul. Romine, Fil. Cluj, Inst. Calcul, Studii Cerc. Mat. 10, 45—48, russ. 
und französ. Zusammenfassung 49 (1959) [Rumänisch]. 
L’A. utilisant une generalisation, presente en 1955, de la methode de Jacobi 
pour les formes bilinsaires, obtient comme cas particulier la reduction d’une forme 
bilineaire a une forme canonique. P. Oonstantineseu. 


Pitcher, Everett: The variation in index of a quadratie function depending on a 
parameter. Bull. Amer. math. Soc. 65, 355—357 (1959). 

The author considers real quadratic forms Q(x;A) = x’CO(A)x which depend 
differentiably on a parameter A [example: Q(x;}) =xT(A—ATJ)xz]. The “state 
ofQ at A= u” is measured by the numbers h(u), v(u), m(u) of negative, zero and 
positive characteristic values of Q (x; u), and it is shown that the like indices A,(1), 
vo(u), mo(u) for the restrietion of the derivative (dQ/dA),-, to the nullspace of O(u) 
are a reasonable measure of the changes of state of Q. The following are illustrative 
results. (1) There is a positive number e such that 

ff u—e<A<y, then h(u) + mo(u) <h(A)< hlu) + Molu) + Volu) —v(A), 
while f u<A<yu-+e, thenh(u) + h(u) < hl) < hlu) + hola) + rVolu) vr (A). 
(2) Corollary. If v,(4) is constant on an interval [w,, u,], except possibly for isolated 
values of /, the same holds for v»(A). (3) Under the condition in (2), and if the end 
points u, 4, are not exceptional for v(A), h(us) — h(u) = I (hy(A) — my(A)), where 
the sum is taken for 1 <A< hg: @. E. Wall. 

Buzby, B. and @. Whaples: Quadratic forms over arbitrary fields. Proc. Amer. 
math. Soc. 9, 335—339 (1958); Errata. Ibid. 10, 174 (1959). 

Nach E. Witt (dies. Zbl. 15, 57) sind zwei quadratische Formen in einem belie- 
bigen Körper der Charakteristik = 2 dann und nur dann äquivalent, wenn ihre 
Diskriminanten und gewisse ihnen zugeordnete Algebrenklassen übereinstimmen. 
Verff. zeigen dasselbe, wenn die Algebrenklassen durch die ihnen entsprechenden 
2-Cohomologieklassen ersetzt werden. M. Eichler. 


Gruppentheorie: 


Schwarz, Stefan and Dorota Krajnäkova: On totally non-ecommutative semi- 
groups. Mat.-fyz. Casopis slovensk. Akad. Vied 9, 92—99, russ. und engl. Zusammen- 
fassung 100 (1959) [Slowakisch]. 

Eine periodische Halbgruppe S, die mindestens zwei Idempotente umfaßt, 
_ heißt total nichtkommutativ, wenn je zwei verschiedene Idempotente aus S nicht 
vertauschbar sind. Es sei 8 eine total nichtkommutative Halbgruppe, Z die Menge 
aller Idempotente in $. Es wird bewiesen: Alle maximalen Untergruppen in $ sind 
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untereinander isomorph, ihre Vereinigung N ist das kleinste (zweiseitige) Ideal in $, 
N2E. Gilt S?-+ S, dann hat jedes maximale Ideal in S die Form J„, = 8 — {a}, 
wobei a ein geeignet ausgewähltes Element aus S — 5? bedeutet (daraus folgt un- 
mittelbar N J„ = 8°). Ist $= 82, dann existiert kein maximales Ideal in $. 
Ist S endlich, dann gibt es ein natürliches n, so daß S"—= N. Für ein maximales 
linksseitiges Ideal L, für das ZE SC Z erfüllt ist, gilt 8®2C L. Ist 7 der Durchschnitt | 
aller maximalen linksseitigen Ideale in $, die Z umfassen, dann gilt 8? 7 Er 
Krnan, Frantisek: On totally non-commutative bicompact semigroups. Mat.- | 
fys. Casopis slovensk. Akad. Vied 9, 101—107, russ. und engl. Zusammenfassung 108 
(1959) [Slowakisch ]. | 
Eine Halbgruppe 8 heißt total nichtkommutativ, wenn sie mindestens zwei 
Idempotente umfaßt und beliebige verschiedene Idempotente aus S nicht vertausch- 
bar sind. Es sei 8 eine topologische total nichtkommutative Halbgruppe, und der | 
topologische Raum S sei Hausdorffsch und bikompakt. Es sei mit &(©) die Menge | 
aller maximalen Untergruppen (zweiseitigen Ideale), mit Z die Menge aller Idem- 
potente, mit Z das Zentrum und mit N das kleinste zweiseitige Ideal in 8 bezeichnet. | 
In der Arbeit werden Een Struktureigenschaften von 8 festgestellt: 1.2=®. | 


2URON = IUNG= 2 9". 3. JES> MC LS= > SS mn 
Geb 

JE&S>a)J=S— na 82; b) PARU- 52.6.G,HEG2>@GeHE 
7. Die Menge aller zu einem Idempotente ach Hlcnente ist eine abgeschlossene 
Halbgruppe. F. Sik. 
Schwarz, Stefan: On the structure of the semigroup of measures on a finite : 
semigroup. Czechosl. math. J. 7 (82), 358—372, russ. Zusammenfassung 372—373 
(1957). | 
Es sei S5 eine endliche (nicht notwendig kommutative) Halbgruppe, M(S = | 
Menge aller Funktionen f auf $S mit 0<f(e)<I1 für zeS und = f(&) 


es sei ferner fx g(2) = 3 f(u)g(v). Dann ist M(S) eine De “ie en 
uUV=T 


sichtlich eine isomorphes Bild von S enthält. Der Fall einer kommutativen Halb- 

gruppe S ist von Hewitt und Zuckerman untersucht worden (dies. Zbl. 66, 112). 

Ein FEM(S) heißt rechts- (links-) invariant, wenn = Ku) = = „fo („zZ 2. fu “)) 
ue 


für alle ACS und ze $S. Typische Sätze sind folgende. Für a er fa 
und alle gEM(8), ist fg —= f. Insbesondere ist f*f = f; und es gibt kein Idem- | 
potent JEM(S), h+f, sodaßh*rf=f*h=h (d.h. fist ein primitives Idem- 
potent). Enthält M($) ein rechtsinvariantes f, so gibt es in M(S) ein und nur ein | 
Linksideal: dieses Ideal ist die Menge aller primitiven Idempotenten in M(8). Es, 
werden noch einige ähnliche Resultate angegeben. E. Hewitt. 

Schwarz (Svare), Stefan: On the existence of invariant measures on certain 
types of compact semi-groups. Üzechosl. math. J. 7 (82), 165—181, engl. Zusammen- 
fassung 181—182 (1957) [Russisch]. 

Es sei $ eine kompakte Hausdorffsche Halbgruppe, $ die o-Algebra der Borel- 
schen Untermengen von 8. Ein Maß ist eine reguläre, o-additive, nicht-negative 
Funktion u auf $ mit u(S) =1. Ein Maß # heißt rechtsinvariant, wenn u(A x) — 
u(A), für alle AeS$ und ze S. Es sei C’(u) der Träger des Maßes u (d.h. die 
Komplementärmenge der größten offenen Menge von u-Maß Null). Satz: Essei v ein 
rechtsinvariantes Maß. Dann ist C'(u) ein abgeschlossenes Rechtsideal in S und 
O(u)a=((u) für alle ae $. Ferner, ist ae $S und C(u)-aeES, so folgt die 
Gleichung u(C (u) ((C(w)') a)) —= (0. Satz: Wenn es auf & ein rechtsinvariantes 
und auch ein linksinvariantes Maß gibt, dann ist 8 eine Gruppe. Schließlich 
gibt Verf. unter der Voraussetzung, daß A x für alle offenen ACS und z€eS eine 
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offene Untermenge von S ist, ziemlich komplizierte notwendige und hinreichende 
Bedingungen für die Existenz eines rechtsinvarianten Maßes an. Ein Korollar dieses 
Resultates ist, daß jede Halbgruppe S ohne Linksideale ein rechtsinvariantes Maß 
zuläßt. E. Hewitt. 

Kargapolov, M.I.: On theory of Z-groups. Doklady Akad. Nauk SSSR 125, 
255—257 (1959) [Russisch]. 

Eine Gruppe @ heißt eine Z-Gruppe, wenn jedes invariante System von Unter- 
gruppen von @ (mit Indizes aus einer vollständigen linear geordneten Menge) zu 
einem zentralen System von @ verfeinert werden kann. Verf. beweist, daß das direkte 


Produkt von Z-Gruppen wieder eine Z-Gruppe ist. [Positive Antwort zum Problem 
XX der Arbeit von Kuros-Cernikov in Uspechi mat. Nauk 2, Nr. 3 (19), 18—59 
(1947)]. Weiter wird die Gruppe @ aller Vektoren (r, s) mit rationalen r,s; s# 0; 
s = n/m, [m, 2] = [n, 2] = 1 mit der Multiplikation (r, s) (t, u) = (r + st,s u) be- 
trachtet. Dann beweist Verf., daß G eine Z-Gruppe ist und daß eine Untergruppe 
H=<(1,1), (0, — 1)» von @ keine Z-Gruppe ist. [Negative Antwort zu Pro- 
blem XIX von Kuros-ÖCernikov und Problem (8. 1.2) der Arbeit von Plotkin 
in Uspechi mat. Nauk 13, Nr. 4 (82), 89—172 (1958)]. N. Ito. 

Higman, Graham: Some remarks on varieties of groups. Quart. J. Math., 
Oxford II. Ser. 10, 165—178 (1959). 

The author proves three results; two of them were already announced in the 
reviewer’s paper reviewed in this Zbl. 70, 19; the third answers a question posed in that 
paper. The first two results establish the existence of a finite basis for the laws of certain 
varieties: (i) All the laws of the variety consisting of all those groups whose two- 
generator subgroups are metabelian follow from the one law [[&, y], [&t,y]] =1; 
(ii) The laws of the variety U ° ®, consisting of all groups which possess a normal 
subgroup belonging to the variety U with factor group belonging to the variety 8, 
are finitely based provided U is a variety of nilpotent groups and the laws of ® are 
finitely based. This latter result, and its proof, generalize R. Lyndon’s argument 
showing that the laws of a nilpotent variety are finitely based (this Zbl. 47, 256). 
The proof shows further that a variety whose groups are nilpotent of class n is gene- 
rated by its n-generator groups. By contrast, the third and last part of the paper 
establishes the existence of varieties not determined by their n-generator groups 
for any n, that is, of varieties ® such that the subvarieties ®” generated by all 
n-generator groups of ® form a properly infinite ascending chain of varieties. Any 
variety ® of the form ®”=WU oB is of this kind, where X is the variety of all 
abelian groups of prime exponent p, and ® is a variety containing at least one non- 
abelian group and such that every finitely generated group of ® is finite and of ex- 
ponent prime to p. Several lemmas on varieties and their finitely generated groups 
are of interest in themselves; the cerucial step of the proof is a characterization of 
the varieties containing ®B and contained in ® in terms of certain classes of irreducible 
linear groups over the prime field of p elements and contained in the variety ®. 

Hanna Neumann. 

Karrass, A. and D. Solitar: On free produets. Proc. Amer. math. Soc. 9, 217— 
221 (1958). 

The group @ is called a free product of finite type, if it is the free product of 
finitely many factors A,, each of which is a finite extension of a free group F', of finite 
non-negative rank. Such a free product is shown to have many properties similar to 
those of a free group of finite rank: A finitely generated subgroup containing a 
non-trivial normal subgroup of @ is of finite index in @; the intersection of two 
finitely generated subgroups of @ is finitely generated; @ is a Hopf-group, i. e. not 
isomorphie to any proper factor group of itself. Further, if all factor groups A,/F, 
are p-groups for the same prime p, then the lower central series of @ contracts to 
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the trivial group; if all A,/F, are soluble, then the derived series of @ contracts to 
the trivial group. An auxiliary result worth mentioning for its usefulness states that 
the kernel of the homomorphism of @ onto the direct product of the factor groups 
A,|F, is a free group. Hanna Neumann. | 
Baumslag, Gilbert: Wreath products and p-groups. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 55, 224—231 (1959). : 
While the wreath product of two soluble groups clearly is soluble, the wreath 
product of two nilpotent groups is not in general nilpotent. The author shows that 
Awr B [that is the “restrieted’” wreath product of Aby B,cf. B.H. Neumann 
and Hanna Neumann, J. London math. Soc. 34, 465—479 (1959)] is nilpotent 
if and only if both A and B are nilpotent 9-groups with A of finite exponent and B | 
finite. The proof uses the following lemma: If A is non-trivial and B is infinite, then 
A wr B has trivial centre. This also shows that every p-group can be embedded ina 
p-group with trivial centre. Next the author uses wreath products to give anew proof 
of the result of B.H. Neumann [J. London math. Soc. 18, 12—20 (1943); this Zbl. 
28, 339] that every group can be embedded in a divisible group. The advantage of 
the present proof is that it yields the following stronger results: every periodie group 
is embeddable in a periodie divisible group; every p-group is embeddable in a divi- 
sible p-group. A theorem of Cernikov [Mat. Sbornik 18, 397—422 (1946)] shows | 
that not every nilpotent group is embeddable in a divisible nilpotent group. Finally 
the author presents an example by B. H. Neumann (not previously published) to : 
show that it may not be possible to preserve the uniqueness of root extraction when 
embedding a group in which roots are unique whenever they existin a divisible group. 
Hanna Neumann. 
Schenkman, Eugene: The similarity between the properties of ideals in commu- 
tative rings and the properties of normal subgroups of groups. Proc. Amer. math. 
Soc. 9, 375—381 (1958). 
In order to show up a number of parallels between the properties of ideals in a 
(commutative) Noetherian ring and the properties of normal subgroups of a group 
with maximal condition for normal subgroups, the author uses the commutator quo- 
tient of subgroups to correspond to the ideal quotient; a prime subgroup is one that 
contains a mutual commutator subgroup [A, B] of normal subgroups A, B only if it 
contains A or B; irredueibility ofnormal subgroups is defined in terms of intersecetions; 
the radical of a normal subgroup is defined so as to generalize the Fitting radical '} 
(which becomes the radical in the author’s sense of the trivial subgroup). The corre- 
spondence between idealsand normal subgroups is completed by making the sum of 
ideals correspond to the product of the subgroups, and the product of the ideals to 
the mutual commutator subgroup. A considerable number of known properties of 
ideals are then shown to have precise group-theoretical analogues. B. H. Neumann. 
Kostrikin, A. I.: Über das Burnsidesche Problem. (Autoreferat der Doktor- 
dissertation.) Uspechi mat. Nauk 14, Nr. 6 (90), 237—240 (1959) [Russisch]. 
S. dies. Zbl. 81, 32 und 84, 255. 
Haber, Seymour and Azriel Rosenfeld: Groups as unions of proper subgroups. 
Amer. math. Monthly 66, 491—494 (1959). 
If the group @ is the union of n proper subgroups, then @ is not divi- 
sible by every positive integer less than n. In particular for n = 3, @ has a normal - 
subgroup N such that @/N is elementary Abelian of order 4. If @ is finite and p is 
the smallest prime divisor of its order, then @ cannot be the union of p proper 
subgroups. If G@ is the union of p + 1 proper subgroups, then they are all normal 
of index p. This last result is not completely stated by the authors, since they do 
not make use of the fact that any subgroup of index p is normal. N. Blackburn. 
Mennicke, Jens: Einige endliche Gruppen mit drei Erzeugenden und drei Re- 
lationen. Arch. der Math. 10, 409—418 (1959). 
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If a finite group is presented by e defining relations in d generators, then d< e; 
and if d=e then the Schur multiplicator of the group is trivial. Examples of 
such groups with d=e= 2 have long been known. The author now for the first 
time constructs and discusses a class of examples of finite soluble groups with 
d=e=3 (where 3is the minimal number of generators). The smallest of his groups 
is defined by a@ —=a°, b°—=b®, c“—c? and has order 21%. He conjectures that a 
finite group that can not be generated by fewer than 4 elements requires at least 6 
defining relations and, more generally, that if it needs at least d > 4 generators, 
then it needs at least (4) relations. [The author states that the reviewer has con- 
jectured that every finite group with trivial multiplicator has a presentation with 
d=e; this must be based on a misunderstanding, because the reviewer on the con- 
trary conjectures that there are finite groups with trivial multiplicator and with 
e—d arbitrarily large in every presentation. ] B. H. Neumann. 

Rusakov, 8. A.: Subgroups of strongly J/I-solvable and strongly 1/-separable 
groups. Doklady Akad. Nauk SSSR 127, 270—271 (1959) [Russisch]. 

II sei eine nicht leere Primzahlmenge. Eine Zahl heißt eine //-Zahl, wenn alle 
ihre Primteiler zu // gehören. @ sei eine endliche Gruppe. m(@) bezeichne die 
größte //-Zahl, die die Ordnung |@| von G teilt. Seim(G) = p* --p,"mitp >: - 
...> p, die Primfaktorzerlegung von m(G). Setze |@| = m(G) n(@). @ heißt eine 
ITö-Gruppe, wenn @ für jeden Teiler m von m(G) mindestens eine Untergruppe der 
Ordnung mn(G) enthält. G heißt eine // A-Gruppe, wenn alle Untergruppen von 
G IIö-Gruppen sind. @ heißt eine // A,-Gruppe, wenn für jedes Paar 7 >K von 
zwei charakteristischen Untergruppen von G die Faktorgruppe H/K eine //ö- 
Gruppe ist. Nun spricht der Verf. der Reihe nach 14 Sätze aus. Aber das beste Resul- 
tat scheint Satz 11 zu sein: Es sei @ eine I/ A,-Gruppe. Es gelte (p,!;n(@)) =1. 
Dann enthält G einen Normalteiler der Ordnung n(G). Weiter sind die folgenden 
Sätze bemerkenswert: Satz 1. Wenn @ eine stark //-auflösbare (= für jedes p aus /T 
p-überauflösbare) Gruppe ist, so ist @ eine // A-Gruppe. Satz 5. Wenn @ eine stark 
/T-auflösbare Gruppe ist, so enthält G eine charakteristische Untergruppe der Ordnung 
p"n mit n|n(@). N. Itö. 

Safonov, S. A.: Groups with a class of unattainable isoordie I] d-subgroups. 
Soviet Math., Doklady 1, 16—18 (1960); Übersetzung aus Doklady Akad. Nauk 
SSSR. 130, 26—28 (1960). 

Es sei @ eine endliche Gruppe. // sei eine nicht leere Menge von Primzahlen. 
Verf. betrachtet die Menge aller nicht subnormalen Untergruppen, deren Ordnungen 
durch mindestens eine Primzahl aus // teilbar sind. Zwei solchen Untergruppen heißen 
äquivalent, wenn sie gleiche Ordnung haben. Mit r(G) wird die Anzahl der Äquiva- 
lenzklassen bezeichnet. Nun beweist Verf. den folgenden Satz: Ist r(@) =1, 
dann wird @ auflösbar. N.Ito. 

Gorenstein, Daniel and I. N. Herstein: A class of solvable groups. Canadian J. 
Math. 11, 311—320 (1959). 

Es seien A und B Untergruppen der Gruppe @. @G heißt eine ABA-Gruppe, 
wenn sich jedes Element g€ @ auf wenigstens eine Weise in der Form g=aba 
mit a,«a€ A, bEB darstellen läßt. Verff. untersuchen hier die Struktur der 
ABA-Gruppen für den Fall, daß A und B zyklisch und von relativprimer Ordnung 
sind. @ ist unter diesen Voraussetzungen stets auflösbar, die 2-Sylowgruppen von @ 
sind abelsch oder Quaternionengruppen der Ordnung 8, und die p-Sylowgruppen 
für p=+ 2 sind abelsch. Die Ordnung von @ ist das Produkt der Ordnungen von A 
und B und eines Teilers einer gewissen Potenz der Ordnung von B. W. Kappe. 

Gorenstein, Daniel: A elass of Frobenius groups. Canadian J. Math. 11, 39—47 
(1959). 

Eine ABA-Gruppe (vgl. vorstehendes Referat) heißt unabhängig, wenn für 
9% A die Darstellung g=aba’mita,a’€ A,be Beindeutig ist. Beispiele solcher 
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Gruppen liefern die eindimensionalen affinen Gruppen über endlichen Fastkörpern. | 
Unabhängige ABA-Gruppen sind stets Frobeniusgruppen und zwischen den Ord- | 
nungen h, k und m der Gruppen A, B und der regulären Untergruppe M von @ be- | 
stehen die Beziehungen k=1-+ (m—1)/h und k|hm. Es wird gezeigt, daß in | 
jeder Frobeniusgruppe G—= AM, in der diese arithmetischen Beziehungen be- | 
stehen, die reguläre Untergruppe M elementarabelsch oder von ähnlich einfacher 
Struktur ist. In einer unabhängigen ABA-Gruppe ist M stets elementarabelsch || 
und A eine maximale Untergruppe von @. Es ergibt sich dann, daß die oben als Bei- 
spiele für unabhängige ABA-Gruppen angegebenen eindimensionalen affinen Grup- 
pen über endlichen Fastkörpern und ähnliche Gruppen bereits die Klasse der un- | 
abhängigen ABA-Gruppen ausschöpfen. __ W.Kappe. || 


Herstein, I. N.: A remark on finite groups. Proc. Amer. math. Soc. 9, 255—257 | 
(1958). 

It is proved that if a finite group G has a maximal subgroup which is Abelian, 
then @ is soluble. This is however a special case of a theorem of B. Huppert [Math. 
2. 60, 409—434 (1954; this Zbl. 57, 253), Satz 2]. N. Blackburn. 


Harary, Frank: Exponentiation of permutation groups. Amer. math. Monthly |) 
66, 572575 (1959). l 

Es werden einige Regeln für die Beziehungen zwischen der „direkten Summe‘‘ | 
A + 8, dem „kartesischen Produkt“ X x 8, der ‚Komposition‘ oder dem „Grup- } 
penkranz“ AX[B] und der ‚Exponentiation“ B% (s. Verf. dies. Zbl. 84, 194, 2. Referat) l 
von Permutationsgruppen W, B, € zusammengestellt; so ist AP+T zu AP x AT und | 
(AP)E zu AB isomorph. H. Künneth. 


Charles, Bernard: Une caracterisation des interseetions de sous-groupes divi- |) 
sibles. C. r. Acad. Sci., Paris 250, 256—257 (1960). | 

Verf. löst das von L. Fuchs in seinem Buch ‚‚Abelsche Gruppen‘ (Budapest | 
1958) gestellte Problem, diejenigen Untergruppen H einer vollständigen abelschen 
Gruppe @ zu charakterisieren, die sich als Durchschnitt vollständiger Untergruppen 
von @ darstellen lassen, auf folgende Weise: Ist G eine vollständige abelsche Gruppe, | 
H eine Untergruppe von @, so ist H Durchschnitt vollständiger Untergruppen von @ |) 
genau dann, wenn für jede Primzahl p gilt: S(H,) = $(G,) oder H ist durch » teil- 
bar. Hierbei ist S(H,) bzw. 8(G,) der Sockel der primären Komponente H, bzw. | 
G, von H bzw. @ für die Primzahl p, d.h. die Menge aller Elemente aus H, bzw. 
G, mit der Ordnung p. K. Latt. 


Mostowski, A. Wiodzimierz: On direet sums of eyelie groups. Prace mat. 2, 
319—327, russ. und engl. Zusammenfassung 328 (1958) [Polnisch]. 

Zwei Untermengen einer Gruppe @ heißen äquivalent, wenn sie dieselbe Gruppe 
erzeugen. Die Ordnung eines Elementes g€ @ sei mit r(g), die Menge aller Elemente 
aus G mit endlicher bzw. unendlicher Ordnung mit S bzw. mit N bezeichnet. Dann | 
gilt die folgende Behauptung: Ein das Nullelement nicht enthaltendes SystemZ von. 
Erzeugenden einer abelschen Gruppe @ ist dann und nur dann eine Basis, wenn für 
zwei beliebige endliche äquivalente Untermengen X, Y der Gruppe @ folgende 
Bedingungen erfüllt werden: (a) ist XCNNAZ, YCG, dann ist eaadX< 
<cadNnY; (b) ist XCSNZ/YCSAG, damn gilt I r@)= 8 r(y). | 


Aus dieser Behauptung folgt leicht der Hauptsatz der Theorie der abelschen a | 
daß jede endlich erzeugte abelsche Gruppe eine Basis besitzt. P.Sik. U 


Suzuki, Michio: On characterizations of Ines groups. I, II. Trans. Amer. math. 
Soc. 92, 191—204, 205—219 (1959). | 

De L, (= P@L(2, q)) denote the group of projective transformations of the line 
over the Galois un GF (9). The author refines earlier group-theoretical characteri- 
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zations of L, given by K. A. Fowler (Thesis, University of Michigan 1951) and 
R. Brauer, M. Suzuki,G.E. Wall (this Zbl. 82, 252). His result is by no means an 
‚ easy consequence of these. Theorem: Let @ be a finite group of even order, S a Sylow 


‚ 2-subgroup of @. Suppose that the centralizer of each involution (i. e. element of 
. order 2) in G@is abelian and that $ is neither normal in G nor eyclic. Then GZ AxZ, 


where A is abelian of odd order and L=L, for some qg= 2". The proof is first 


_ reduced to the case where @ satisfies the following three hypotheses: (A) @ contains 


an abelian subgroup Z of order h > 1 and a subgroup M such that M is the normali- 


zer of each subgroup (#1) of Z, M=L,xZ for qg=#">2 and h|lg+6, 
where ö= +1; (B) if is an involution in G, the centralizer N of t contains a nor- 
mal 2-subgroup N, such that N/N, ZZ; (C) if the centralizer of some involutions 
is not abelian, then h—=g-+ ö. (These hypotheses, obviously more general than 
required, also apply to another situation in (II)). By considering the characters of @ 
induced by those of the normalizer of a subgroup of M of order qg— ö, the author 
obtains certain irreducible characters of G and derives a formula for the order of @. 
The theorem then follows quickly. The following theorem is proved as an applica- 
tion. Let @ be a finite nonsoluble group of even order. Suppose that the Sylow »- 
subgroups of G are cyclic when p > 2, abelian when p = 2. Suppose further that 
the meet of any two distinct Sylow 2-subgroups is the identity. Then @ contains a 
normal subgroup @, such that G,= L, for some q = 2" and @/@, is soluble of odd order. 
Let 2%, (= P@L(3, q)) denote the group of projective transformations of the plane over 


‚@F (g). R. Brauer has characterized 2, group-theoretically for g = —1 (mod 4). The 


author in the second note settles the case qg = 2". Theorem: Let @ be a finite group 
of even order, r an involution in G. Suppose that every involution in @ is conjugate 
to r and that the centralizer N of r is isomorphic to the centralizer of an involution 
n2 =?) Thoenfn>1,60=>8%. En=l, either G=&E%, or@=z the 
alternating group A,. The proof depends heavily on the results and me- 
thods of (I). The centralizer N, of order g?(g— 1), contains two elementary 
abelian subgroups P, L of order g? such that every involution in N belongs either to 
P or to L. Let M be the normalizer of Pin @. Using the main theorem of (I), the 
author shows that M/P=@GL(2,g) and that @ satisfies the conditions (A), (B), 
(C). By an intricate group character argument he then shows that @ has the same 
order as &,(n > 1). The proof is completed by a relatively easy geometrical argu- 
ment. G. E. Wall. 


Wan, Zhe-xian: On the ecommutator subgroup of the orthogonal group. Science 
Record, n. Ser. 3, 599—603 (1959). 

I, 0 seien die n-reihige Einheits- und Nullmatrix; A, B, €, D seien n-reihige 
Matrizen mit Koeffizienten in einem beliebigen Körper k der Charakteristik =# 2. 
Die orthogonale Gruppe zu der quadratischen Form mit der 2 n-reihigen Matrix 


B- (} A sei O(k, 8). Mit O*(k, $) wird die Untergruppe der Automorphismen von $ 


mit der Determinante 1 bezeichnet. Endlich sei 2 (k, $) die Kommutatorgruppe von 
O(k, 8). Jedes Element aus O(k, 8) läßt sich in der Weise F 2 R N 
schreiben, wo J eine Diagonalmatrix mit J=J und |4|=det A=+0 ist. 
Es bezeichne noch k* die Multiplikationsgruppe von k und kX2 die Gruppe der Qua- 
' i A'B\ IV I 
drate von k*%. Ist ein Element aus O (k, S) noch auf eine zweite Art ( C n ( I I_ ” 
dargestellt, und sind die Ränge von J und .J’ gerade, so ist |A|- |A’|€ k*?. Die- 
jenigen Elemente, für die eine Darstellung mit |A|€%k*? möglich ist, bilden 
die Kommutatorgruppe 2(k, 8), und diese ist gleichzeitig die Kommutatorgruppe 
von O0* (k, 8). Dieses wurde vonL.K.Hua vermutet. Die Faktorgruppe O* (k,8)/2 (k,S) 
ist mit k*X/k*®? isomorph. M. Eichler. 


Zentralblatt, für Mathematik. 89. 2 
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Verbände. Ringe. Körper: 


Kimura, Naoki: On some existenee theorems on multiplieative systems. I: 7 
Greatest quotient. Il: Maximal subsystems. Proc. Japan Acad. 34, 305—309, 310— 
314 (1958). | 

By a multiplicative system the author means an abstract algebra with a set 
of finitary operations. The similarity type of all algebras is taken fixed in the course 
of a discussion, i. e. in a statement about algebras all algebras are supposed to be 
similar. Two algebras are called similar if there exists a one-to-one correspondence - 
between their sets of operations, preserving the number of variables of the operations. 
A class C of algebras is called normal if for every algebra A (not necessarily belonging 
to ©) there exists a least congruence relation N on A, such that the quotient algebra 
A/R is in C. The main result of the first paper is that a class of non-empty algebras 
is closed under subdirect product if and only if it is normal and contains the one- 
element algebra. In a generalization of this result the least congruence relation is 
replaced by a family of minimal congruence relations and the subdirect product by 
a notion called semi-spined product. The second paper deals with notions dual to 
those of the first. A semifree product is defined as a homomorphiec image of a free 
product, where the factors of the free product are mapped isomorphically. A class 
© of algebras is closed under semifree product if and only if it contains the empty 
algebra and if every algebra (not necessarily belonging to ©) has a greatest subalgebra, 
which isin ©. A generalization deals with a family of maximal subalgebras and with 
a notion called semi-amalgamated product. W. Peremans. 


Ingleton, A. W.: A note on independence funetions and rank. J. London math. 
Soc. 34, 49—56 (1959). 

This paper deals m aa functions (or /-functions) in the sense of 
R. Rado (this Zbl. 83, 23). The author introduces the concept of J-functions, satis- 
fying somewhat weaker conditions than the /-functions. In Rado’s paper the problem 
of representability is considered, where representation is a mapping into a vector- 
space over a division ring, such that dependence and independence correspond to 
linear dependence and independence of the vectors. He gave a necessary condition 
for an /-function to be representable and expressed the conjecture that this condi- 
tion should hold for all /-functions. This conjecture is proved by the present author || 
by showing that a somewhat stronger condition is satisfied by all J-functions. The || 
rank of a setisthenumber of elements of a maximal independent subset. This concept | 
may also be defined in a reasonable way for J-functions. It is proved, that a set | 
function is a rank function with respect to some J-function if and only if it isinerea- | 
sing, subadditive and zero on the empty set. If moreover itis < 1 on all one-element 
sets it is a rank function with respect to an /-function. Finally the author gives a 
simpler example of a non-representable /-function than that of T. Lazarson (this | 
Zbl. 83, 4). For the construction he uses a non-Desarguian projective plane in order 
to obtain a non-representable /-function on a set of 10 elements, whereas Lazarson 
needs 16 elements. W. Peremans. 

L’Abb£6, Maurice: Structures algebriques suggerees par la logique mathematique. 
Bull. Soc. math. France 86, 299—314 (1959). 

In this paper the author considers the several algebraie systems which have been 
developed under the influence of logic. In his survey he discusses Boolean algebras 
and more general systems as Post algebras, algebras with operators, eylindrie algebras 
and polyadic algebras. Ph. Dwinger. 

Krasner, Mare: Les algebres eylindriques. Bull. Soc. math. France 86, 315—319 
(1959). 

The author points out (cf. the above review) that cylindrie algebras have 
been developed independent of logie as a generalization of some results in Galois 
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theory. He discusses some of his earlier work (this Zbl. 39, 261) and that of J. Seba- 
stiäo e Silva Commentationes, Pontificia Acad. Sei. 9, 327—357 (1945)]. 
Ph. Dwinger. 

Gluskin, L. M.: Transitive semigroups of transformations. Doklady Akad. 
Nauk SSSR 129, 16—18 (1959) [Russisch]. 

Verf. überträgt die Ergebnisse einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 84, 27) auf Mengen 
mit einer beliebigen Struktur im Sinne von Bourbaki. Er gelangt so z. B. zur Charak- 
terisierung aller isotonen Abbildungen teilweise geordneter Mengen oder aller stetigen 
Abbildungen topologischer Räume. Ein weiterer Satz charakterisiert die Struktur 
einer teilweise geordneten Menge mittels der Halbgruppe ihrer isotonen Abbildungen. 

R. Kochendörffer. 

Wolk, E. S.: Order-compatible topologies on a partially ordered set. Proc. 
Amer. math. Soc. 9, 524-529 (1958). 

Sei X eine (teilweise) geordnete Menge mit Null- und Einselement. Eine Teil- 
menge K von X heiße Dedekind-abgeschlossen, wenn sie die obere Grenze (falls in 
X existent) jeder nach oben gerichteten und die untere Grenze (falls in X existent) 
jeder nach unten gerichteten Teilmenge von K enthält. Eine Topologie von X heiße 
mit der Ordnung von X verträglich, wenn jede topologisch abgeschlossene Teilmenge 
von X auch Dedekind-abgeschlossen und wenn jedes Intervall [a,b] topologisch 
abgeschlossen ist. Hauptresultat: Existiert eine endliche Zahl n so, daß jede total 
ungeordnete Teilmenge U von X eine Mächtigkeit |U|<n hat, so existiert genau 
eine mit der Ordnungsstruktur von X verträgliche Topologie von X, und in dieser 
ist X ein Hausdorff-Raum. @G. Bruns. 


Baer, Robert M.: On celosure operators. Arch. der Math. 10, 261—266 (1959). 

Let X be a partially ordered set, @ (X) the set of all closure operators on X (©(X) 
is partially ordered as follows: A, ne (X), A<n<>Ala)<n(e) for all ze X) 
and ”(X)the set of allsocalled partial ordinals AinX [.e.. A#+0,ACX and for 
every zeX the st An{yeX|x<y} +0 and has a least element; D(X) 
is partially ordered by set-inclusion]. There are studied some properties of partial 
ordinals [using R.M. Baer (this Zbl. 77, 254)] and mainly of @(X) and D (X). There 
is proved, that (3.3) @(X) and D(X) are dually isomorphic and if X is a lattice, then 
e.g. (5.2) D(X) is a lattice if and only if D(X) is closed under (finite) intersection 
(set-theoretie) or (5.3) ©(X) is a complete lattice if and only if X contains the least 
upper bound of every non-empty subset and other more special theorems. These 
results are related to M. Ward: [Ann. of Math., II. Ser. 43, 191—196 (1942)] and 
to Ph. Dwinger (this Zbl. 56, 262; 67, 264). K. Öulik. 

Bass, Hyman: Finite. monadie _algebras. Proc. Amer. math. Soc. 9, 258—268 
(1958). 

A monadic Boolean algebra is a Boolean algebra A together with an operator H 
(quantifier) on A such that YO = (0, p<4Up, YprnHgq)=HpnYHog. Monadie 
Boolean algebras have been studied by Halmos [Compositio math. 12, 217—249 
(1956) ]. In the present paper the author settles the question as to whether a finitely 
generated monadic Boolean algebra is finite. He proves as a main result that all 
finitely generated free Boolean algebras are finite. A formula is derived which fur- 
nishes the number of elements of such a Boolean algebras as a function of the number 
of generators. Ph. Dwinger. 


Nikodym, Otton Martin: Critical remarks on some basie notions in Boolean 
lattices. I. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 27, 193—217 (1957). 

For Parts I and II (rather $ 1 and 2) see this Zbl. 47, 263 [Rectification: In the 
definitions of II, and II; read “a’ + 'b’” and “a - 5b” instead of “a’ + b’” and 
“q' .b’’’]. Part III ($ 3) deals with ideals in a Boolean tribe (A). An ideal J is called 
denumerably additive if (a,€EJ for n=1,2,...)>((2a, is meaningful) &_ 
(Za,€ J)), weakly denumerably additive if ((a„€J for n=1,2,...)& (La, is 
meaningful)) > (2a, € J). Theorem (in $$ 21): ((J is a denumerably additive ideal 
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| 
| 
* | 


in (4)) &(a,„€ Aandb,€e Aforn=1,2,...) & (a, and b, are J-equivalent) & (Fa, 
is meaningful) — ((2'b, is meaningful) & (a, and !%'b, are J-equivalent)). Pro- |} 
position: T is a denumerable (strong denumerable)-operation homomorphism from | 
(A) into (A’)— (T!(A'-zero) is a weakly denumerably (denumerably) additive 
ideal in (A)). Illustration: (A)= (A 2), (4')=(4Al). For a€E 42, T(a) is theil 
uniquely defined figure in A 1, generating a by finite alteration. T'is a denumerable- 
operation homomorphism, 71 (empty set) is a weakly denumerably additive ideal | 
in (A). Part IV ($4). A tribe (A) is said to be a finitely (denumerably, completely)- F 
genuine subtribe of (A’)if AS A’ and for any finite (denumerable, arbitrary) set M 
and somata a,b,a,,x€ M, the_following eonditiöns are satisfied: I? (V°, V’)|) 
Fu, eb) ,='b), VPlea- bo) Zle- "b='e), IH Amber une 
IV° A-zero—='A' -zero. Examples prove the independence of I°, II°, III, IV°. Here | 
is one of them: (A) (Saksian tribe): set of the finite unions of closed non-degenerate Y 
subintervals of <0,1) and the empty subset ©, with set inclusion as ordering relation. | 
(A’): set of the finite unions of any subintervals of (0, 1) and the empty subset O I 
with set inclusion as ordering relation. I°, III° and IV° hold. For a=<0, 4), | 
b=(4,13ya:-b=®, a:.’b='} Example (in 28.1) of a tribe (A) which is af 
denumerably-genuine but not a completely-genuine subtribe of a tribe (4’): I = (0,1) | 
$S= (0,1), D= set of the denumerable ordinals , M=D-{l}, V=IxDf 
«=I x {a}, B' = set of all subsets of V, B = set of all subsets X of V such that, | 
for any &, the projection of X n V,„ on / is borelian and there exists «€ D satis- 
fying («> a) > (VanmX is empty or = V,), J= set of all (at most) denu- ff 
merable subsets of V, (A) = (B)/J, (4') = (B')/J, a, = J-equivalence class cor- | 
responding to W,=&8x {a}. Then 2 4, = C0.Qı, = G, # co! a,. PartV ($5)] 


gives examples of denumerably additive tribes without atoms on which finite, ef- | 
fective (i. e. strietly positive), finitely or denumerably additive, measures cannot) 
be defined, and also the example of a finitely but not denumerably additive tribe 
without atoms, provided with a finite, effective, denumerably additive, measure 
[Remarks by the reviewer: (i) The second half of the proof of the theorem in $ 21] 
can be shortened. Once the existence of &b, has been proved, the J-equivalence |} 
follows namely from ((a, + 7,) = (b, + 2,)> (2a, +Fp,) = (2b, +2 9,)).N 
(ü) With the interpretation above of the example in $$28.1. =, @, does 


677 IE 
not seem to exist. Denoting namely by N any subset of V, the intersection of which | 
with each V,is (at most) denumerable, the J-equivalence class sy corresponding to 


= W.-+ N (+ symmetric difference) is >’a, for «> 2 and //,, does not] 


exist]. Ohr. Paue. 


Albert, A. A. and L. J. Paige: On a homomorphism property of certain Jordan | 
algebras. Trans. Amer. math. Soc. 93, 20—29 (1959). | 


Theorem: Let D be any linear algebra (associative or not) over a field of cha-! 
racteristice + 2, with an involution 7. If the algebra 9, of all 3-rowed 7-Hermitian | 
matrices over D® relative to Jordan-multiplication is a homomorphic image of a 
special Jordan algebra, then ® is associative. — The authors establish this theorem, 
by showing how to reconstruct the multiplication in D from the Jordan-multiplica- | 
tion in $,. The result implies in particular that the exceptional simple Jordan | 
algebra & of dimension 27 is not.a homomorphic image of a special Jordan algebra..| 
Since 9 can be generated by 3 elements, it follows that special Jordan algebras must | 
satisfy an identity in 3 variables which is not a consequence of the defining identities!| 
of abstract Jordan algebras. From the authors’ proof it appears that there are) 
such identities of degree at most 45, and by a result of I.G. Macdonald [Proc.| 
London math. Soc., III. Ser. 10, 395—408 (1960)] they must be of degree at least | 
. two in each of the three variables. P.M.Cohm. | 


| 
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Harris, Bruno: Centralizers in Jordan algebras. Pacific J. Math. 8, 757—790 


| (1958). 


Let J be a Jordan algebra (of characteristic = 2, with multiplication denoted 


| by zo). Two elements x and y of J are said to operator-commute (o-commute for 


short) f R,R,=R,R,, where R, is the right-multiplication a—aox in J. 
The set of elements which o-commute with a given subset K of J is called the o- 
centralizer of Kin J. If J is special, with enveloping associative algebra A 
say, where coy=xzy-+yx, then (ao2)oy—(aoYy)ox=[[y,«],a], where [z,y] = 
z2y—yx. Hence any two elements of J which commute in A will o-commute in J. 
The author proves the following converse result: If A has no central nilpotent ele- 
ment, then the o-centralizer of a Jordan subalgebra K of Jis K’nJ, where K’ 
is the centralizer of K in A (in the usual sense). The same result is shown to hold 
when J is an exceptional simple central Jordan algebra and X a separable subalgebra 
(containing the unit-element of J). In particular it follows that in these cases the 
o-centralizer K* of K is again a subalgebra of J. The author cites an example of 


MceCoy and Jacobson to show that for arbitrary sets K this need not hold, but con- 


jectures that K* is a subalgebra whenever K is [this is not so: a counterexample 
may be obtained by taking a commutative ring A with unit-element and an element 
e such that 2e=#+ 0,2? —= 0, and defining A as the associative algebra over A gene- 


‚ rated by 1, a, b, c with defining relations [a,b] =e, [b,c]=1, [a,cj = 0. Then 
‚the o-centralizer of the subalgebra generated by @ contains b but not b2]. — Next 
‚ the author considers one-generator subalgebras of simple finite-dimensional Jordan 


algebras; he shows that such a subalgebra is its own o-bicentralizer (= o-centralizer 
of its o-centralizer) and obtains a formula for the dimension of the o-centralizer of a 
linear transformation in terms of its invariant factors (analogous to the Frobenius 
formula). The author also obtains conditions under which a simple subalgebra of a 
central simple Jordan algebra J is its own o-bicentralizer. They depend on represen- 


 ting J as the algebra of self-adjoint linear transformations on a self-dual space over 


a division-ring with an involution (cf. A. Rosenberg; this Zbl. 56, 109). 
P. M. Cohn. 


Nakano, Takeo: A nearly semi-simple ring. Comentarii math. Univ. Sancti 
Pauli 7, 27—33 (1959). 

A left ideal /inaring Ris called quasi-minimal if 7#+0 and Ja=0 or 
Ja —= I forall a€ I. The author proves that some facts, which are well-known for 
minimal left ideals Z with 2? =+ 0, also hold for quasi-minimal left ideals /. These 
facts are: / contains an idempotent e with /=Ie, I is indecomposable as a left 
R-module and the ring of endomorphisms of the R-module / is a division ring. Let N 
be the set of nilpotent elements’ of R. A left ideal / is called minimal modN if it is a 
minimal element of the collection of left ideals containing N as a proper subset. 
A quasi-minimal left ideal is minimal mod N. The converse is true, if every principal 
left ideal of R is R-projective as a left R-module in the sense of Cartan-Eilenberg 
(Homological algebra, Princeton 1956). The main result of the author is concerned 
with P-rings, where a P-ring is a ring R with unit element, which is a direct sum of a 
finite number of quasi-minimal left ideals and in which every principal left ideal is 
R-projective as a left R-module. It is proved that a ring Risa P-ring if and only if 
the following conditions are satisfied. There exists a P-ring A, a full matrix ring C 
over a division ring and a left A- and right O-module B, where the unit elements of A 
and C' act as identity operators on B and the elements of A and C commute as opera- 
tors on B. Every cyclie left A-submodule of B is A-projective. R is isomorphie to 


the ring of matrices ” 2 with a€ A,beB,ceC and the usual matrix addition 


and multiplication. Furthermore the iteration of the reduction process, which leads 
from the P-ring R to the P-ring A gives a full matrix ring over a division ring after 
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a finite number of steps. The author’s result is a generalization of the classical result 1 
on semi-simple rings with minimum condition, which are P-rings and for which the | 
above characterization holds with B=0. W. Peremans. 


Nakayama, Tadasi und Tosiro Tsuzuku: A remark on Frobenius extensions | 
and endomorphism rings. Nagoya math. J. 15, 9—16 (1959). \ 
In einer früheren Arbeit hat der Ref. (dies. Zbl. 55, 263) den Begriff der 
Frobeniuserweiterung R/S eingeführt und untersucht, wobei gewisse Voraussetzungen 
über S gemacht wurden. In vorliegender Arbeit wird eine Definition gegeben, die 
diese Voraussetzungen vermeidet, und es wird gezeigt, daß eine vom Ref. mitgeteilte |) 
Charakterisierung einer Frobeniuserweiterung durch ihren Endomorphismenring | 
auch bei dieser allgemeineren Definition gültig ist. Eine Frobeniuserweiterung R/S 
wird hier durch folgende Bedingungen definiert: (1) R sei ein Ring mit 1-Element 
und S ein das 1-Element enthaltender Unterring; (2) R besitze eine endliche Rechts- 
basis (= endliches, freies Erzeugendensystem) über 8; (3) R und Hom,(R,, S,) 
seien als S-R-Moduln isomorph. Es wird dann gezeigt, daß diese Definition damit 
äquivalent ist, daß (1) gilt und endliche duale Basen von R/S existieren; daraus 
folgt insbesondere, daß die Definition in bezug auf die Seiten symmetrisch ist. Ferner 
ergibt sich, daß diese Definition mit der des Ref. (loc. cit.) übereinstimmt, wenn 
die vom Ref. über 5 gemachten Voraussetzungen erfüllt sind. Auf dieser Grundlage 
wird schließlich die folgende, anfangs bereits erwähnte Charakterisierung einer 
Frobeniuserweiterung bewiesen: Genügt die Ringerweiterung R/S (1) und (2), so gilt: 
Dann und nur dann ist R/S Frobeniuserweiterung, wenn der 8-Endomorphismenring 
Hom,(sR, „R) Frobeniuserweiterung des Ringes R, der Rechtsmultiplikatoren von 
R ist. F. Kasch. 


Hirata, Kazuhiko: On relative homological algebras of Frobenius extensions. 
Nagoya math. J. 15, 17—28 (1959). 

Es werden homologische Eigenschaften von Frobeniuserweiterungen R/S 
(Definition siehe vorstehendes Referat) untersucht. Als Grundlage werden Begriffe 
und Ergebnisse der relativen homologischen Algebra von Hochschild (dies. Zbl. 
70, 269), Resultate von Eilenberg-Nakayama [Nagoya math. J. 9, 1—16 (1955) ] 
und Ergebnisse des Ref. über Frobeniuserweiterungen (dies. Zbl. 55, 263) benutzt. 
Nach vorbereitenden Überlegungen untersucht Verf. zunächst die Dimension von 
R-Moduln. Hier ergeben sich vor allem Resultate, wie sie von Eilenberg-Nakayama 
(loe. eit.) für projektive Frobeniusalgebren bewiesen worden sind. Wesentlich für 
diese Überlegung ist die Tatsache, daß für eine Frobeniuserweiterung R/S und jeden 
S-Rechtsmodul A die Moduln A ® R und Hom,(R,, A,) isomorph sind. Daraus 


folgt, daß die (R, S)-projektiven Moduln mit den (R, S)-injektiven Moduin überein- 
stimmen. Hieraus ergibt sich z. B., daß die relative globale Dimension von (R, $) 
gleich 0 oder oo ist. Das Hauptziel des letzten Teils der Arbeit besteht in der Kon- 
struktion einer relativen vollständigen Auflösung, die speziell den Fall einer Frobenius- 
algebra [siehe Nakayama, Osaka math. J. 9, 165—187 (1957)] wie den relativen 
Fall bei Gruppen (siehe Hochschild, loc. cit.) enthält. Seien P und Q Algebren in 
bezug auf einen Ring X, und sei P/Q Frobeniuserweiterung, dann ist auch 
in ip ® P' (P' = antiisomorpher Ring zu P) Frobeniuserweiterung von S = 


Q ® P'. Ist X, das (n + 2)-fache Tensorprodukt von P mit sich selbst über ®, 


dann bildet die Folge der X, eine (R, S)-projektive Auflösung von P. Die negativen 
Komplexe X_, der (R, S)-vollständigen Auflösung von P erhält man in der Form 
RUM YO): F. Kasch. 


Leslie, Joshua: Modules simplieiaux sur une algebre simplieiale. ©. r. Acad. Sei., 
Daria DAR 9I60O9__9FOA:(10A0\ 
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Sei A ein semi-simplizialer Ring (s. s. Objekt über der Kategorie der Ringe). 
Ein A-Modul ist eine s. s. abelsche Gruppe zusammen mit einer s. s. Abbildung 
Ax MM, die M, für jedes q>0 zu einem unitären A,-Modul macht. Die 
A-Moduln bilden eine abelsche Kategorie WM. Es wird gezeigt, daß jedes Objekt 
von It in ein injektives eingebettet werden kann. Daran knüpft Verf. die Bemerkung, 
daß sich der bekannte Zusammenhang zwischen Gruppenerweiterungen und Ext! 
auf die entsprechenden s. s. Begriffe übertragen läßt. D. Puppe. 


'e Kaplansky (Kaplanskij), Irving (I.): An introduction to differential algebra. 
[Vvedenie v differencial'nuju algebru]. Übersetz. aus dem Engl. von 6. I. Klejner- 
"man. Unter Redaktion von M. M. Postnikov. (Bibliothek der Sammlung ‚Mathe- 
matik Moskau‘: Verlag für ausländische Literatur 1959). 85 S. R. 2,85. [Russisch]. 
Vgl. die Besprechung des Originals in diesem Zbl. 83, 33. 


Zahlkörper. Funktionenkörper: 


Rieger, 6. J.: Über die Anzahl der Ideale in einer Idealklasse modf eines 
algebraischen Zahlkörpers. Math. Ann. 135, 444—466 (1958). 

Das bei der asymptotischen Darstellung der Anzahl der ganzen Ideale, die einer 
Strahlklasse modf eines algebraischen Zahlkörpers K angehören und deren Norm 
kleiner als xist, auftretende Restglied ist ein O (x21!=1/r), wenn n der Grad von Kist. Ziel 
der vorliegenden Arbeit ist der Nachweis, daß dieses Restglied kleiner als 
e(K) R(f) («N (f))!=V/r ist, wobei c(K) nur vom Körper Kabhängt, R(f) der Regulator 
der Strahleinheiten und N(f) die Norm von f ist. Zum Beweis wird die genannte 
Anzahl nach dem Vorbild von Dedekind und Weber näherungsweise durch das 
Volumen eines gewissen Bereiches ersetzt, wobei sich herausstellt, daß man die Be- 
ziehung zwischen diesem Bereich und der Anzahl seiner Gitterpunkte zurückführen 
kann auf die entsprechende Beziehung für einen nur vom Körper K, aber nicht vom 
Führer f abhängigen Bereich. Weiter wird noch der Satz benutzt, daß.sich in jeder 
Strahlklasse modf ein ganzes Ideal befindet, dessen Norm kleiner als c,(K)N(f) ist, 
und dieser Satz wird mit Hilfe einer Verallgemeinerung eines Ergebnisses von 
Davenport über Produkte von Linearformen (dies. Zbl. 47, 274) hergeleitet. 

H. Reichardt. 

Rieger, G. J.: Einige Sätze über Ideale in algebraischen Zahlkörpern. Math. 
Ann. 136, 339—341 (1958). 

Mit Hilfe der im obigen Referat genannten Abschätzung des Restgliedes werden 
Abschätzungen für folgende Zahlen hergeleitet: 1. für N(&) mit (&,ab)=a bei 
gegebenen a und b, 2. für N (£) mit ac = (£), wobei a gegeben und c prim zu einem 
gegebenen Ideal b ist, 3. für N(£) und N(n) mit (&,n)=a bei gegebenem a, 
4. für N (&)mit E+n=1, E£a, nEb bei gegebenen teilerfremden Idealen a und b, 
5. für N (£)'mit x& = ß (mod c) bei gegebenen x, ß, ce mit (x, c)|ß. H. Reichardt. 

Rieger, 6. J.: Zur Wienerschen Methode in der Zahlentheorie. Arch. der Math. 
10, 258—260 (1959). 

Die Wienersche Methode zum Beweis des Primzahlsatzes läßt sich auf den 
Primidealsatz für die Strahlklassen modf eines algebraischen Zahlkörpers K an- 
wenden, wenn man noch die vom Verf. herrührende asymptotische Darstellung der 
Anzahl der Ideale in einer Strahlklasse heranzieht, in der nur von K und f abhängige 
Konstante auftreten (vgl. das vorletzte Referat). H. Reichardt. 

Nakamura, Yoshio: On the distribution of ideals with exactly r different prime 
divisors in an ideal elass of an algebraie number field. Sci Rep. Tokyo Kyoiku Daigaku 
Sect. A 6, 241—251 (1959). 

Sei K ein algebraischer Zahlkörper, € eine Idealklasse mod m in X und für 
natürliches r z,(z; m, €) die Anzahl der Ideale p, - - - p, € G, p Primideale, p, #P, 
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leitet Verf. auf dem Wege wie Ref. für den rationalen Fall (dies. Zbl. 52, 41) eine | 
asymptotische Formel für z,(;m,€) her. Verschiedene Druckfehler. 
H.-E. Richert. | 
Zaikina, N. G.: Verteilung der Zahlen des imaginären quadratischen Körpers, |! 
die aus kleinen Primidealen bestehen. Moskovsk. gosudarst. ped. Inst. V.I. Lenin, | 
udenye Zapiski 108, mat. Kafedry 2, 261—272 (1957) [Russisch]. 
En considerant que les entiers quadratiques d’un corps quadratique imaginaire 
K, dont le diseriminant est d, sont repr&sentes par des points, comme les nombres 
complexes, l’A. demontre que le nombre B (9; a; (v5) ) des entiers quadrati- 
ques du corps K qui se trouvent dans le domaine Q„ et qui sont de la forme ar, 
a et r ötant des ideaux du corps X, les ideaux premiers diviseurs de l’ideal r ayant 
T2 


76) 
3 (9: 0: (m) =) rar + 9 ran ara) 


Dans cette formule x est un nombre reel plus grande que 1, c’est l’aire d’un domaine 
2, dont la distance de l’origine de coordonnees ne d&passe l’unite et de lequel on 
obtient le domaine 2, par une homothetie, le rapport d’homothötie etant le nombre 
reel T. La constante qui intervient dans O depend seulement de K,a,Q, et a. 
La fonction u(«&) est la suivante 


: ’ 1 ur 
des normes qui ne depassent le nombre ( ) e a la propriete suivante 


2 in: 
"da, a ander UT ge ders] 
kat m u 
[x] etant la partie entiere de «. ©. P. Popowiei. 


Iwasawa, Kenkichi: On /-extensions of algebraie number fields. Bull. Amer. 
math. Soc. 65, 183—226 (1959). 

A Galois extension Z of a field Kis called a /-extension when its Galois group 
@G(L/K) is topologically isomorphic with the additive group of the domain of p-adie 
integers, O,. The author considers the maximal unramified abelian p-extension M 
over L and studies the structure of the Galois group @G(M/L) of the extension M/L. 
The main tool in the researches is the theory of J"finite modules, which is developed 
in the first part of the paper. In particular two invariants of such modules are studied. 
The definition of /-finite modules is rather complicate; we will limit ourselves to 
expose it in the case of a discrete module. Let /"be a multiplicative topological group 
isomorphie with the additive group of O,. A topological additive abelian group U 
will be called a /-module when J'actson Usothat 1-u=u forevery vEeU, and 
that the mapping oxu— ou of I’xU into U is continuous. Let A be a p-primary 
discrete abelian group which is also a /-module. For each n > 0 we denote by A, 
the submodule of all a€ A such that oa=a for every oET,, (I', is isomorphic 
with the ideal (p”) in O,). A is called a J"finite Z-module if every A, is a group of 
finite rank. If X is a finite algebraic number field the group @(M/L) is a /"-finite 
(compact) T-module with respect to 7'=@(L/K) and the author denotes in this 
case by !(L/K) and m(L/K) the above mentioned invariants. The main consequence 
deduced in the paper is the following relation between the structure of G(M/L) and 
the class numbers of the intermediate fields of X and L: let X, be the intermediate 
field of K and L of degree p" over K, and let pr be the highest power of p dividing 
the class number of X. Then an integer n, > 0 and an integer c exist such that, 
for every n>n, one has: e „= lU(L/K)n + m(L/K)p" + c. M. Cugiani. 

Nobusawa, Nobuo: On integral basis of algebraie funetion fields with several 
variables.. Osaka math. J. 11, 63—69 (1959). 

Es sei K ein algebraischer Funktionenkörper in 2 Variablen, und w eine dis- 
krete, zweirangige Bewertung von K, mit zugehörigem Bewertungsring o,. Es sei 
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ferner L eine endliche Erweiterung von K und o die ganzabgeschlossene Hülle von 
0, in L; diese ist gleich dem Durchschnitt der Bewertungsringe o, von Z, die zu den 
verschiedenen Fortsetzungen w, von w auf L gehören. Verf. setzt sich die Aufgabe, 
die Struktur von o als o,-Modul zu bestimmen. Das Hauptergebnis lautet folgender- 
maßen: o ist eine direkte Summe einer gewissen Anzahl », von einrangigen 0,- 
Moduln, und von n—n, unendlichrangigen o,-Moduln, mitt n= (L:K). Dabei 
wird die Anzahl n, der Summanden vom Range 1 wie folgt bestimmt: Man identi- 
fiziere die Wertgruppe von w mit der lexikographisch geordneten Gruppe der Paare 
(&, &) ganzrationaler Zahlen, wobei die lexikographische Ordnung etwa von rechts 


nach links zu lesen ist. Entsprechend normiere man w;. Dann sei (el, es”) die 
Verzweigungszahl von w; über w, d.h. w;(a) = ie e®).w(a) für ae K. (Das 


Produkt e= e{” e$) ist dann die Verzweigungsordnung im gewöhnlichen Sinne von 
w; über w.) Mit diesen Bezeichnungen ist nun u = & e® ;; hier bedeutet f;, wie 
[2 


üblich, den Restklassengrad von w, über w. — Genau dann besitzt L/K eine Ganz- 
heitsbasis bezüglich w, wenn vo keine Summanden unendlichen Ranges besitzt, d.h. 


wenn alle e&’ = 1. — Verf. teilt mit, daß dieses Resultat sinngemäß auf den Fall 
eines Funktionenkörpers in r Variablen (r > 2) verallgemeinert werden kann, wobei 
man dann eine r-rangige diskrete Bewertung zu untersuchen hat, oder allgemeiner 
eine solche Bewertung, für welche Rang plus Dimension gleich r ist. P. Roquette. 


Nagata, Masayoshi: A treatise on the 14-th problem of Hilbert. Mem. Coll. 
Isci. Univ. Kyoto, Ser. A 30, 57—70 (1956). 

Nagata, Masayoshi: Addition and correetions to my paper “A treatise on the 
14-th problem of Hilbert””. Mem. Coll. Sci., Univ. Kyoto, Ser. A 30, 197—200 (1957). 


Verf. beweist im Anschluß an frühere Untersuchungen [Amer. J. Math. 78, 
78—116 (1956); 80, 382—420 (1958)], folgenden Spezialfall des verallgemeinerten 
14-ten Hilbertschen Problems; Ist o ein normaler affiner Ring über dem Dedekind- 
schen Grundring / mit dem Funktionenkörper Z und ist Z’ < L ein Funktionenkörper 
über / der Dimension < 2, so ist oN L’ ein affiner Ring [für den Spezialfall 7 =k = 
Körper wurde dies schon von Zariski gezeigt (dies. Zbl. 55, 388, 2. Referat)]. Die 
Untersuchungen basieren auf dem Begriff der a-Transformation eines Ringes o (a 
sei ein Ideal des Integritätsbereiches o mit dem Quotientenkörper L und a=* die 
Gesamtheit derxz€ Lmit za” Co; die Vereinigung aller a” fürn =1,2,... heißt 
dann die a-Transformation von vo) und auf Eigenschaften derselben. Neben der 
Charakterisierung affiner Modelle, die in einem anderen affinen Modell enthalten 
sind, wird gezeigt, daß A—D ein affines Modell ist, wenn A ein normales affines 
Modell der Dimension 2 und Deine abgeschlossene Teilmenge von A ist; hierauf stützt 
sich u. a. auch das obige Ergebnis. — Die zweite der Noten enthält neben Berichti- 
gungen, Ergänzungen und einem Beispiel zur ersten den Nachweis, daß das verallge- 
meinerte 14-te Hilbertsche Problem äquivalent zu folgender Vermutung von Zariski 
(loe. eit.) ist: Ist D ein positiver Divisor auf einer normalen projektiven Mannig- 
faltigkeit V über k und R[D] die Gesamtheit der Funktionen f auf V über k mit 
()+nD>0 für geeignetes n, dann ist R[D] ein affiner Ring über k. 

E. Lamprecht. 


Zahlentheorie: 


Schinzel, A.: Sur un probl&me de P. Erdös. Colloguium math. 5, 198—204 (1958). 
This communication is related to the question: Is there alwaysanı ((<:<k) 


such that n — i (2): k and n being integerss, n> 2k> 0. If this holds we say 


H,, is true. If & is such that H,, is true for all n, we say H,„ is true. The author shows 
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kn 18 not always true. On the question when it holds the following results 
are proved: H,„is false if k = 15, 21, 22, 33 and 14 other values < 99, but no other 
cases of k< 33. H,„is true when k is a power of a prime. It is conjectured that A, 
is false for all other cases except a finite number. In an addendum P. Erdös proves 
by means of the Page-Siegel- we SZ theorem that'there are infinitely many cases for 
which H, is false. W. Verdenius. 


Manin, Ju. I. (Yu. 1.): On eubie eongruences to a prime modulus. Translated by 
Allen Shields. Amer. math. Soc., Translat., II. Ser. 13, 1—7 (1960). 


Vgl. die Besprechung des russischen Originals in diesem Zbl. 72, 32. 

Salmeri, Antonio: Studie di un’equazione diofantea fratta nel sistema di nu- 
merazione B-esimale. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 14, 554562 (1959). 

Battaglia, Antonio: Sull’equazione indeterminata x?” + y?® = 2°. Boll. Un. 
mat. Ital., III. Ser. 14, 498—499 (1959). 


Ricei, Giovanni: Una osservazione sulla precedente nota „A. Battaglia, Sul- 
Pequazione indeterminata x°?* + y?r = 2°“, Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 14, 499 — 
500 (1959). 

Kiss, Ernest: Quelques remarques sur une &quation diophantienne. Acad. 
Republ. popul. Romine, Fil. Cluj, Inst. Caleul, Studii Cere. Mat. 10, 59—62, russ. 
und französ. Zusammenfassung 62 (1959) [Rumänisch]. 

Etant donn& le nombre entier rationnel b, selon l’hypothese d’Erdös [Mat.-fiz. 
Lapok 1950, Nr. 3, 192—210 (1950)] et de Strauss, le nombre n minimum des entiers 
rationnels x ‚X, ...,%, ainsi que l’on a 4b =1/x, +1/a,+:::+ 1/xz, est au 
plus egal a 3. On a verifie cette hypothöse dans le cas ou 4 <b < 141649 (A. Ro- 
sati, ce Zbl. 55, 36). L’A. etablit que cette hypothese se v£erifie dans le cas oü 
4 <b< 200000. On fait cela en &tablissant qu’on doit considere seulement les valeurs 
debdelaforme b = 18480 k 4 x, oü x prend les valeurs suivantes 1, 169, 289, ete... 
etablites par l’A. Puis on utilise la d&ecomposition 

4 1 al 4m—1 

18486 0k+x 4620 k+4(x+4m—1) A (18480 k + x) [4620 k + 4(& +4m —1)] 
et la derniere fraction on la d&compose sous la forme 1/x, + 1/x, suivant le theor&me 
etablit par l’A.: la fraction irreductible a/b peut ötre mise sous la forme 1/x, + 1/x,, 
ou x, et x, sont des entiers rationnels, si et seulement si b a deux diviseurs premiers 
entre eux, dont la somme est un multiple de a. ©. P. Popoviei. 


Minuehin, B. L.: Über eine Methode der Lösung diophantischer Gleichungen. 
Mat. Prosvescenie 3, 157—165 (1958) [Russisch]. 

L’A. donne une methode pour trouver quelques unes des solutions des equations 
diophantiennes de la forme 


m l k . . 
fl (2 Ede, )- u P +) 
= 


ee 
No.) 116 dp...) (mn>1), 
nee ne ee 


ou ®(x,y,...) est une forme du deuxieme degr& ou d’un degr& plus &leve, de deux 
ou de plusieurs variables, par exemple 
Dla,y)=rR+cıy+dy, Da,yz,t)= +++, 
Pay)=RrtyP+@—dryz, 

le ar de deux formes du m&me type etant une forme de ce m&me type. Toutes 
les constantes qui y interviennent sont desnombres entiers rationnels. Parce que dans 
les &quations diophantiennes ci-dessus interviennent des produits, la methode 
de resolution consiste dans l’utilisation de la decomposition unique en facteurs pre- 


that A 
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miers dans l’anneau des entiers rationnels. Mais parce que l’A. suppose que la forme 


®(x,y,.,.) a seulement des diviseurs de la möme forme, les solutions trouv6es ne 
sont pas toutes les solutions possibles. On donne des exemples de l’application de 
la methode. C. P. Popovici. 


Chen, Jing-jun: Waring’s problem for g(5). Science Record, n. Ser. 3, 327— 
330 (1959). 

The author improves the results concerning the upper bound of g(5) in Waring’s 
problem, by proving the following inequality: g9(5) < 40. The best inequalities 
previously known were: 37 < g(5) < 54 [the lower bound is trivial, the upper bound 
is due to Dickson, (this Zbl. 8, 5)]. The method used by the author is similar to 

thatof L.K. Hua, exposed in his book on the additive prime number theory [in 
Russian (1947; this Zbl. 41, 369), in Chinese (Peking 1953), and in German (1959; 
this Zbl. 88, 255)]. M. Ougiani. 

Mordell, L. J.: On the representation of a number as a sum of three squares. 
Acad. Republ. popul. Roumaine, Revue Math. pur. appl. 3, 25—27 (1958). 

Verf. benutzt die Beweisidee von Ankeny, um den Satz zu beweisen, daß 
jede natürliche Zahl m als Summe von drei Quadraten darstellbar ist, sofern m nicht 
von der Gestalt 42 (856 + 7) ist. Der Beweis des Verf. wird sehr kurz und elementar. 

H. Hejtmanek. 

Vinogradov, I. M.: Zur Frage über die obere Schranke für G(n). Izvestija 
Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 23, 637—642 (1959) [Russisch]. 

Es sei n eine natürliche Zahl > 3. Die durch Hardy und Littlewood einge- 
führte Größe @(n) gibt das kleinste s an, für das die Gleichung N = +: .: + x? 
für alle hinreichend großen N in nichtnegativen ganzen Zahlen lösbar ist. Verf. 
zeigte früher [Trudy mat. Inst. Steklov 23 (1947; dies Zbl. 41, 370)] in Verbes- 
serung (für n > n,) der Ergebnisse von Hardy und Littlewood und späterer 
Autoren G(n) <3nlogn + 11n. Durch Abänderung dieses Beweises wird jetzt 
G(n) <n (2logn + 4 log log n + 2logloglogn + 13) hergeleitet. H.-E. Richert. 

Mihaljinee, Mirko: Note on the E. S. Barnes and H.P. F. Swinnerton-Dyer’s 
paper: The inhomogeneous minima of binary quadratie forms. III. Periodieum 
math.-phys. astron., II. Ser. 14, 121—133 (1959). 

The author determines the sequence of minimal determinants and the corre- 
sponding lattices for the hyperbolic region -—1<&n< 2:-001. He shows that the 
first three minimal determinants are isolated but the fourth is not, and gives their 
values as rather complicated surds. This is apparently a new pattern of successive 
minima. The method follows rather closely the work of Barnes and Swinnerton- 
Dyer (this Zbl. 56, 273). The author also remarks that theorem 6 of Barnes and 
Swinnerton-Dyer remains in doubt for 3< m< 8 because their (3.10) does not 
imply (3.11). J. W. 8. Cassels. 

Linnik, Ju. V. (Yu. V.): Asymptotie-geometrie and ergodie properties of sets 
of lattice points on a sphere. Translated by R. A. Rankin. Amer. math. Soc., Trans- 
lat., II. Ser. 13, 9—27 (1960). 

Vgl. die Besprechung des russischen Originals in diesem Zbl. 79, 70. 

Barnes, E. $.: The eonstruetion of perfect and extreme forms. II. Acta arith- 
metica 5, 205—222 (1959). 

Teil I wurde in diesem Zbl. 83, 42 referiert. Im Teil II wird eine zweite Methode 
(Methode der Erweiterung) entwickelt, um perfekte und extreme Formen zu finden. 
Eine Form g(z,,.... ., &,, &,;1) heißt eine Erweiterung einer Form f(2,,.. .,%,), wenn 
Ma ---,%) = 9 - - -;%,, 0). Zu jeder perfekten Form f mit dem Minimum M 
gibt es eine Erweiterung g, die perfekt ist und dasselbe Minimum M hat. Die perfekte 
Erweiterung von f erfolgt mit Hilfe der zu den Gitterpunkten gehörigen Waben- 
zellen bezüglich der durch die Form f gegebenen Metrik. Mit Hilfe der neuen Methode 
ergeben sich viele bereits bekannte perfekte Formen, aber auch neue perfekte For- 
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men. Es sei A(f) = (2/M)" D und A,„=min,A(f) (D = Determinante von f). Mit 
Hilfe einer neuen Extremform in 11 a nn sich A, S 3°/2°. Für beliebiges 
n gilt die neue Ungleichung nA, <(n+1)A,.- N. Hofreiter. 

Ehrhart, Eugene: Sur les polyödres C. r. Acad. Sci., 
Paris 250, 272—274 (1960). "= 

Ein Polyeder P heißt ganzzahlig, wenn alle En ganzzahlige Koordinaten 
haben. Es heißt 1/n-zahlig (auch rational), wenn die Koordinaten aller Eckpunkte 
die n-ten Teile von ganzen Zahlen sind. Dann sind die Koordinaten in dem Gitter G,,, 
das aus dem Fundamentalgitter @ durch die Dilation 1: hervorgeht, ganz. Ist P 
k-dimensional und 1/n-zahlig, so gilt dies auch für die n* Polyeder, die aus P durch 
die Verschiebungen um die Vektoren {h/n,...,t,/n} hervorgehen, wo t,...,b. 
die Zahlen 0,1,...,n —1 durchlaufen. Der mittlere Exzeß von P ist das arith- 
metische Mittel der Exzesse der n* Polyeder. Es werden Aussagen über die mittleren 
Exzesse gemacht und Beziehungen zwischen dem Volumen eines rationalzahligen 
Polyeders P und der Anzahl der Gitterpunkte in P angegeben. N. Hofreiter. 


Vinogradov, A. I.: The applieation of Z(s) to the sieve of Eratosthenes. Trans- 
lated by F. V. Atkinson. Amer. math. Soc., Translat., II. Ser. 13, 29—60 (1960). 

Vgl. die Besprechung des russischen Originals in diesem Zbl. 79, 272. 

Rozin, S. M.: Über die Nullstellen der Dirichletschen L-Reihen. Izvestija Akad. 
Nauk SSSR, Ser. mat. 23, 503—508 (1959) [Russisch]. 

Die Arbeit stellt eine Weiterentwicklung der Untersuchungen von A. G. Post- 
nikov (dies. Zbl. 72, 275) dar. Verf. erhält folgende Abschätzung für Charak- 
tersummen. Sei p eine Primzahl > 2, n natürlich D=p",xy ein primiti- 
ver Charakter modulo D. Ist (n,/log® n,)/*> 13, dann gilt für jedes n > n, 


+1-1 
beil > Be 5. x(@) | <Ip-«loen?, Hieraus ergibt sich in bekannter 
ZN 


Weise: Bei n—o0, logp=c, (c, Konstanten) gilt für beliebiges e>0 in 
2>0>1-—1/log?*®D, |t|<c, die Abschätzung |L(s,x) |< logt+e D, und 
in lt|<o, o>1-— csjlogt+e Dloglog D hat L(s,x) keine Nullstellen. 
H.-E. Richert. 

Sudan, Gabriel: Sur un th6oreme de Obrechkoff. C. r. Acad. Sci., Paris 249, 
2700— 2701 (1959). 

Es wird ein neuer, geometrischer Beweis eines Satzes von M. Obrechkoff 
(dies. Zbl. 78, 40, 1. Referat) mitgeteilt, den dieser mit Hilfe von Fareybrüchen 
bewiesen hat. F. Kasch. 


Poitou, G.: Sur les fractions eontinues arithmötiques. Bull. Soc. math. Belgique 
9, 3—7 (1957). 

Here are considered for arbitrary real irrational numbers x the continued fraction 
expansions of the type ay+ 1/a, + 1/ag,+:--:—+ 1/a,, whose approximants are 
the best rational approximations of x. "These considerations are also extended to 
complex numbers x. E. Frank. 


Al-Salam, W. A. and L. Carlitz: Congruence properties of the classical ortho- 
gonal polynomials. Duke math. J. 25, 1—9 (1958). 

Bezeichnen P,(x) und P}(x) das Legendresche Polynom bzw. die assoziierte 
eeanözesche Funktion. Die Verff. beweisen die Kongruenz 


-3 + 3@®— 12 (r r-)p = =P+2 Vo Grm (x) (mod p), 
wo p eine Primzahl von der Form 2m + 1 ist. Ähnliche Kongruenzeigenschaften 
werden für Hermitische, Jacobische und Laguerresche Polynome bewiesen. Diese 
Resultate werden aus den ‚endlichen‘ Analoga der Integrationsformeln der klassischen 
orthogonalen Funktionen abgeleitet, die durch die Verff. vorher betrachtet wurden 
[Rend. Mat. e Appl., V. Ser. 16, 74—94 (1957)]. J. Szendrei. 
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Fröberg, Carl-Erik: Some eomputations of Wilson and Fermat remainders. 
Math. Tables Aids Comput. 12, 281 (1958). 
Carlitz, L.: Some arithmetie properties of the Legendre polynomials. Acta 
arithmetica 4, 99—107 (1958). 
In this paper the arithmetic properties of Legendre polynomials are considered 
using the finite analog of the Catalan’s formula, i. e. the formula 
ei 


BeNz) -: > I + 008°”) x in (> m). 


It will be proved that 
p-—1 
— P„(a)=y(-2a) Ey ®—1)y(s+ 1) (mod. p), 


where 9=2m-+1 is an odd prime, «+0 (modp) and y (a) = (a/p) = a” 
(mod p), and more generally 


am pP) =—yl-Y’E (a1 mp(s+1) (modp). 


m 
Finally the factorization of W„(2) = I) (ir x for p= 29 and 31 are obtained 


r=0 
[in cases p < 23 the complete factorization is obtained in an earlier paper of the 
author (this Zbl. 58, 273)]. J. Szendrei. 
Analysis. 


e Nevanlinna, F. und R. Nevanlinna: Absolute Analysis. (Die Grundlehren 
der mathematischen Wissenschaften. Bd. 102). Berlin-Göttingen-Heidelberg: Sprin- 
ger-Verlag 1959, 259 S. mit 4.Abb. DM 36,—, Ganzln. DM 39,—. 

Dies ist ein originelles Lehrbuch der Differentialrechnung, die in koordinaten- 
freier Weise für Vektorräume (endlicher Dimension) entwickelt wird. Verff. haben 
dieses Gebiet der sogenannten absoluten Analysis seit 1953 in einer Reihe von Publi- 
kationen gefördert und in Vorlesungen didaktische Erfahrungen gesammelt. Jeder, 
der Anfangssemester zu unterrichten hat, wird in diesem Buche eine Fülle von An- 
regungen finden. So ist die koordinatenfreie Einführung des Differentials (bei mehr 
als einer Variablen) der über die partiellen Ableitungen sicher vorzuziehen. Das 
Buch dürfte für Studenten etwa vom 2. Semester an geeignet sein, ist jedoch nur 
neben Vorlesungen zu verwenden, weil es kaum Beispiele bringt; die Übungsauf- 
gaben beschränken sich fast durchweg auf Ergänzungen zum Text und sind zumeist 
mit ausführlichen Anleitungen versehen. — Der Abschnitt I gibt zunächst eine Ein- 
führung in die lineare und multilineare Algebra bei reellen Vektorräumen endlicher 
Dimension. Hier weicht besonders die knappe Bezeichnungsweise vom üblichen ab: 
Eine Bilinearform wird Bxy geschrieben, die zugehörige quadratische Form 
Bxx= Ba? (Vektoren werden stets durch kleine lateinische Buchstaben x, y,... . 
bezeichnet). Die Determinante wird als reellwertige alternierende Multilinearform 
eingeführt. Der Abschnitt ‚Lineare Algebra‘ schließt mit einer Darstellung der 
Minkowskischen Metrisierungen (Banachschen Normen), insbesondere der euklidi- 
schen Skalarprodukt-Metrik. In Abschnitt II, Differentialrechnung, wird das 
Frechetsche Differential für Abbildungen y=y(z) eines Vektorraums in einen 
anderen eingeführt. Die definierende Gleichung des linearen Ableitungsoperators 
y'(z) ist ya+h)— yla)=y(z)h+ |h|(h;x), wobei (h;2)—0 für |h\—0. 
Unter Voraussetzung der entsprechenden Sätze bei einer reellen Veränderlichen wer- 
den der Mittelwertsatz und die Taylorsche Formel bewiesen. Unter den übrigen 
behandelten Sätzen ist die Behandlung der impliziten Funktionen besonders her- 
vorzuheben, die sehr ausführlich und unter geringen Voraussetzungen durchgeführt 
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wird. III. Integralrechnung, bringt eine Theorie des hier als „affines Integral“ 
bezeichneten Integrals einer multilinearen alternierenden Differentialform, das nach 
dem Vorbild des Riemannschen Integrals durch Zerlegung eines Simplex in kleine 
mit dem ersten gleichorientierte Simplexe und beliebige Verfeinerung dieser Unter- 
teilung koordinatenfrei eingeführt wird. Ebenfalls für Simplexe wird der Satz von 
Stokes bewiesen. IV. Differentialgleichungen, behandelt die Theorie der vektoriellen 
Differentialgleichung erster Ordnung, dy = f(x, y) dx; variiert die Variable x ein- 
dimensional, so handelt es sich nach üblicher Terminologie um ein gewöhnliches 
Differentialgleichungssystem erster Ordnung, bei vektoriellem x um ein partielles 
System. Für den ersten Fall wird der Eindeutigkeitssatz bzw. der Existenzsatz nach 
- Osgood, Cauchy (Polygonzüge) und Picard behandelt; die für die hier verwen- 
deten Begriffe besonders zugängliche Methode der kontrahierenden Abbildung ver- 
mißt man leider. Sodann wird für vektorielles & die Integrabilitätstheorie ausführlich 
diskutiert, das Hinreichen der Integrabilitätsbedingung im nichtlinearen Fall wird 
angedeutet. Als Anwendung werden im Kapitel V die Grundzüge der klassischen 
Kurventheorie und der Gaußschen Flächentheorie basisfrei dargestellt, wobei be- 
sonders (n — 1)-dimensionale Hyperflächen im R, betrachtet werden. Die Flächen- 
theorie wird bis zu den Ableitungsgleichungen und ihren Integrierbarkeitsbedingungen 
(Theorema egregium), zur Parallelverschiebung von Levi-Civitä und dem Satz von 
Gauß-Bonnet geführt. Dazu wird die Tensorrechnung in basisfreier, mithin 
indizesfreier Darstellung entwickelt. — Bem. d. Ref.: Ob die Differentialgeometrie 
gerade ein besonders überzeugendes Anwendungsgebiet für die hier vorgeschlagene 
absolute Analysis ist, kann bezweifelt werden. Die Vorteile der Tensorrechnung be- 
stehen ja vor allem darin, daß ihre Formeln sich sofort in speziellen Koordinaten- 
systemen verwenden lassen und daß in den Indizes und ihren Stellungen die Infor- 
mationen über den Kovarianzcharakter enthalten sind, welche hier in der indizes- 
freien Schreibweise jeweils ausführlich im Begleittext angegeben werden müssen. 
— Das Literaturverzeichnis enthält 28 meist neuere Titel. Man vermißt darin die 
Originalarbeiten von M. Frechet, Hildebrandt und Graves aus den Jahren 
1925—27, in denen viele der in diesem Buch behandelten Resultate zum ersten Male 
entwickelt worden sind und sich auch die koordinatenfreie Auffassung der Funk- 
tionalanalysis schon vor J. v. Neumann (1928) findet. D. Laugwitz. 

e Nicolesecu, Miron: Analysis. [Analizä matematicä.] I. Bucuresti: Editura 
Tehnicä 1957. 399 S. [Rumänisch]. 

Les mathömatiques actuelles exigent souvent l’utilisation de l’analyse mathe£- 
matique classique &tendue aux fonctions dont les valeurs ne sont plus des nombres 
reels. Pour cela, la n&cessite de pr&senter des le debut l’analyse mathematique classi- 

‘“ que dans les cadres modernes s’est beaucoup accrue. Le present traite dont les pre- 
miers trois volumes sont deja parus a parmi d’autres buts celui de r&pondre ä& cette 
necessite. L’A. est parti du principe de presenter chaque fait concernant l’analyse 
classique dans le cadre le plus naturel autant du point de vu de la generalit& que de 
celui de la possibilite de l’approfondir, comme par exemple les fonctions döfinies dans 
un espace metrique a valeurs dans un autre pour la theorie de Baire, les fonctions & 
valeurs dans un espace de Banach pour la theorie des fonctions a variation bornee ou 
des fonctions implicites etc, les fonctions & valeurs reelles pour la theorie des nombres 
derivees, ete. De möme, chaque fois que ce principe exige l’utilisation des faits 
caracteristiques & d’autres disciplines mathematiques [algebre, analyse fonctionnelle 
(lineaire!), topologie generale] on les developpe d’une facon detaillde et „self-con- 
tained“. Le premier volume sert (en beaucoup de points) d’introduetion. Il contient 
dix chapitres, notamment: Nombres entiers. Nombres rationnels. La construction 
algebrique de l’ensemble des nombres entiers et rationnels. Nombres reels. Nombres 
complexes. Notions el&mentaires sur les ensembles des points. Series. Autres algo- 
rithmes. Suites et series doubles. Espaces metriques. La presentation de cette partie 
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de l’Analyse s’eloigne des autres pr&sentations usuelles par l’introduetion d’un 
chapitre d’algebre (Ch. III) concernant l’extension des semi-groupes aux groupes et 
celles des anneaux aux corps, d’un autre (Ch. VIII) concernant le developpement 
p-adique et en fractions continues des nombres et bien-entendu quelques applica- 
tions naturels (les proprietes de l’ensemble de Cantor, ete.) et par la grande &tendue 
donn6e au chapitre IX concernant les suites et les series doubles, oü le theor&me de 
Pringsheim est prösent& sous la forme plus large donnee par l’A. [Bull. math. Soc. 
Roumaine Sci. 47, 3—9 (1946)]. Le thöoreme de Leja-Biernacki y est aussi contenu. 
Le dernier chapitre introduit les notions de topologie generale qui seront utilisees dans 
la suite. L’A. s’etait borne au cadre des espaces metriques pour ne pas compliquer 
‘ou appauvrir le contenu des faits, mais toutes les demonstrations (au cours de tous 
les trois volumes) concernant les faits de topologie generale sont donnees de maniere 
que la transposition au cas gen6ral soit &vidente. Bien que tres complet, par son conte- 
nu et par son exposition tres claire, rigureuse et fluide, ce volume est tres utile non 
seulement ä ceux qui ont d&ja passe les examens d’Analyse mathematique (comme 
e’etait l’intention initiale de l’A.) mais m&me & ceux qui s’en preparent. CO. Foias. 

e Nicoleseu, Miron: Analysis. [Analizaä matematicä]. II. Bucuresti: Editura 
Tehnicä, 1958, 535 S. [Rumänisch]. 

C’est ce deuxieme volume dans lequel le principe de I’A. (mentionne au debut 
du compte rendu precedent) devient &vident. Apres deux chapitres introductifs 
[Fonctions, limites. Systemes diriges (ou est developpee la theorie de Moore-Smith 
d’apres J.L. Kelley)] les chapitres suivants ont un caractere monographique. 
Ainsi, le chapitre XIII (sur la continuite) s’occupe des fonctions definies dans des 
espaces metriques A valeurs dans d’autres. On y trouve un paragraphe sur la con- 
vergence quasi-uniforme avec une analyse (faite par S. Marcus) sur les diverses 
definitions [d’Arzelä, d’Hobson, d’Alexandroff (P. S.)] de la convergence quasi- 
uniforme. Le eritere de compacite d’Arzelä (et ses applications & la theorie des fonc- 
tions presque-periodiques; des elements et le th&or&me de Bochner) est donne pour 
des fonctions & valeurs dans un espace de Banach. Quant aux th&oremes de Tietze, 
de Weierstrass, de Stone (M. H., le theor&me de Weierstrass-Stone), ils sont donn6s, 
bien-entendu, pour des fonctions reelles. Le chapitre XIV (Ensembles et fonctions 
boreliennes; la classification de Baire) developpe la theorie des systemes bien- 
ordonn6ös, des ensembles boreliens, des fonctions boreliennes (ot on trouve le theoreme 
de Banach qui assure que dans le cas ot l’espace des valeurs de la fonction f borelienne 
de classe x > 1, est s@parable alors, f est limite de fonctions boreliennes de classe 
< a), le theor&me de Baire (&tendu au cas des fonctions definies dans des espaces 
metriques separables par ©. Kuratowski) et le theoreme de B. Gagaeff sur la con- 
vergence quasi-uniforme d’ordre x. Ce chapitre est complete & la fin par une annexe 
sur le thöor&me de Lebesgue concernant l’existence de fonctions de Baire de toute 
classe. Le chapitre suivant (XV. Quelques familles speciales de fonctions) etudie 
en detail (pour la premiere fois dans un traite) les fonctions continues au sens de 
Darboux [exemple de Lebesgue, proprietes des fonctions de Darboux discontinues, 
le th&or&me de Sierpinski (ce Zbl. 52, 287) sur la d&composition d’une fonetion reelle 
en somme de deux fonctions continues de Darboux ], ete., les fonctions monotones et 
convexes (ol & cöt& des rösultats classiques, on trouve un theor&me sur la normalite 
d’une suite de fonction convexes au sens de Jensen, dü ä& l’A.), toutes & valeurs 
reelles. La th6orie des fonctions & variation bornee et de celles absolument continues 
est faite dans le cas oü les valeurs sont dans un espace de Banach. Dans ce cadre, 
le prineipe de selection de Helly et l’ötude du cas oü les variations, correspondantes 
aux divisions ordonndes d’aprös le maximum des (2,;, — %,), tendent vers la varia- 
tion totale, semblent ötre pr&sentes pour la premiere fois iei. Le chapitre XVI (Appli- 
eations lindaires) est (sauf le premier paragraphe dedie & la fonction de Hamel) 
eonsacr& A quelques notions d’analyse fonctionnelle necessaires dans la suite, comme 
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le theoreme de Banach sur la continuite de l’inverse d’une application lineaire, le 
th&oreme de Hahn-Banach, le theor&me de Steinhaus-Banach, le lemme de Gelfand sur ! 
la majoration des fonctions sous-additives, ete. Le chapitre sur la derivation (XVII) ] 
s’occupe specialement des fonctions reelles A valeurs reelles. On y trouve les th&oremes | 
aujourd’hui classiques de Zygmund, de Denjoy, de Lebesgue, de Fubini, de Denjoy- | 
Young-Saks, et enfin celui de Mazurkiewicz et Banach sur la categorie de l’ensemble | 
des fonctions derivables dans l’espace des fonctions continues. Dans le chapitre XVIIIT | 
sur les derivees d’ordre superieur, une grande attention est donnee aux derivees | 
directes et specialment ä& celle d’ordre 2, en exposant minutieusement les contribu- | 
tions de H. Schwarz, Ch. de la Vall&e Poussin, O. Hölder et A. Denjoy. La | 
formule de Taylor et les series entiers sont etudiees dans le cadre d’un espace ou | 
algebre de Banach. Pour les faits lies intimement au corps reel [comme la remarque | 
de P. Hartman (Bull. Amer. math. Soc. 51, 731—732 (1945))], on y revient. Le ! 
chapitre XIV sur la difförentielle consacre cing paragraphe ä la theorie classique de la |} 
differentiabilite, derivabilite partielle, inversion de l’ordre de derivation aux deri- | 
vees mixtes, etc. (th&or&mes de Schwarz, Young, Ostrowski, M. Fr&chet, beaucoup | 
contre-exemples, theorie de la derivee mixte directe d’apres K. Bögel). Les derniers 
deux paragraphes sont dedies & la theorie de la differentielle de Fr&chet et de Gäteaux 
pour les fonctions definies dans un espace de Banach & valeurs dans un autre. Le | 
dernier chapitre sur les fonctions implieites aboutit au theoreme de l’existence et | 
de l’unicit& locale de la fonction implieite pour le cas des espaces de Banach, en | 
passant par le cas des fonctions numöriques et puis des applications differentielles des 
espaces euclidiens. Le principe de contraction est l’instrument de d&monstration des 
th&oremes d’existence (la methode de E. Goursat). Le röle de la differentielle de 
Frechet est amplement mis en Evidence. Bien-entendu, nous n’avons pas mentionne 
tous les faits usuels qui se trouve dans chaque traite d’analyse et qui bien-entendu doi- | 
vent se trouver et se trouvent dans ce volume. Par son riche contenu, par la profondeur 
dont on a &tudi& certains aspects, par l’&tendue donnee aux faits exposes, par la 
presentation cherchee des plus simples et naturelles methodes, ce volume peut &tre 
et sera utile aussi bien aux chercheurs avises qu’& ceux qui desirent approfondir les 
problemes d’analyse classique. De plus, un grand apport de ce volume est d’avoir 
degage des autres disciplines considerdes nouvelles, comme topologie generale et 
analyse fonctionnelle, ces faits qui, en fait, appartiennent & l’Analyse mathömatique 
classique et de leurs donner leur place naturelle. ©. Fovas. 

e Nicolescu, Miron: Analysis. [Analiza matematicä.] II. Bucuresti: Editura 
Tehnica 1960. 300 S. [Rumänisch]. 

Ce troisieme volume du traite d’Analyse mathematique est, en fait, une mono- 
graphie sur la theorie de la mesure et de l’integrale qui bien que precedee dans la 
litterature par d’autres monographies excellentes et bien connues (sur le m&me 
sujet) a un caractere originel et contient des faits qui lui en sont propres. Le premier 
chapitre (Ch. XXI du traite) est consacre & la theorie de la mesure. Il traite sur les 
classes additives d’ensembles, les fonetions additives d’ensembles, le th&oreme de 
decomposition de Jordan, la mesure de Jordan (qui constitue une &tude de la theorie 
des fonctions additives sur des clans), la mesure de Lebesgue-Radon, la theorie de 
la mesure exterieure d’apres Carath&odory, etc. Le chapitre suivant sur les fonc- 
tions mesurables contient les faits usuels sur telles fonctions, comme : Th&or&me d’Ego- 
roff, de Luzin, convergence en mesure, operations avec les fonctions mesurables etc. 
Mentionnons que la theorie est developpee pour des fonctions & valeurs dans un 
espace de Banach (fonctions vectorielles). L’integrale est construite et &tudie dans 
le chapitre XXIII (III), en passant par l’integration des fonctions &tagees, bien- 
entendu pour des fonctions vectorielles. De möme dans le chapitre suivant sur l’inte- 
grale sur un espace produit et sur le th&or&me de Fubini, on considere consequemment 
les fonctions vectorielles. Le chapitre XXV (Fonctions d’ensemble, Fonetions abso- 
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‚lument continues. Fonctions singulieres) contient beaucoup de faits qui semblent 
etre propres & cette monographie. Ainsi on d&veloppe la theorie des mesures vecto- 

rielles, specialement & valeurs operateurs et & variation bornee. Pour telles mesures 

on donne le theor&me de Radon-Nikodym et le principe du choix (de selection). 

Le probleme de derivation d’une mesure par rapport & une autre [c’est-A-dire de 

trouver 2% (.)=lim een) 

Du >08, N)’ 

point], est resolu : Y’introduction d’une mesure speciale (nommee par l’A. mesure 

de Vitali) par rapport & la quelle toute fonction d’ensemble o & variation bornee 

‚est derivable presque-partout (th&oreme de Lebesgue) ce qui permet d’ötendre 
a ce cas les rösultats classiques de l’espace euclidien et de la mesure de Lebesgue. 

Il est utile de remarquer que ces faits posent beaucoup de nouveaux problemes. Le 

dernier chapitre traite sur l’espace des fonctions vectorielles ä puissance p-sommables. 

Il contient parmi d’autres un paragraphe sur la theorie spectrale des operateurs 

. compacts necessaire pour l’exposition du theoreme de V.N. Sudakov (ce Zbl. 79, 
128) sur les criteres de compacite en Z? [Kolmogoroff, Tulajkvo, Tamarkin, 
Riesz(M.)]. Quant auxrepresentations des fonctionnelles lineaires sur ZP(1<p< oo) 


on donne en plus aussi la repr&sentation des applications linsaires d’un Z% dans un 
dual d’espace de Banach F, resultat obtenu r&c&emment par deux &leves de I’A. 
Apres ce suceinet compte rendu, on ne peut pas finir autrement qu’en exprimant 
V’espoir que ce livre jouira de l’attention qu’ilmerite parson contenu en faits et pro- 
blemes qu’il pose, autant que par la clart& et pr&cision de son exposition. (©. Foias. 

e Rivaud, Jacques: Exereices d’analyse. Tome I, 2ieme ed.; Tome II. Paris: 
Librairie Vuibert 1959. 244; VI, 254p. 2200 F. 

Diese beiden ersten Bände einer geplanten siebenbändigen Sammlung von 
Übungsaufgaben bieten einen reichhaltigen Stoff und geben sowohl dem Lehrenden 
als auch dem Lernenden viele Anregungen. Bewußt werden ‚langatmige Probleme‘ 
vermieden, bewußt ist das Buch auf die Festigung und geschickte Handhabung des 
Stoffes der Grundvorlesungen zugeschnitten. Dabei wird Wert darauf gelegt, daß 
ein größerer Teil der Aufgaben an irgend einer Stelle des Lösungsweges über die rein 
formale Anwendung der Regeln hinausführt, also eine kleine eigene Überlegung er- 
fordert. Am Anfang jedes Paragraphen steht sein Thema, sodann wird von einer oder 
einigen Aufgaben der ganze Lösungsweg vorgezeigt, worauf mehrere Aufgaben folgen, 
von denen nur die Endlösung angegeben ist. Der erste Band handelt von Funktionen 
einer, der zweite von Funktionen mehrerer Veränderlichen. Band I enthält die 
folgenden Kapitel: 1. Trigonometrische Funktionen und ihre Umkehrfunktionen 
(S. 1—43); 2. Logarithmen, Exponentialfunktionen, hyperbolische Funktionen und 
deren Umkehrfunktionen (44—73); 3. Funktionen einer reellen Veränderlichen 
(74—96); 4. Lokale Untersuchungen einer Funktion (9”—131); 5. Aufsuchen von 
Stammfunktionen (132—165); 6. Bestimmte Integrale (166—209); 7. Numerische 
Reihen; komplexe Funktionen einer reellen Veränderlichen (210—241). Der zweite 
Band enthält die Kapitel: 8. Funktionen mehrerer Veränderlichen (1—44); 9. Mehr- 
fache Integrale, Kurvenintegrale (45—72); 10. Rauminhalte, Flächen im Raum 
(73—91); 11. Schwerpunkt, Trägheitsmoment, Druckzentrum, Gravitation (92—116); 
12. Differentialgleichungen mit trennbaren Veränderlichen (117—142); 13. Lineare 
Differentialgleichungen(systeme) (143—177); 14. Skalar- und Vektorfelder (178— 
218). Druck und Ausstattung sind ansprechend; auch ist viel Sorgfalt auf die Besei- 
tigung von Druckfehlern und Ungenauigkeiten gelegt. K. Bögel. 

e Batuner, L. M. und M. Je. Posin: Mathematische Methoden in der chemischen 
Technik. I. Berlin: VEB Verlag Technik 1958. 2588. 57 Bilder, 7 Tafeln. Ganzl. 
DM 17,60. 

Inhalt des vorliegenden Band I: Differential- und Integralrechnung. Das Auf- 
stellen und Auflösen von Differentialgleichungen. Reihen. Elemente der Vektor- 


ou S(-,r) est la sphere de rayon r centree au 
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analysis. Funktionen mehrerer Veränderlichen. Betr. den Zweck des Buches sei auf 
die Besprechung der ersten russischen Auflage (dies. Zbl. 51, 288) verwiesen. Vom 
mathematischen Standpunkt enthält das Buch nichts, was nicht schon in vielen 
Büchern dieser Art gesagt worden ist. Möglicherweise originell ist der Umstand, daß 
die Mehrzahl der erläutenden Beispiele aus dem Gebiet der Chemie oder der physi- 
kalischen Chemie stammen. Störend für den Leser dürften die endlosen Rechnungen 
an gegenstandslosen numerischen Beispielen sein (vgl z. B. S. 162—163). — Kap. VII 
„Elemente der Vektoranalysis‘“ auf 10 Seiten bis zu den Integralsätzen dürfte für 
niemanden von Nutzen sein. Kap. VIII „Funktionen mehrerer Veränderlichen‘ 
sollte an früherer Stelle stehen. Der Referent kann nicht einsehen, warum dieses 
Buch aus dem Russischen übersetzt wurde. H. Schwerdtfeger. 


Differentiation und Integration reeller Funktionen. Maßtheorie: 


e Boas jr., Ralph P.: A primer of real functions. (The Carus Math. Mono- 
graphs. Nr. 13.) New York: John Wiley and Sons, Inc. 1960. XIII, 189 p. $ 4,00. 

Bekanntschaft mit Infinitesimalrechnung in dem Umfang wie sie durch ‚,‚a first 
course in the calculus’ geliefert wird, wird vorausgesetzt. Verf. beschränkt sich auf 
die Behandlung von solchen Teilen der Theorie der Funktionen von reellen Ver- 
änderlichen, welche nur wenig technische Details fordern. Dadurch fehlt die Lebes- 
guesche Maß- und Integrationstheorie; nur Mengen vom Maß Null und die äußere 
Dichte von Mengen (in R,) finden Anwendung. Hauptsache sind die Teile der Theorie, 
welche schon Denjoy als „deskriptiv‘‘ bezeichnete. Kap. 1 (64 8.) handelt über 
Mengen, Kap. 2 (92 S.) über Funktionen. Der Bairesche Satz, bewiesen in der Form: 
„ein vollständiger metrischer Raum ist von zweiter Kategorie“ wird mehrmals an- 
gewandt sowohl in Funktionenräumen (Existenzbeweis von in [0, 1] stetigen Funk- 
tionen, welche in keinem Punkte endlich differenzierbar sind) wie in R,. Auch viele 
weitere Eigenschaften werden schon für metrische Räume abgeleitet. Behandelt 
werden u.m.: Schröder-Bernsteinscher Satz (in der Theorie der abstrakten Mengen), 
Peano-Kurven, Approximation stetiger Funktionen, lineare Funktionen (das sind 
Funktionen, welche der Funktionalgleichung f(x + y) = f(x) + f(y) genügen), 
monotone-, konvexe Funktionen, unendlich oft differenzierbare Funktionen (mit 
oder ohne Taylor-Entwicklung). Neben den abgeleiteten werden verschiedene weitere 
Theoreme nur erwähnt, immer unter Angabe von neuester Literatur. Dieser klar 
und breit geschriebene Carus-Monograph wird nicht verfehlen, das Interesse des 
Lesers für die behandelten Gegenstände zu wecken und ihn zu weiterer Vertiefung 
mittels der angegebenen Literatur anzuregen. [Ref. bemerkt, daß der Beweis auf 
S. 28, 29 sich nicht stützt auf die S. 27 gegebene Definition von ‚connected‘, sondern 
auf eine nicht explizit ausgesprochene, äquivalente Definition]. J. Ridder. 


Halperin, Israel: Discontinuous funetions with the Darboux property. Canadian 
math. Bull. 2, 111—118 (1959). 
Construction de quelques exemples de fonctions discontinues & propriete de 
Darboux, düs a Darboux, Volterra, Lebesgue et l’A. (ce Zbl. 40, 173). 
A. Osäszar. 


Landis, E. M.: Über die Länge einer Kurve. Mat. Prosvecsenie 1, 33—44 
(1957) [Russisch]. 

Landis, E. (J.) M.: Über die Länge einer Kurve. Übersetzt von Josef Veselka. 
Pokroky Mat. Fys. Astron. 4, 537—546 (1959) [Tschechisch]. 

Die von A. N. Kolmogorov (dies. Zbl. 6, 50) eingeführte Definition der Kur- 
venlänge als der (stets übereinstimmende) Wert der „oberen“ und der „unteren“ 
Länge wird in einer für den Unterricht an den Oberschulen geeigneten Form dargelegt. 

K. Bögel. 
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Rutovitz, D. and €. Y. Paue: Theory of Ward for cell functions. I (by D. Rutovitz): 
Wards theory in an abstraet setting. II (by €. Y. Paue) : Structure theorem for (finitely) 
additive pointwise Lipschitzian cell functions without Vitali hypothesis. Ann. Mat. 
pura appl., IV. Ser. 47, 1—57 (1959). 

Die beiden Arbeiten [A bzw. A 1 (Rutovitz), A 2 (Pauc)] enthalten eine aus- 
führliche Darstellung und Begründung von Sätzen, die — wenigstens im wesentlichen 
— in einer Vorankündigung V (dies. Zbl. 64, 50) mitgeteilt bzw. angedeutet wurden. 
Wir können uns daher auf folgende ergänzende Bemerkungen beschränken: In V 
ist das sog. axiom de grille, in A grating axiom [vgl. im zitierten Referat (B) (2)] 
der Ausgangspunkt, in A hingegen der Begriff gratuated net; es handelt sich dabei 
— kurz gesagt — um Folgen von Einteilungen Z,, deren jede Verfeinerung der vorher- 
gehenden ist, und wobei zur Folge ein x > 0 existiert mit u(J’): u(J") > x für be- 
liebiges JEE,,., J'eE,;n=1,2,.... Wesentliches Hilfsmittel bei den Beweisen 
ist die sog. p-bordering property. Man spricht dabei von einer p-bordering partition 
(Einteilung) @ (einer Zelle) mit 9 > 1, wenn folgendes gilt: Es sei @, das System 
der Vereinigungen von endlich vielen Zellen aus G; dann soll jeder Zelle JE@, 
und jedem in J echt enthaltenen, aus @, gebildeten Komplex K ein Komplex K® 
entsprechen mit u(KP) < pu(K) derart, daß jede Zelle aus K in genau einer Zelle 
von K? enthalten ist und daß keine Zelle von K? zu @, gehört. — Betr. A 1. Hierin 
handelt es sich um Differentiationstheoreme und zwar unter Heranziehung der 
schwachen Vitalischen Eigenschaft, beispielsweise um die Frage nach der Differen- 
zierbarkeit von additiven Lipschitzfunktionen oder von additiven Zellfunktionen mit 
endlichen extremen Derivierten. Weiter wird die Produktinvarianz des grating 
Axioms nachgewiesen und die allgemeine Theorie auf euklidische Räume beliebiger 
Dimension angewandt. Am Schlusse der Arbeit klärt ein Gegenbeispiel die Rolle der 
p-bordering property bzw. des grating Axioms. — Betr. A 2. Diese Arbeit behandelt 
unter Verzicht auf die Vitalibedingung Strukturtheoreme (‚‚Integraldarstellungen‘‘) 
additiver Zellfunktionen y mit endlichen Derivierten (vgl. Zbl. loc. eit.). Als neu 
ist u. a. zu erwähnen ein Satz (Theorem 3, S. 52), demzufolge — kurz gesagt — die 
Derivierte von y bezüglich einer Einteilung dem Maße nach gegen f (vgl. Zbl. loc. cit.), 
den sog. Denjoy-Integranden von y, konvergiert, wenn die ö-Norm der Einteilung 
gegen Null geht. Otto Haupt. 

Marezewski, E. and H. Steinhaus: On a certain distance of sets and the corre- 
sponding distance of funetions. Colloquium math. 6, dedie a C. Kuratowski, 319—327 
(1958). 

Es sei (X,M, u) ein o-endlicher, o-Maßraum. Es bezeichne WI, die Gesamtheit 
aller AEM mit u(A) < + oo. Definiert man nun eine reellwertige Funktion o 
auf M, x M, durch 

u(A+B) 
en ausm. wenn u(4v B)>0 
0 ‚wenn u(AuB)=0 
wobei A + B.die symmetrische Differenz bedeutet und betrachtet man zwei 
A), AzEM als gleich, wenn u(A, + A,) = 0 gilt, so wird durch o eine Metrik auf M 
erklärt und M, ist bezüglich dieser Metrik komplett. Eine entsprechende Metrik 
wird definiert durch: 


x Fi) — gta) due) 

Jmax(|f()), Iat@)), If) -g(z))) du (=) 
f@)=0=g(x) u-fast überall auf dem Raum Z, aller u-integrierbaren reellen 
Funktionen mit X als Definitionsbereich ist; zwei Funktionen, die u-fast überall 
gleich sind, werden als identisch betrachtet. Z, ist dann bezüglich dieser Metrik auch 
komplett. Verff. untersuchen weitere Eigenschaften der obigen Metriken und erwäh- 
3* 


ou(f, 9) zw. o„(f,9) = 0, wenn 
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nen Anwendungen ihrer Theorie beim Studium von Biotopen [s. auch die Arbeit der 
Verff. in Zastosowania Mat. 4, 195—203 (1959)]. D. A. Kappos. 


Hart, William L. and Theodore S. Motzkin: Proof of the fundamental theorem on 
implieit funetions by use of composite gradient corrections. Pacific J. Math. 8, 429— 
436 (1958). Sr 

Bezeichnungen: x stehe für (2,...,%,),t für (ks..., t,); analog ® für 
(D,,...,D,), . - -; eine Korrektur von x wird als Vektor Ax = {Ax,,...,Ax,} auf- 
gefaßt; ist f= f(x, ft), so ist grad f der Gradient von fim x-Raum. Die Verff. lösen 
auf neue und originelle Weise die klassische Aufgabe, unter den üblichen Voraus- 
setzungen ein System (1) ,(;)=0 5 =]1,...,n) in der Nähe eines (x; t)- 
Punktes =o,t=ß mit f,(0;ß)=0 nach den x,...,x, aufzulösen; ist 


öf,lox,=a;,;, für =a,t=ß, so sei A= (a,,) nicht singulär; A’ ist = (a,,); 
1, 
mit der üblichen Definition für die Länge eines Vektors wird ||w,||? = 53 a}, 
® 
gesetzt. Während E. Goursat das System (1) unter Verwendung der inversen Matrix 
A-1lin ein gleichwertiges von der Form (2) x,=®,(x;t) überführt, und dieses nach 
dem Verfahren der sukzessiven Approximationen löst, gelingt den Verff. die Zurück- 
führung auf ein solches System (2) unter alleiniger Verwendung von A, was rechne- 
risch natürlich ein großer Vorteil ist. Mit o > 0 wird die Korrektur Az als Linear- 
kombination der n Vektoren grad f,, genommen für x = x,t= ß wie folgt angesetzt: 
1, 
(3) Ay, =—o 53 a,,w; *f,(x;t), und ausgehend von der Näherung Ed) EX 
’ 
gemäß der Vorschrift 


(m) (m—1) (m—1) 5 (m—1) In (m—1) 
)EO-"7 W)+4 = () mit (6) Am We awehlz ();ı) 
1, 
), E (t),... berechnet. Setzt man also (6) D,(x,t) = x,— 0 53 a, wrrf;(e;t), 
B 


so ist diese Methode äquivalent damit, das System (7) 2,=&,(xz;t) wie üblich 
aufzulösen: 
(8) =, EW=-0(l% W;|); 


(1) und (7) sind gleichwertig. Um die Existenz der Fe) und die Konvergenz des Ver- 
fahrens in einer Umgebung der Stelle (x;ß) einzusehen, bemerken die Verff., daß sich 
der Vektor Ax im x-Raum nicht ändert, wenn man 1. /,(x;) durch Ah, f,(z; ft) ersetzt 
(h, eine Konstante = 0) und 2. im x-Raum durch eine Drehung 2 =2z 8 zu neuen 
Koordinaten 2,,.. . ., 2, übergeht. Wendet man 1. mit h,—= w,! an, so bedeutet dies, 


1, 
daß man (9) x a2 —=1(j=1,...,n) annehmen darf; 2. wird auf die orthogonale 
L 


Matrix angewandt, für welche SAA’S8S’=D eine Diagonalmatrix wird: D= 
(6,,4,), wo die A,...,4, die positiven Eigenwerte der symmetrischen Matrix 


I 
A A’ sind; dabei ist (wegen (9)) (10) SER = n. Schreibt man alles auf die 2,,.. .,2, 


um, so ergeben sich mit 9,(2;) = f;@ $S;),a=yS, b,, = 09,|%, für z=y,t=ß, 
B= (b,,) an Stelle von (6), (7) und (8) die Beziehungen 


l,n 
YV,;)=,—0 = b,,9;(2; &) 


(11) 2, = Pple = () = u “ (£) - vl"); t): 

und wegen B=SA, BB=8SAAS®' —D wird 

a) = 1-gn, a) Pd _ gm iynhh..um). 
17 i 


Auf Grund der durch (12) und (13) gegebenen Vereinfachung sowie der Tatsache, daß 
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sich 0 > 0 stets so wählen läßt, daß max a —04,|< 1 ausfällt, läßt sich dann 
R=1...., 


die gewünschte Auflösung an (11) ann. Diese Auflösung funktioniert auch 
dann noch, wenn (x; ) keine Lösung von (1) ist, sondern selbst nur eine Näherungs- 
lösung, in einem bestimmten Sinne zu verstehen, ist. E. Mohr. 


Ciesielski, Z.: On some inequalities. Prace mat. 2, 361—365, russ. und engl. 
Zusammenfassung 366—367 (1958) [Polnisch]. 

. Let I be a closed interval <0, «) finite or not, let &,,.. ., &, be a finite system of 
plus or minus ones, satisfying 8 + :-+8,>0 for k<.n. Theorem: Let x,;€ I, 
4 2%>:::>x, and let f bea non-concave function in / with a non-concave 
derivative, and such that /(0)< 0. Then 


il 1! 
aut +) + tee). 
An analogous theorem holds for functions of two variables f(x, y) which satisfy the 
condition f(4(x; + %), 3(yı + Y)) < IFlaı Yı) + Fl@z, Y)) and analogously for 
fx, f, and such that f, end f, are non decreasing in y and x respectively. 
A. Alexiewiez. 


Iosifeseu, M.: Sur lintegration des differentielles binömes. Gaz. Mat. Fiz., 
Bucuresti, Ser. A 11 (64), 705—718, russ. und französ. Zusammenfassung 718 (1959) 
[Rumänisch]. 

The author gives a simpler proof of the wellknown Tschebycheff’s theorem 
on the integration of binomial differentials. L. J. Nicolescu. 


Svetlanov, A. V.: Prineiples of generalized differential-integral caleulus. 
Doklady Akad. Nauk SSSR 123, 981—983 (1958) [Russisch]. 

Für unendlich oft differenzierbare Funktionen u (x) wird als verallgemeinerte 
Ableitung der Ordnung n (n a komplexe Zahl) definiert 


(n +1) "u a) 


Le ra an 
falls diese Reihe Eee ie Dru(&) = 0 ist notwendig und hinreichend 


Dru(z) = 


u(x) = >> c„a"k, n—k- negative ganze Zahl. Es gilt eine verallgemeinerte 
k=1 

Leibnizsche Produktregel. Die Operatoren D* (n beliebig komplex) bilden eine 

Gruppe, Drtn — Dm Dr. D. Laugwitz. 


Koizumi, Sumiyuki: On fractional integration. Töhoku math. J., II. Ser. 9, 
298—306 (1957). 


Ist «(0) eine durch f u(#) dd = 0 normierte Funktion aus ZP(0, 2x), so 
ö 
gilt bei ganzzahligem k unter den Bedingungen 0O<a<k+1 fall 2<p<m, 
und 2p1-1<a<k+1 fall 1<p<2 ist, die Abschätzung 
Id, k; 0), = 4, |% |, 
mit einem nur von p aber nicht von der Funktion u(#) abhängigem A,, wobei 


2n A ı 
DI, k:0) = f A u,(0)]? we au R 


ö 
Au) = +) ut), Ar 'u,(0) = AllAfu.(0)) 
t(k) = t/2(k + 1), uu(0) m I’ a,(in)* eine, u(d) m I’ a, e'"? gesetzt ist. 
J. Tagamlitzki. 


Sunouchi, Gen-iehirö: Some theorems on fraetional integration. Töhoku math. 
J., II. Ser. 9, 307—317 (1957). 
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Integralabschätzungen für die Aue 


„10 +1] 2 
%,ß; )) = (U oe ae | er 


1/q 
und 1a, g;0)= -1[ [u (d +) — us ( (01) )I2:- a ; 


Ioo 


wobei 10) Dostimr rein, (1,9) u), u= WO) 


gesetzt ist. Es gilt beispielsweise bi B>a>—oo,ß>1/r fals 1<r=s2 und 
bi ß>a>—m,ß>}4# fall r>2 die Abschätzung 


ra; ya A Flulrao 
% ö 


mit einem von der Funktion « unabhängigem A. J. Tagamlitzki. 


Allgemeine Reihenlehre: 


e Fempl, 8.: Reihen. [Redovi.] Mit einem Anhang von D. $. Mitrinovid. 
Beograd: Izdaje Zavod' za Izdavanje Udzbenika, Narodne Republike Srbije 1960. 
2228. 360 Dinara. [Serbo-kroatisch]. 

Content: Numerical series, Functional series, Fourier series and Appendix 
(written by D. S. Mitrinovie: Legendre polynomials and Bessel functions of the 
integral order.) 8. Kurepa. 

Goncalves, J. Vicente: Historiae ac pedagogiae de minutiiss. XXV: Deux eri- 
teres de convergence. Univ. Lisboa, Revista Fac. Ci., II. Ser. A 7, 371—372 (1959). 

Olevskij (Olevsky), A. M.: On linear methods of summation. Doklady Nauk || 
SSSR 120, 701—703 (1958) [Russisch]. W 

The author gives the following theorem which implies many interesting corolla- 
ries. Let an enumerable set of Toeplitz methods and a function series divergent at 
every point of a certain set Z, whose terms are bounded in EZ, be given. Then 
zeros may be put between the terms of this series in such a manner that the resulting 
series is not summable by any of the Toeplitz methods at any point of the set E. 
The author gives also various sufficient conditions under which for an enumerable 
set of Toeplitz methods there exists a method stronger than any of the methods of 
this set. Consider e. g. an enumerable set of arbitrary Toeplitz methods (C,. Let us 
denote a new matrix A,=(,0,,:::0,4,. Then a sufficient condition for the 
existence of a Toeplitz method stronger than any of the methods A,, in the region 
of bounded sequences, is the fulfilment of the inequalities: 


(a) A) = D I: 01° CO Gl <o 6G=12%...), 
i>j 
where the norm ||A|| of the matrix A with the elements a,, is given by 
|| A ||= lim 53 a,,. If C, are matrixes with finite rows, then, under condition (a) 
DI ZINN 


there exists a Toeplitz method stronger than any of the (previously defined) methods 
A, in the region of all sequences. All the theorems are given without proofs. 
L. Wiodarski. 
Rejmers (Reimers), E. 6.: Mean value theorems and multiplieation of summable 
series. Doklady Akad. Nauk SSSR 120, 1196—1199 (1958) [Russisch]. 
Verf. untersucht die Frage der Multiplikation summierbarer Reihen, wobei 
angenommen wird, daß die auftretenden Verfahren gewisse Mittelwertsätze erfüllen. 


U.a. wird gezeigt, daß I w, mit w, = u „ud; C-summierbar ist für A- bzw. 
i+j=k 


B-summierbare Reihen Zu, und I», falls A und B den Mittelwertsatz 
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< ((<K<k<n) erfüllen und C an A und B durch 


| PAR, 
1, m % 


> Av 5 


»s 


die Beziehung 


Ar As 4, mu+v Inn-kıv N <M 


Gy du n-ku 


” 


Pe> 


usn—kvsk 


k Innzr 


IA 
3 


ihn = Dr Ayn—k (Aen —In en 1) 


gekoppelt ist. Beim Beweis wird der Mittelwertsatz in üblicher Weise durch partielle 
Summation eingeführt. Entsprechende Sätze werden für absolute Summierbarkeit 
angegeben. Die Ergebnisse werden auf die Rieszschen Verfahren angewandt, ferner 
ergeben sich bekannte Sätze von M. Mears. A. Peyerimhoff. 


Kuttner, B.: On a certain quasi-Hausdorff transformation. J. London math. 
Soc. 34, 401—405 (1959). 

Es seien H, und Hf# die zu, = (An + 1)/(n + 1) gehörigen Hausdorff- bzw. 
quasi-Hausdorff-Verfahren, also H,=AI’-+(1—4)C, wo C arithmetische Mit- 
telung bedeutet. Dann ist bekanntlich [siehe z.B. G.H. Hardy, Divergent Series 
(Oxford 1949; dies. Zbl. 32, 58), 8. 106] 7, gen dann konvergenzgleich, wenn R (A) > 0 
ist. Demgegenüber Be - Verf. hier: Hf ist genau dann konvergenzgleich, wenn 
R(A)<0 oder A—4|<}, A=+0 ist. Ferner gestattet H# Indexverschiebung in 
beiden Richtungen. D. Gaier. 


Russell, Dennis C.: Convolution of Nörlund summability methods. Proc. 
London math. Soc., III. Ser. 9, 1—20 (1959). 

Verf. wendet die von Vermes (dies. Zbl. 49, 44) eingeführte Faltung A*B von 
Matrizen A und B auf Nörlund-Verfahren an und stellt Inklusionssätze der Form 
A=B2D auf, wo A,B und D Nörlund-Matrizen sind. Gewisse Klassen von 
Nörlund-Verfahren werden genauer betrachtet. Die Anwendung auf Cesäro-Verfahren 
(©, x) ergibt, ergänzt und verallgemeinert Ergebnisse von Moustafa (dies. Zbl. 66, 
306). Statt * wird auch * betrachtet, wobei * eine etwas allgemeinere Modifikation 
von * als das * beiMoustafa ist. Einige der Resultate seien als Beispiele angegeben. 
(N, r,) sei die Nörlund-Dreiecksmatrix mit den Elementen r,_,/R, (n = 0,1,...; 
k=(0,...,n), wobei über die komplexe Zahlenfolge r = {r.} nur vorausgesetzt 
wird, dß R,=nn+:':+r,=0 ist. Analog wie r werden auch p,g,... ver- 
wendet. Es sei 


& 2 “ 5 N er et. 
a Bene); = — > ge ) 


d_n v=0 DZ 
insbesondere 
Br, BA .R,; P(z) q(2) — Pr +1(®) 4 (8) — ? (X) n+ı(%) = re) 3, Dun 


Genau dann hat man (N,»,)*(N,q,)2(N,r,), wenn bei n—oo gilt 
2n 
5 |Ran-,8,,|=0O(|P,Q,|), sowie Pmen-r _g9(1) für jedes feste 
=o 


Pa®n 
v—=(,1,.... M sei die Menge der Folgen r, fü Be die r, nicht zunehmend und log r,, 
konvex ist, ‘d.h. für die en und r Mn Kalt <1 ist; für reM und 
»>—1 gilt (O,»)C (N, R*)< (0, +1). Aus DEM, geM, t=px*g folgt 
(N, 2) (N, q,)2(N,1,), (,6)2(N, 9.) (N,1,)2(N,q,). Aus PEM, QEM, 
t=p%*g, 2,0, I, +::+ 7,709 folgt (N,p,)* (N, I) 2 (N, in), HAIE 
(N, t,); (N, 4.) 2 (N, t.)- Aus pe M, 0 = In = Anti In (Po ir +2, Far 
—=0(P,Q,) folgt (N, p,) * (N,q,)2 (N, P,). Über * wird ein Deraleungkn der 
Form A® BD bewiesen. Sei 0,0,r>—1; genau dann gilt (©, 0) * (C, 0) 2 
(O,r), wenn gleichzeitig rso+1l, rSo+1l, rsSo+o ist (vgl. dazu 
Moustafa, log. eit.). W. Meyer-König. 
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Borwein, D.: On Borel-type methods of summability. Mathematika, London 1 
5, 128—133 (1958). I: 
A sequence (1), =%+qa+q-+'::-+a, is said to be evaluable by the fi 


Borel integral method (B, &) to the number s, or in symbol (B, »)- im s) = es, r 


n—>o 


fr vo 


The sequence (1) is said io be evaluable by the Borel exponential method (B, «) 
to the number s, or in symbol (B,«)- im s,=s, if | 


N—& 


lm 2a 


i>o i 

The author proves the following theorem: The necessary and suffieient condi- | 

tions for (B,a)- im s,=sare (B,a)- lim s,=s and (B,o)- lim a, = 0. 
no no no 

L. Wlodarski. W. 

Sehoenberg, I. J.: The integrability of certain funetions and related summability | 

methods. I, II. Amer. math. Monthly 66, 361—375, 562—563 (1959). 

Let (1) f@)=A if x is irrational, =y, TR r/g,(p,g) = 1, where Wa} 


R a Maren sequence of real numbers. Consider the Riemann sums (2) &,—= |] 


n 


Ei 25° f “ 2). In order to express the sums (2) in terms of y, the author classifies 
v=1 
Mr integers v—=1,2,...,n by the value of their g. c. d. with n. If d’ is a divisor of 
n then the v with (n,») =d’ are given byv»—=d'I, n=d'd, where l is such that 
1<I<d,(d,d)=1. huge vn = ld, 
o 1l= 
SR FT BIC)? 


v1 d,a=1,1<d 
and n = rn Y(d) hence 
(9) = rar. 


The sequence {y,} isp summable to the o-limit A if the transformed sequence S, has l 


the property: lim 8,—=4. The following theorem concerning the convergent sub- 
sequences of a p-convergent sequence {y„} is proved: 

o-lim y„ =A implies lim y,, =4 
[where {n,} is a given sequence of increasing natural numbers] if and only if the 
sequence {n,} is such that lim ing 2) > 0. Known results on the arithmetical 


function o(n)/n permit to link it to the notion of asymptotie distribution function 
of a sequence of which U in [0, 1]is an example. The author defines 


D*($)=limsup- D 1, D,(S)=limintt I 1, 


N men NN 


and calls them the upper and lower density H S= {n,}. IE D,(8) = D*($) then 8 
has a density whose value is D($) = limt 22 1. A sequence {y,} is said to 


be D-convergent to the D-limit A provided En ar every > 0 D({n; y„—A|> &}) 
= (), inwhich case one writes D-lim y, = 4. Itis shown that g-summable sequences 
are also D-convergent. An analytic criterion for D-convergence is established by 
elementary means. An example found by H. Rademacher of sequences {y„} 
such that function (1) is not only continuous but also differentiable at algebraie 


— nen en nen 
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irrationalities, is given in the last section. In part‘II of the paper the author adds 
three remarks. He gives a generalization of the conditions of R-integrability 
(2.2, see I) which yields immediately the following converse of Hartman’s 
theorem (this Zbl. 29, 19): Any given bounded and closed domain D in the complex 
plane may serve as the Riemann Hartman domain R of an appropriate bounded 
function f(x) in [0,1], in fact functions of the type f(x) =A if x is irrational, 
=yitz=p]g,(p,g) = 1, suffice. L. J. Nicolescu. 

Azpeitia, A. G.: Convergence of sequences of complex terms defined by iteration. 
Proc. Amer. math. Soc. 9, 428—432 (1958). 

The reviewer has proved (this Zbl. 35, 158) that the sequence (1) a, = 
M(@,_ 1, %n_95 - - -,%,_,) 18 convergent if M(X,, %, .. .,%,) is a continuous real func- 
tion strietly increasing with respect to all x, (k=1,2,...,p) and reflexive, i.e. 
m(x, %,...,2%) = x. The author extends this result to complex functions proving that 
the sequence (1) with initial terms chosen in a convex region D of the complex plane 


. is convergent if the complex function m(2,, 23, -. :,2,) is continuous in D and 


m (21, 29; - - -,2,) lies in the convex hull of the points 2; 29, ‚2, and is different 
from the vertices of this convex hull. The proof of this nice result is achieved by geo- 
metric considerations on convex polygonal sets and their limits. The reviewer has also 
shown in the paper mentioned above, that the special case m(&,, 23, - . :,%,) = 
ta + +,2,)la ++ +0,)5(%>0, k=1,2,...,p) isequi- 
valent to the Eneström-Kakeya theorem [see e. g. Tohöku math. J. 2, 140—142 
(1912)] asserting that the roots of polynoms with decreasing positive coefficients lie 
inthe unit eirele. It would beinteresting to apply author’s present result to the roots 
of polynoms with complex coefficients. [Cf. also I. Vincze, Mat. Lapok 10, 127—132 
(1959)]. J. Aczel. 

Shanks, Daniel and J. W. Wrench jr.: Khintehine’s constant. Amer. math. 
Monthly 66, 276—279 (1959). 

Khintchine bewies (dies. Zbl. 10, 341), daß für fast alle reellen « die Limes- 
relation 


a = logk/log2 
(*) ‚lim Ya, an, 7 — It + a5) 
gilt, wobei a,,@,,... die Teilnenner der regelmäßigen Kettenbruchentwicklung 


von & bedeuten. Vorliegende Note setzt sich zum Ziel, die rechte Seite von (*) auf 
eine numerisch gut zu behandelnde Gestalt zu bringen, die dann eine scharfe Ab- 
schätzung von 


n 1 
E) &=]] (4645 


gestattet. (**) wird durch unendliche Reihen und auch durch Integrale dargestellt; 
von diesen Darstellungen seien zwei zitiert. Es gilt 


aan area 
. +40-344-14DCO-D+--; 
ferner gilt die ee 


N k/log2 


-/ re. rn TR) 7. P. Szüsz. 


log 2 log & nes 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Berman, D.L.: Über die Verteilung der Knoten im Interpolationsprozeß von 
S. N. Bernstejn. Izvestija vyss. ucebn. Zaved., Mat. 1, 35—43 (1957) [Russisch]. 
Es seien 2 kı die Knoten der n-ten Zeile einer Dreiecksmatrix, die fol- 


genden Bedingungen genügen: 1.— 1= 2") < a9 <a 2 < Luns=122, 28): 
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2. Setzt man x” = cos (0 < 0 < r), so gebe es zwei von n unabhängige 1 
En, Konstanten c, > c, > 0, sodaß stets = un = ist. Verf. zeigt: | 


Ist f(x) eine beliebige stetige Funktion in [—1, 1], so konvergiert für eine solche 
ae der Bernsteinsche Interpolationsprozeß in [1,1] gleichmäßig nach f(«). 
K. Bögel. 

Korobov, N. M.: Approximate evalution of repeated integrals. Doklady Akad. 
Nauk SSSR 124, 1207—1210 (1959) [Russisch]. 

Korobov, N. M.: Approximate solution of integral equations. Doklady Akad. 
Nauk SSSR 128, 235—238 (1959) [Russisch]. 

Mergeljan (Mergelyan), 8. N.: Weighted approximations by polynomials. 
Translat. by R. P. Boas jr. Amer. math. Soc., Translat., II. Ser. 10, 59—106 (1958). 

Übersetzung des in diesem Zbl. 74, 49 besprochenen russ. Originals. 

Rice, J. R.: On the convergence of an algorithm for best Tehebycheff approxi- 
mations. J. Soc. industr. appl. Math. 7, 133—142 (1959). 

‚Verf. stellt in dieser Arbeit ein bemerkenswertes Konvergenztheorem aus dem 
Ideenkreis von Tschebycheff auf. Alle auftretenden Zahlen sind reell, und alle 
vorkommenden Funktionen f(x), 9,(2) 1SsSi=n) sind stetig im Intervall [0, 1]; 
f(x) ist die fest gegebene Funktion, die im Tschebycheffschen Sinne zu approximie- 
ren ist; n (natürliche Zahl) ist fest; der Summationsindex i läuft stets von 1 bis »; 
g(z)E H(«&) bedeutet, daß g(x) einer Hölderbedingung mit dem Exponenten & > 0 
genügt. Zum Verständnis sind die folgenden Definitionen nötig, welche zugleich den 
von de la Vall&e Poussin für Polynome gegebenen Algorithmus auf eine viel um- 
fassendere Klasse von Funktionen ausdehnen. 1. Ein Satz von n Funktionen {p,(z)} 
heißt ein T-Satz, wenn jede Linearkombination I c,9,(x) mit Ic? > 0 höchstens 
n — 1 Nullstellen in [0,1] hat; I c,o,(x) heißtein T-Polynom. 2. Ein T-Polynom 
T(&) approximiert f(x) auf einem Kompaktum $ von [0, 1] am besten, wenn 7 (x) 
das Funktional max |f(x)—@(x)| unter allen 7-Polynomen @(x) minimiert. 

es 


TC 
3.8Si X = ie, k=1,2,.... eine Punktfolge aus [0, 1], und X {2 2207 
sei weiter D,, die maximale Entfernung eines Punktes aus [0, 1] von der Punktmenge 
X„, und D= sup (m D,„); D,„ ist ein Maß für die Dichte der Punktmenge X, in 
[0,1]; D= + oo ist möglich. 4. P(x) = I a,p,(x) sei die beste en, 
an f(x) in [0, 1]; es existieren dann bekanntlich n Er 1 Stellen a, <ag<-:- <a 1 


derant, daß 1a) = Pl) = — Um) = Pl] = + max fie) — Pie) 
daß also die Abweichung R —= max |f(x)— P(x)| für ze 10, run 2 mal auf der 
Punktmenge {a,,%3 .. :,%,41} alterniert. 5. Q,(&) = 3 b,„9;(x) sei die beste 


Approximation an f(x) auf X, und entsprechend R, die Abweichung, also 
— max |f(x)— Q„(@)| für EX; Bm <Bam << Par,m Seien die Stellen, 
in denen R,,n-mal alterniert. Konvergenztheorem: Sei o,(x)€E H(1), f(@x)€E H(1) 
und D<oo; dann gilt : |a,—b,„|< K/m, wo K nur von n, {p,(z)} und f(x) 
abhängt. — Anschließend dehnt Verf. dieses Theorem nach verschiedenen Richtungen 
aus, und formuliert u.a. auch ein Analogon für die Gaußsche Approximation im 
Sinne der kleinsten Quadrate. Ein Beispiel zeigt, daß die Konvergenz P,m — &, 
für m>oo(l<Sv<Sn-+ 1) sehr langsam erfolgen kann, obzwar |P(x) — Q,,(x)| 
wie 1/m nach Null abnimmt. Unter passenden Bedingungen (für deren Erfülltsein 
Verf. eine Vermutung aufstellt) kann die Konvergenz des Prozesses von 1/m auf 
1/2” gesteigert werden. E. Mohr. 
 Hornecker, Georges: Approximations rationnelles voisines de la meilleure 
approximation au sens de Tehebycheff. C. r. Acad. Sci., Paris 249, 939—941 (1959). 
Partant de l’id&e que le developpement en polynomes de Tchebycheff de 1/(@a+ x) 
dans (—1, +1) a ses coefficients en progression geometrique, l’auteur propose une 
methode qui permet de passer d’une fonction f(x) definie dans (—1, +1) par les 
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coefficients de son developpement en polynomes de Tchebycheff & une expression 
approche&e formee d’un polynome complete par une ou pluseurs fractionsrationnelles 
du 2. degre. Il traite comme exemple la fonction e*. J. Kuntzmann. 

Bögel, Karl und Günter Bräuning: Über die Darstellbarkeit einer Funktion durch 
ihre Taylorreihe im Reellen. Wiss. Z. Hochschule Elektrotechn. Ilmenau 3, Heft 1, 
3.8. (1957). 

It is known that the function f(x) = e=!/** for x + 0, f(0) = 0 is an indefinitely 
differentiable function whose development in Taylor series at x = 0 converges for 
all x but represents the function only at the origin. Using this function the authors 
give a method to construct for an arbitrary interval / and an arbitrary open set U 
in I, an infinitely differentiable function whose Taylor series converges throughout / 
but. represents it preeiselyin 7 — U. J. A. Siddigoi. 

Verblunsky, S.: On an expansion in exponential series. II. Quart. J. Math., 
Oxford II. Ser. 10, 99—109 (1959). 

This paper is the continuation of an earlier one (this Zbl. 72, 64); we keep the 
notations of that review. — 1.1fa,w=1,2,...)is a sequence of complex numbers 
such that I |a,|?< 00, then there exists a function f(u)€ L?(0,1) such that 

1 


ia, TARA f f(u) 9, (u) du. — 2. Suppose that the set of distances between 
ö 


the zeros of A (z) has a strietly positive lower bound, or equivalently that the numbers 
|B’(A5)| exceed a strietly positive constant. Then for f(u)e L?(0,1) we have 
> |a,®<oo, where the coefficients a, are defined by (1). — 3. Let g(«) 
(-0o <x2<o0) have a continuous derivative of bounded variation in every finite 
interval and let f(x) be of bounded variationin 0<xz<]1. Ljubi£ (this Zbl. 71, 
322) has shown that if furthermore 


1 1 
J rw Fu) du = g(0), SF ktu) aftu) = 9 (0), 
then the function f(x) can be uniquely extended to the interval — oo < x < 00, so 


> » 
that the extended function f(x) satisfies the integral equation ji k(u) f(x + u) du = 
ö 
g(z) for all x, and that it is continuous and of bounded variation in every finite 


n v 
interval. The author shows that 93 c„e”r2 converges, as p—oo, to f(x) + 


v=0 


g(z)/2k(0) uniformly in every finite interval, where 


= % + Psl&), Pr) = [IB (A) J g’ (u) e= "rt du, 


and the quantities a, and v, have been defined in the previous review. The proof uses 
methods from another paper of the author (this Zbl. 72, 90). J. Horvath. 

Golinskij, B. L.: Zur Frage der Summierung der Fourier-CebySev-Reihen 
nach der Methode von Fejer. Mat. Sbornik, n. Ser. 47 (89), 255—264 (1959) [Rus- 
sisch ]. 

L werden die Sätze von K. Tandori [dies. Zbl. 47, 304; Acta math. Acad. Sci. 
Hungar. 5, 237—253 (1954)] und Ref. (dies. Zbl. 47, 304) bezüglich starker Summa- 
tion von Orthogonalpolynomreihen für Orthogonalpolynome auf dem Einheitskreise 
formuliert und bewiesen. G. Freud. 

Tureckij (Turetsky), A. Ch. (A. Kh.): On the saturation elass in Hölder’s 
method of summing Fourier series. Doklady Akad. Nauk SSSR 121, 980—983 
(1958) [Russisch ]. 

The author gives the following theorems: Consider a triangle matrix method 
D of summing series defined by the coefficients d, , and a non-negative function 


44 
of positive integral variable g(n) such that lim g(n) = 0. If for any %k the limes I) 

no f 
lim = 


(r) 
no En R 
tion f(x) with a period equal to 2r and different from iR there exists such a 


NE 


exists and is different from zero, then for any continuous func- ) 


constant a (depending on f) that for any n, the inequality Max | N eh 
a>0 is satisfied, where P,(«) = 2 - = d,,,x (4; C08 n 9% R b,sinkx) and N 


= En > (a, cos kx + b,sin k ar is the Fourier series of the function f(x). The set | 
of kanetiens f, for which there en a Hr constant b (depending on f) such that 


in addition the inequality as | Pne x2)|<b is satisfied, is called the | 


saturation class of the method. D. 1 a from the theorem given thatin the case of | 
Hölder method H,„ the corresponding function g(n) = log"! n/n. Further the author 
characterizes the saturation classes for the methods H, and H,. All the theorems | 
are given without proofs. L. Wiodarski. 


Cooke, J. C. and €. J. Tranter: Dual Fourier-Bessel series. Quart. J. Mech. 
appl. Math. 12, 379—386 (1959). 

In manchen Aufgaben, in denen das Potential von gewissen Belastungen zu 
bestimmen ist, tritt folgendes Problem auf: es sind die Koeffizienten «, zu bestim- 


men, so dB I yo Il) —=Flr) für O<r<Lund I a,J),(r)=0 
RN 


für 1<r<a gilt. F(r) ist eine gegebene Funktion, -1<Sps-+1, und «, 
sind die Wurzeln der Gleichung J,(xa) = 0. Verff. beschreiben ein formales Ver- 
fahren zur Bestimmung der a,. Das Problem wird auf die Lösung eines linearen Glei- 
chungssystems von unendlich vielen Unbekannten zurückgeführt, und dieses wird 
mit der Methode der successiven Approximation gelöst. Nach Bestimmung der «,, 
müßte noch die Frage untersucht werden, ob die Ausgangsreihen mit den so bestimmten 
Koeffizienten konvergent sind. Dies bleibt aber der Aufsatz schuldig. St. Fenyö. 


Bari, N. K.: Über die gegen Null konvergierenden Teilfolgen der Partialsummen | 
einer trigonometrischen Reihe. Doklady Akad. Nauk SSSR 129, 482—483 (1959) 
[Russisch]. 


Verf. verschärft ein Resultat von V. Ja. Kozlov (dies. Zbl. 36, 78). Es sei 
g(k) 4 oo. Dann kann eine trigonometrische Reihe =, b„sinkx (= 6>0) 
derart angegeben werden, daß ihre n,-ten Partialsummen überall nach 0 konver- 
gieren — in jedem [d, m — ö] (6 > 0) gleichmäßig — mit <ek)in Zei, 
wo k, von ö unabhängig ist. K. Tandori. 


Yang, Chao-hui: On the integrability of funetions defined by cosine series with 
monotone deereasing eoeffieients. Acad. Serbe Sci., Publ. Inst. math. 12, 73—80 
(1958). 


It f@&)=34%+ BE cosnz, 4,0 und O<n(a)EeL(0,n), so folgt 
1 

1/n 

(*) 7(&) F(x)E L(0,r) aus IA, Y n(x) d& < 00; die Umkehrung ist sicher richtig, falls 
ö 

[Pa>0nW W<I<Sy<m für en 0>0 gilt. Ist nW)<ank) 

i 

Ina) <sPnWy)]) für Oo<zesysIi ae Sm Ssn/h,A>1,a>0 [<A] so ist 
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(*) äquivalent mit RB 2 N (-) < 00. Entsprechende Sätze für Sinusreihen wurden 
1 


vom Ref. bewiesen (dies. Zbl. 84, 63). A. Peyerimhoff. 
Chen, Yung-Ming: Integrability of power series. Arch. der Math. 10, 288—291 
(1959). 


Ist F(e) = BE x" mit c„>0 für 0O<x<1 und ist für alle hinreichend 


Bear 8 Oki =1,2...,8,= 2.6) mit IS Dd(v)e” <oo, so ist 
v=0 
für n@)=0, n(@)eL(0,1) genau dann n(«)F(x)e L(0,1), wenn gilt 
1 


0, j! n(x) de<oo. (Der Satz verallgemeinert ein Ergebnis vonP.B. Kennedy, 
1 


—1/n 
dies. Zbl. 77, 60). Es werden verschiedene Spezialfälle besprochen (Zusatzvoraus- 
setzungen über die c, bzw. über n). A. Peyerimhoff. 


Spezielle Funktionen: 


MaeRobert, T. M.: Multiplication formulae for the E-funetions regarded as 
functions of their parameters.. Pacific J. Math. 9, 759—761 (1959). 

Two formulae for the #-functions (T. M. MacRobert, Functions of a complex 
variable, Br Zbl. 56, 291) are proved. The first is 


Di Ip (P; m o,:q; m o,:2 ei”) = (An)-tm-DP-2-) mm(Zar—Ze)—tp-g-1 
ui 

A warn en Sen dee 2 \m | 
x 8 m—1 m—1' ( en) ein, ’ 
ui ee nn er 
where m is a positive integer, p>g-+1, and lamp2| <4(p—g—1)n. I 
p<g-+1, both sides vanish identically. The second is that, for all values of p 
and gq 

E(p; ma,:qg; mo,;: 2. er) — (An) tm -DP-g0-D) mmear- Ze) -3@—-g-I) 


m—1 mP-a-1 3 tt... RO, mn > m 

x B2 z n+1n+2 n+m n ae mp! g ’ 
n=0 m’ m PRECER m Atmen» 0 at 

the asterisk indicating that the parameter m/m is omitted. R. P. Agarwal. 


Al-Salam, W.A. and L. Carlitz: Generalized Turän expressions for certain 
hypergeometrie series. Portugaliae Math. 16, 119—127 (1958). 
Die von L. Toscano (dies. Zbl. 77, 71) bewiesene Formel 


n 


m : 2% 
> 1 („") Anne) Hn-e) FRE (en, 


en > ! et m (n — )j)! 
i<m<sn, H,() (n=0,1,2,...) Hermitesche Polynome, definiert durch 
A)= = (— 1)” el? dre-*"/2/d«", wird in 2. und 3. auf zwei andere Weisen abgeleitet; 
in 4. werden analoge Formeln für die konfluenten hypergeometrischen Funktionen 
ıFı (a; b; &), in 5. für L(‘"” («) und in 6. für sFı (a, b; c; x), mit Spezialisierung für die 
Jacobischen bzw. ultrasphärischen Polynome gegeben. Die Arbeit enthält viele Druck- 
fehler, z. B. in (1.1), (2.3), (2.5), (2.6), (2.7), (2.8), u. a. O. Volk. 

Palamodov, V. P.: Über Polynome, die eine rekurrente Folge zweiter Ordnung 
bilden. Mat. Prosvescenie 1, 139—147 (1957) [Russisch ]: 

Im Anschluß an die Schrift von A.I. Markusevi@ „Rekursive Folgen‘ 
(dies. Zbl. 66, 310) untersucht Verf. die durch die Relation 9,;5(2) — x Pz:1(2) + 
bp„(x) =0 definierte Polynomfolge bei vorgegebenen p,(2), P, (x). Die explizite 
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Darstellung p, = 9 4,„— Pod a, führt zu den Polynomen 
=, = +, wo s1=3le4 Var—a0)) 
welche durch die Substitution © — 2 /b cos übergehen in 
a, =br-DRsinnglsing, b,„—= 2b"? cosny, 
so daß für b=4 die b, die bekannten Tschebyscheffschen Polynome 7’, werden. |) 
Füre=1 und b=-—1 wird a, die Fibonaceische Zahlenfolge. Ferner werden \) 


Rekursionsformeln für p,,, ?,* und a,„/@, für irgend eine natürliche Zahl k auf- | 
gestellt. H. Schwerdtfeger. 


Altmann, 8. L.: On the symmetries of spherieal harmonies. Proc. Cambridge | 
philos. Soc. 53, 343—367 (1957). ii 

Die Aufgabe, Kugelfunktionen aufzustellen, die zu einer gegebenen irreduziblen 
Darstellung einer Symmetriegruppe gehören — schon in Wigners Buch und später 
von Bethe u. a. behandelt — wird in einer für die Praxis zweckmäßigen Weise von | 
Wigners Formeln ausgehend so gelöst, daß sich — wenigstens bei den zyklischen und |) 
Diedergruppen — Formeln für Kugelfunktionen aller Ordnungen zugleich, also | 
nicht rekursive, ergeben. Die Tetraedergruppe 7 wird etwas ausführlicher behandelt. 
Für die Praxis der Rechnungen nützliche Tafeln werden für die zyklischen und Dieder- 
gruppen und für die Gruppen T, O und T', aufgestellt, für die letzteren bis ! = 6. 
Der Gebrauch der Tafeln wird durch Beispiele erläutert. H. Boerner. 


Weston, V. H.: Toroidal wave functions. Quart. appl. Math. 16, 237—257 

1958). 
R eine frühere Arbeit (dies. Zbl. 83, 94) anknüpfend untersucht Verf. solche 
Lösungen der Helmholtzschen Gleichung Y?y + k?y= 0, die sich für das Gebiet 
eines Toroids bei Einführung von 

dsh£E cos dsh£&sing dsinn 
— che cosn’ — ch&-cosn’ *  chEcosn 
durch Entwicklungen 


%c 


vn p)—er? I Arte) (—cosm)"", s—chä, 


(8,1, 9) = EP sinn es B,(s) (s — eosn)-? 
en 


darstellen lassen, in denen die A,(s) und B,(s) aus einer rekurrenten Folge von 
gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen folgen. Die den linearen Differential- 
gleichungen einer solchen Folge zugeordneten homogenen Differentialgleichungen 
sind sämtlich von der Form 
(—1)0"' +20 —(r(r +) + —-1V]o=0, 

ihre Lösungen sind Legendresche Funktionen. Die Anpassung an die Randbedingun- 
gen wird sowohl für das innere als auch für das äußere Problem untersucht, ferner das 
asymptotische Verhalten für d— 0. Im Anschluß hieran werden Lösungen angege- 
ben, welche die Strahlung einer ringförmigen Quelle beschreiben. Aus der Integral- 
darstellung solcher Lösungen wird ihr asymptotisches Verhalten für R—oo und 
für s— oo bestimmt. Das System der Einzellösungen ist hier zwar nicht ortho- 
gonal, aber es gibt orthogonale Teilsysteme: W. Quade. 


. Gatteschi, Luigi: Sulle serie inviluppanti eloro applicazioni alla valutazione asin- 
totica delle funzioni di Bessel. Conferenze Sem. Mat. Univ. Bari 22, 11 p. (1957). 

Verfeinerung der in einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 65, 58; daselbst 
muß es rechts 1/3 statt 1/2 heißen) gegebenen asymptotischen Formel für J,(v). — 
Auf der Rückseite des Titelblattes befindet sich die Lebensbeschreibung des Verf. 
mit Bild. O. Volk. 


Funktionentheorie : 


e Hefiter, Lothar: Begründung der Funktionentheorie auf alten und neuen 
Wegen. 2. wesentl. verb. Auflage. Berlin—Göttingen—Heidelberg: Springer-Verlag 
1960. VIIL, 64 S. mit 13 Abb. im Text, DM 19,80. 

Verf. versteht unter Begründung der Funktionentheorie ‚die auf möglichst 
elementarem Wege gewonnene Darstellung einer Funktion f(2) = u(x, y) + iv(z, y) 
von z=x-+iy durch gewöhnliche Potenzreihen, wenn über f(z) gewisse möglichst 
elementare Voraussetzungen gemacht werden‘. Im ersten Teil der Arbeit werden die 


Vorkenntnisse entwickelt, die zur Fundierung der Funktionentheorie erforderlich 


‚sind. Sie sind relativ bescheiden: So werden nur Integrale über Streckenzüge und 


Kreisbögen benutzt. Im übrigen bringt der Abschnitt A Sätze über unendliche Fol- 
gen, unendliche Reihen, insbesondere Potenzreihen, und die grundlegenden Sätze 
über die gleichmäßige Konvergenz. Im Hauptteil B werden sechs verschiedene Wege 


‚zur Begründung der Funktionentheorie dargestellt. Aus den von Cauchy und 


Weierstraß beschrittenen Wegen kommt der Verf. zur Definition: „Die in dem 
einfach zusammenhängenden Bereich @ eindeutige und stetige Funktion f(z) heißt 
eine in G analytische Funktion, wenn sie in der Umgebung jedes inneren Punktes « 
von @ als gewöhnliche Potenzreihe ®(z— a) darstellbar ist.“ Die Frage ist nun: 
Welche Voraussetzungen sind außer Eindeutigkeit und Stetigkeit notwendig und 
hinreichend für die Darstellbarkeit durch eine Potenzreihe ? Das erste auf Cauchy 
und Goursat zurückgehende Hauptergebnis ist: „Damit eine im Bereich @ eindeutige 
und stetige Funktion analytisch sei, ist hinreichend und notwendig, daß sie überall 
in @ eindeutig differenzierbar ist“. Nach Looman-Menchoff (1954) kommt man 
aber auch mit der Existenz der partiellen Ableitungen aus: ‚Damit die im Bereich @ 
eindeutige und stetige Funktion f(z) analytisch sei, ist hinreichend und notwendig, 
daß u und v in jedem achsenparallelen Rechteck R in @ partiell gleichmäßig differen- 
zierbar sind und die in R beschränkten partiellen Differentialquotienten den Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen genügen‘. Neben der Darstellung eines älteren 
Ergebnisses von Morera (1886) bringt die Schrift vor allem einige neuere vom Verf. 
entwickelte Wege zur Begründung der Funktionentheorie. Das ‚dritte Haupter- 
gebnis“ lautet dann so: ‚Damit die in @ eindeutige und stetige Funktion f(z) = 
“+ iv in G@ analytisch sei, ist hinreichend und notwendig, daß sie von jeder inneren 
Stelle a +ix aus achsenparallel eindeutig integrierbar ist‘. Schließlich gibt es noch 
eine weitere ebenfalls vom Verf. entwickelte Methode zur Fundierung der Funktionen- 
theorie, die Polarkoordinaten benutzt. Die Schrift ist nicht nur von hohem Interesse 
für den Historiker der Mathematik. Sie ist auch geeignet, dem Studenten eine breit 
angelegte und gut lesbare Einführung in die Funktionentheorie zu geben. (1. Auflage 
1955). H. Meschkowski. 


Fekete, Michael: On the strueture of polynomials of least deviation. Bull. Res. 
Couneil Israel, Sect. A 5, 11—19 (1955). 

S sei eine kompakte Punktmenge der z-Ebene und f eine stetige komplexwertige 
Funktion auf S. Das Polynom P heißt nächstes Polynom zu f auf $, wenn 
jedes Polynom & ray 2 als 5 st das für jedes z€ S die Beziehung 

Zu la alls Plz );|f@) — Q@)| < fl?) — Pia)|, falls Plz) #f(2)“ 
erfüllt. — 8 enthalte a n+ 3 Sie? und P sei ein nächstes Polynom 
n-ten Grades zu f auf S, das nirgends auf S mit f übereinstimmt; es gibt in 8 eine 
endliche Teilmenge s = {2,, 21; - - -, zu; mt n+l1sm<s2n+2, auf der P 
schon nächstes Polynom zu f ist; ferner gibt es Zahlen 4, >0, u=0,1,...,m, 
mit denen die Relationen 


51 Bänke: » ı $=0,1,...,n, 
u=0 "fiz,)— P(z,) 


’ 
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bestehen, und von mehr als n Punkten aus, in denen P übereinstimmt mit dem Inter- 
polationspolynom L von fauf s, erscheint s mindestens unter dem Winkel z/k, wenn |J 
n-+k(k>0) der Grad von L ist. — Ein Beispiel von T. S. Motzkin weist die |f 
Voraussetzung P(z) = f(z) für alle ze $ als unentbehrlich nach. H. Tietz. 


Motzkin, T. $. and J. L. Walsh: Polynomials of best approximation on a real | 
finite point set. I. Trans. Amer. math. Soc. 91, 231—245 (1959). y 

Hier wird derselbe Gegenstand wie in der vorstehend referierten Arbeit be- | 
handelt für den Spezialfall, daß S eine endliche reelle Punktmenge E und feine reell- | 
wertige Funktion auf E ist. Statt von „nächsten Polynomen“ sprechen Verff. von | 
Juxtapolynomen. Es werden Aussagen über Juxtapolynome n-ten Grades ge- |) 
macht für den nicht-trivialen Fall, daß E mindestens n + 2 Punkte enthält: diese 
Polynome sind reell, auf jeder beschränkten Punktmenge gleichgradig beschränkt | 
und bilden im Raum aller Polynome n-ten Grades eine zusammenhängende, abge- ) 
schlossene Menge. Das Polynom p, ist genau dann Juxtapolynom zu f auf E, wenn | 
{—rp,„ auf E mindestens n + 1 schwache Vorzeichenwechsel hat. Juxtapolynome | 
lassen sich als Polynome —in geeignetem Sinne — bester Approximation von faufZ | 
auffassen und umgekehrt. H. Tietz. 

Ullman, J. L.: On Tehebycheff polynomials. Pacific J. Math. 9, 913—923 (1959). | 

© sei eine kompakte ebene Punktmenge mit positiver Kapazität; das Komple- | 
ment D von ( sei zusammenhängend. U sei diejenige auf dem Rand von Dim wesent- | 
lichen konstante und in D harmonische Funktion, für die U(z)— log |2| für z= oo | 
harmonisch ist und dort verschwindet. 7’, seidas n-te Tschebyscheffsche Polynom zu | 
C und »v„(E) die Anzahl von Nullstellen von 7, aus der Punktmenge E. Es werden | 
folgende Resultate gewonnen: für ECD, E abgeschlossen, gilt: | 

ine 0, lim Mi | ia log|T,„|—U|dA=0 (dA: Flächenelement); 

n>o no E ; 
wird speziell D von endlich vielen analytischen J en berandet, so gilt | 
schärfer: »„(E) ist beschränkt und lim n-1log |7',(2)| = ) für alle zeE bis | 
auf eine Ausnahmemenge vom Maß Null. HA. Tietz. ©; 

Falgas, Maurice: Sur la definition des series de base de polynomes. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 249, 2705—2707 (1959). ’ 

Definite le applicazioni lineari U desh Spez vettoriali (P) di polinomi su se 
stesso, per serie doppie dalla forma B3 23 Knm I"2", (serie generatrice di U), 
Y’A. dimostra due teoremi riguardanti: il a la condizione necessaria e sufficiente | 
perche U abbia inversa; l’altro, alla possibilitä di identificare U ad un operatore di 


composizione u(D) = N «,.D" (ove D" designa la operazione di derivazione di ordine | 
n=0 


n). Anche si stabiliscono importanti proprietä circa la serie di base di polinomi, 
partendo delle condizioni relativi al insieme dei filtri di (P). J. M®, Orts. 


Corrädi, Keresztely: Über Konvergenz-Eigenschaften von Potenzreihen. Mat. 
Lapok 10, 136—141, russ. und deutsche Zusammenfassung 141 (1959) [Ungarisch]. 

Die Arbeit beschäftigt sich mit dem Verhalten von Potenzreihen auf der Peri- 
pherie ihrer Konvergenzkreise. Es werden besonders einfache Konstruktionen für 
die folgenden bekannten Tatsachen. gegeben. Satz 1. (Hardy, vgl. z. B. Landau, 
Begründung und Darstellung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie, 
II. Aufl., Berlin, 1929, S. 68.) Es gibt eine Potenzreihe, die in |2|< 1 gleichmäßig, | 
jedoch nieht absolut konvergiert. Satz 2. Es existiert eine für |z |<1 reguläre 
Potenzreihe f(z) die zwar im Einheitskreis nicht beschränkt ist, deren Potenzreihe 
jedoch im ne Einheitskreis konvergiert. Satz 2 rührt von L. Fejer 
her; er wurde auch von T. Köväri und V.T. Sös gefunden. P. Szüsz. 
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Bagemihl, F.: On power series, area, and length. Michigan math. J. 4, 281—283 
(1958). 

Im Banachraum Z, der Reihen I |a,| < oo ist der Teilraum der Reihen, für 
die f(z) = & a,z" von mindestens einer Kreisscheibe, die den Einheitskreis von 
innen berührt, ein Bild mit endlichem Flächeninhalt erzeugt, von erster Kategorie. 
Damit ist ein neuer Beweis für die Lusinsche Vermutung gegeben [vgl. A. J. Loh- 
water und G. Piranian (dies. Zbl. 70, 71) und G. Piranian und Rudin (dies. Zbl. 
74, 56)]. Es werden Erweiterungen dieses Satzes angegeben. Ein entsprechendes 
Ergebnis wird für die Räume Z/, (p > 1) und Funktionen f(z) angegeben, die min- 
destens ein den Einheitskreis von innen berührendes rechteckiges Segment auf eine 


Kurve endlicher Länge abbilden. . A. Peyerimhoff. 
Kövari, T.: On the gap-theorem of Pölya. J. London math. Soc. 34, 185—194 
(1959). 


Ausgangspunkt und Beweismittel ist ud Satz von Pölya [Math. Z. 29, 
549—640 (1929)]: Die Potenzreihe (1) f(z) = 55 a„2" = P(f,0) besitze den Einheits- 
0 


kreis zum Konvergenzkreis, A, = A(f, 0) sei die Maximaldichte der nichtverschwin- 
denden Koeffizienten; ist dann y ein Fee Bogen auf |z2|=1 von Öft- 
nungswinkel 2 A,, so liegt auf y mindestens eine Singularität von f(z). Durch eine 
geometrische Überlegung leitet Verf. daraus ab Theorem I: Gegeben sei (1) wie vor- 
her, P(f,z,) sei die Taylor-Entwicklung von f(z) um den Punkt 2,(wo 0 < |2,| = 
r<1), A=4Alf,2,) sei die zu P(f,2,) gehörige Maximaldichte der nichtverschwin- 
denden Koeffizienten; dann gilt (2) Au +A=Z1-— ra! are sinr. Weiter wird ge- 
zeigt, daß (2) bestmöglich ist, falls (3) r = cos (n/n) (n — 3, 4,....) ist. Aus (2) folgt 
A,+423; eine derartige Ungleichung wird auch für eine allgemeinere Situation 
bewiesen. Der Grenzfall r— (0 von (2) liefert einen Plausibilitätshinweis auf den : 
(mit anderer Methode zu beweisenden) Satz von ©. Renyi (dies. Zbl. 71, 64) über 
ganze transzendente Funktionen. Ob (2) auch dann bestmöglich ist, wenn r nicht 
gerade von der Form (3) ist, bleibt unentschieden. Mehr in dieser Hinsicht erhält 
Verf. durch Einführung eines neuen Dichtebegriffs. (1) besitze den Konvergenzradius 


Rmit R1= im |a,|Y" > 0; A(e).sei die Menge derjenigen nichtnegativen ganzen 


Zahlen n, für dis la, Ir > RR! ist; A(e) sei die Maximaldichte der Menge 
A(e). A(e) ist dann eine monotone Funktion von &, also existiert oe — o(f, 0) = 
lim A(e) < A(f, 0). Verf. nennt o die effektive Dichte der Koeffizienten von (1) 


€> 


und untersucht einige Eigenschaften derselben; z.B. bleibt der Pölyasche Satz 
richtig, wenn man die Maximaldichte durch die effektive Dichte ersetzt. Auch 
Theorem I bleibt bei dieser Ersetzung richtig; über die dann als Behauptung re- 
sultierende Ungleichung „te Z1-—zTaresinr läßt sich jetzt zeigen, daß sie 
bestmöglich ist für eine in (0, 1) überall dichte Menge von r-Werten. 

W. Meyer-König. 

Erdös, Paul and Alfred Renyi: On singular radii of power series. Publ. math. 
Inst. Hungar. Acad. Sci. 3, 159—168, russ. Zusammenfassung 169 (1959). 

Ist f(e2)= &a,z" in |z2| < 1 regulär und unbeschränkt, so heißt nach Meyer- 
König und Ref. (dies. Zbl. 71, 286) R,= {re#;,0 <r< 1} singulärer Radius, 
wenn f(z) in jedem Sektor |argz—gp|< e, |z|< 1 unbeschränkt ist; andernfalls 
heißt R, regulärer Radius. Die Frage ist, bei welchen Lückenreihen (1) f(2)—= Le, 2"* 
reguläre Radien auftreten können. Alle Radien sind singulär, wenn 2... Zq4>1 
ist. Dies gilt nicht bei Fabry-Lücken n,/k— 00, wie aus dem Beispiel der Verf. 
2) = er 23 zN*t), N. 1 N,+ k2 sofort folgt, denn hier ist R, einziger 
ARE Ban Früher (dies. Zbl. 78, 261) hatte Erdös gezeigt, daß sogar bei 
4 
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N —%, > © R, einziger singulärer Radius sein kann. Dies ist enthalten in folgen-} 
dem allgemeinen Satz. Es seien m,, w, natürliche Zahlen mit m, 7 ©0, w, 7 odl 
und es gelte lim inf (m, — m,)U%=9 — 1. Dann gibt es eine Folge natürlicher Zahlen] 
Ken Dee | 

n, mit 0 DZ W; und eine Funktion (t), regulär und unbeschränkt in] 
2|<1, die R, als einzigen singulären Radius hat. Bei beschränkten w, wird der! 
Satz falsch. Der mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden arbeitende Beweis] 
ist nicht konstruktiv. D. Geier. N 
Edrei, Albert: Gap and density theorems for entire funetions. Scripta math. 23,) 
117—141 (1958). | 
' Verf. führ# einen Dichtebegriff für Zahlenfolgen ein und untersucht den Zu-| 
sammenhang zwischen dem Wachstum einer an 4, ade 


(c, = 0) mit der Dichte von {A,}. Es sei L(t - SV Fr gesetzt und für O<SE< 1 
Mm<t 

ee gig Do Ei 
ee ee | 
Satz 1. Ist f(z) von der Ordnung o und auf 2>0 beschränkt, so ge < ö(0).4 


2 
Zu jeder monoton wachsenden Folge {A,} natürlicher Zahlen mit ö(0) > Ö gibt es! 
ein f(z) der Ordnung o, beschränkt für z>0, so daß gilt = ö(0). Pölyaı 
[Math. Z. 29, 549—640 (1929)] bewies die erste Hälfte des Satzes, wenn ö(0) durch 
die Maximaldichte von {A} ersetzt wird, und Macintyre (dies. Zbl. 48, 55) behandelte 
eine einfachere Aussage, in die die Ordnung von f(z) nicht eingeht. Ein zu Satz 1 ent- 
sprechender Satz gilt, wenn {},} durch die „Folge {v„} der Indizes ersetzt wird, an 
denen die Koeffizienten von f(z) = & a,z” ihr Vorzeichen wechseln. In Analogie 
zu Pölya wird weiter z. B. gezeigt: Satz 3. Eine Funktion (1) ist in jedem Winkel-. 
raum der Öffnung > 2r:4(1) von derselben Ordnung (bei Pölya gilt dies auch’ 
für den Typ von f). — Die Beweise stützen sich auf Interpolation der Koeffizienten 
durch eine ganze Funktion, deren Wachstum abgeschätzt wird. D.Gaier. 


Krishnamurthy, V.: A theorem on the zeros of entire functions of exponential 
type. Proc. Amer. math. Soc. 9, 300—304 (1958). 

Let the |, „| %®,k=1,2,...,X;n=1,2,3,..., satisfy. |B, „a Faldearı 
& > 0, let A(k) be the upper density, and Z(k) the lower block density, of the | Ban]: 
Theorem. In order that the entire function f(z) satisfying (i) f?)=O(1) hei (y |z]) for. 
somey (ü) f(#y) =O(1)exp (c c|y|) )forsome c < C (cos0, ++ cos.) HB) 
should vanish identically, it is necessary that A(k) > C/r for at Kaer- one k, and 
sufficient that L(k) > C/r forall k=1,2,3,...,N. This generalizes a theorem 
of Rubel (this Zbl. 72, 291) in which k=1, 6, = 0, the ß,,„ are positive integers, 
On, Al ieh. N. A. Bowen. 


Biernacki, Mieczyslaw: Sur les eoefficients de Taylor des fonetions univalentes. II. 
Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska, Secet. A 9, 127—133 (1957). 

(Teil Is. dies. Zbl. 71, 69). — Herleitung der folgenden ee 
gen En in |z2|<1 schlichte holomorphe Funktionen fe)=2+4,2-+: 


a) = a1] — |a;|| <€C nr -logn, C eine Konstante und |a,|=1. b) Der über 


| = R gelegene Teil der Riemannschen Fläche W, die von 2? f’ (z) (p eine natürliche 
Zahl), erzeugt wird, Kae einen Inhalt < pr R?. Dann gilt mit einer nur von p 
abhängigen Größe O(p) ||\a,|— |a,,|| < C(p)logn,n = 2,3,.... H. Wittich. 


"Singh, Vikramaditya: Extremum problems for the coeffieient ag of the bounded 
univalent funetions. Proc. London math. Soc., III. Ser. 9, 397—416 (1959). 
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By means of an adaptation of the Schiffer method, given by the author in an 
earlier paper (this Zbl. 78, 265) the author gives a new proof of the bounds for las 
for the class S of regular univalent ons I)=u2+, ?+9,2?+:.- 
a, > 0, |2|< 1, which are bounded by |f(2)| <1 for |2|<1. The ne, 
tions and domains are given. The method also gives the one-parameter family of 
‚extremal functions in the particular case of a,=e!. By the same method the 
bounds for a, and a, and the extremal functions and domains are determined under 
the additional condition that the coefficients are all real. H. Waadeland. 

Lewandowski, Zdzislaw: Nouvelles remarques sur les th&oremes de Schild re- 
latifs & une celasse de fonctions univalentes. (Demonstration d’une hypothöse de 
Schild.) Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska, Sect. A 10, 81—94, poln. und russ. 
Zusammenfassung 94 (1958). 

Eine Vermutung von Schild (dies. Zbl. 55, 307) wird bestätigt: f,(z) sei ein 

N 


Polynom f,() = 2— =, a„2", a,„= 0, dessen Schlichtheitsradius 1 sei; r, sei sein 
n 


Konvexitätsradius, d, En Radius des größten, vom Bilde von |z|<r, bedeckten 
Kreises um 0, d* der entsprechende Radius für |2|< 1; dann ist d,/d* > 2. Der 
Beweis ist elementar, aber umständlich. JER ee 


Epstein, Bernard and I. J. Schoenberg: On a conjeeture concerning schlicht 
functions. Bull. Amer. math. Soc. 65, 273—275 (1959). 

The following conjecture goes back to Mandelbrojt and Schiffer, but has 
appeared in print only recently [cf. G. Polya and I. J. Schoenberg, Pacific J. 


Math. 8, 295—334 (this Zbl. 84, 279), p. 326]: I Na, 2’ and 5b, 2’ are schlicht 
1 1 
in the unit eirele, then also Der az is schlicht in the unit circle. — In the present 


paper the M.S. Conjecture is disproved by appropriate choosing of Ya, 2’ and 
1 


B3 b,2’, the former to be a certain de la Vallee-Poussin polynomial, the second as a 
1 


particular Löwner function. In this case the function > (=) 2’ turns out to be a 
a! 


polynomial; which is shown to be not schlicht in the unit eircle. This contradicts the 
M. S. Conjecture. H. Waadeland. 
Ulucay, Cengiz: On the coeffieients of schlicht functions. J. reine angew. Math. 
202, 1—5 (1959). 
Letting S be the class of functions s(2) =2 + 8,2? +: -, analytic and schlicht 


in |z|< 1, the author proves that the curves /(r, s) = SE f \str e®)|d possess 
u 


a single extremal curve /(r, K)=r(1— r?)"1> /(r, s), where the equality holds 
if and only if s(z2) = K(z), where K’(z) is the Koebe’s function. As a simple conse- 
quence the estimation |s,| < en/(2 — 1/n) is proved. H. Waadeland. 
Ulucay, Cengiz: On inequalities in the theory of schlicht funetions. J. reine 
angew. Math. 202, 6—8 (1959). 
The author studies the -classes S={s(2)}, M={u(z@)} and y= {y’(2)}; 


where s@)=z2+82°+:-: is analytie and schlicht in |2|<1, u) —g 
H2? +: is odd, analytie and schlicht in |2|<1, and y() =zs'(z)/s(2) = 
1+b2+b,22 +, where s belongs to the class 8. Using the fact that the lemma 


in the paper reviewed above also holds for M and y he first proves the np 

inequality /(r, «) < (1—r?)!, from which easily follows the estimation As 

de/9, and I(r,y)<2(1—r)", with |b,|<4e/3 as a simple consequence. 
4* 
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By the same method also may be obtained the exact inequalities 


2n 27 
1 s’(z) + 3r?) al r2 
nl: nd Ef era 


s (2) u, i-—r) 
H. Waadeland. 
Clunie, J.: On schlicht functions. Ann. of Math), II. Ser. 69, 511—519 (1959). 
Using the method of Littlewood the author proves the lose theorem: 12 
0<iA<tn and if kisa sufficiently large integer, Gepenling on A, and Z, is fixed, 


[&1> 1, anda(d)=exp(2 Fr), |EI<1, then g(e) = [pi Hast I byzm 


is schlicht in |2|>1 and maps |2|>1 onto er exterior of a Tören | 
eurve; further, f n= — 1+k+k2+.:..+1% then |b,| > 2-losAlosk. 
«mi+logilloek, By means of this theorem Mr may be constructed examples 

for which b, = O(n”!) does not hold. He proves for the same p(£) with A > 0 


and k> 3 suitably chosen, that Q(z [pr o(£) dd is schlicht and bounded in | 


lz|<1, and that 7: log+ |2’(o e‘)| 48 > K{—log (1—o)}!!?, (0 <e<1), where 


K is a positive constant. This theorem shows that the result of Flett (this Zbl. 64, 
321) 

+n 

f |10g 0’ (e &®)| 48 —= O([—-log (1 — 0)]"R) 


is the best possible. H. Waadeland. 
Gal’perin, I. M.: Über argf’(z) einer p-wertigen Sternfunktion. Ukrain. mat. 
Zurn. 11, 207—210 (1959) [Russisch]. 
Man betrachte die im Kreise |2| <1 »-wertigen Sternfunktionen der Form 


he) = 2.»3p —ı n(lL—2et)gu)), Oo <t<2m eigene 
ö 


2n 
wo u(t) eine im Interval (0, 277) nichtabnehmende Funktion mit fi du(t) = 2 
ö 


bedeutet. Alseine Ergänzung.der Arbeitvon Dundutenko (dies. Zbl. 73,298) findet 
Verf., daß Minimum und Maximum von arg f’(z2) auf || =r < 1 nur dann existiert, 
falls u(£) nur eine Unstetigkeitsstelle, etwa beit=t, hat. Die entsprechende Funk- 
tion hat die Form f(z) = zP/(1 — z e”*h)??. Verf. bemerkt, daß man auch das entspre- 
chende Ergebnis für die im Kreise |z| < 1 s-symmetrischen, p-wertigen Stern- 
funktionen analog erhalten kann. L. Ilieff. 

Sakaguchi, Köichi: Some celasses of multivalent funetions. Sci. Rep. Tokyo 
Kyoiku Daigaku, Sect. A 6, 205—222 (1959). 

A function is said to be of order p on an average in two directions forming an 
angle &, if f(z) is meromorphie in |2| <1 (or in z<1 and f(2)# 0,00 for 
z| = 1) and the image curve of the unit eircle by flo 2) forevery o(< 1) sufficiently 
close to 1 (or by f(z)) cuts in all 2 9 times a pair of rays starting from the origin and 
forming an angle of magnitude x (<a<nr). This class of functions, denoted by 
M (», &), was introduced by S. Ogawa and the author. The main purpose of the paper 
is to investigate properties of the sub-class N (p,&,g) consisting of the functions 


eK) =2+ B3 c„2" in M(p, &), which have no poles and no zero except the origin 
g+1 


in the unit circle. Using previous results the author proves the coeffiecient bounds 
[Cor | <2s, |Oor2| rer 9 |Oar2 — Ca | s2 — 4, 6G=p+2 — &/r), which 
‚are sharp when p—g is even, or when «= 0 or, the extremal function being 
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F(z) = 22(1 + 2)’ 72(1—2)°72. In the particular case when x = 0 or z, the sharp 
estimate f(2)<F(z) is valid. From the coefficient estimates certain fundamental 
inequalities for the function and its derivatives are obtained. Using the fundamental 
inequalities modulus and distortion theorems are proved, and the radii of g-valence, 
starlikeness and convexity are found. In the particular case of pP =q=1,x=(0,n 
the partial sums are studied. They are found to be univalent and starlike with respect 
to the origin for |2|< 1/4s, s=3—a/n, and univalently convex for |z| < 1/8. 
The bounds are sharp. Similar results are stated under the additional condition that 
the function is k-fold symmetric, and finally some theorems for a class related to 
‘N (p,x,g) are stated. H. Waadeland. 

Artemiadis, Nicolas: Sur les transformees de Fourier et leurs applications aux 
series et sur les fonetions typiquement r6elles d’ordre p. Ann. sci. Ecole norm. sup., 
III. Ser. 74, 269—318 (1957). 

Developpement de quatre notes anterieures (ce Zbl. 67, 339; 77, 75; 87, 78, 309). 
On &tablit d’abord quelques in6galites relatives aux fonctions f€ Z,(R) moyennant 
diverses hypotheses sur la transformee de Fourier de f; on applique ensuite ces 
inegalites pour obtenir des proprietes des coefficients de la serie de Taylor pour 
diverses classes de fonctions holomorphes dans le disque unite, notamment les 
fonctions typiquement reelles de W.Rogosinski et plus generalement les fonc- 
tions typiquement reelles d’ordre p considerees par A.Goodman et S.Robertson 
(ce Zbl. 42, 313). J. Deny. 

USakova (Ushakova), I. V.: Uniqueness theorem for holomorphie functions 
bounded within a unit eirele. Soviet Math., Doklady 1, 19 (1960), Übersetzung aus 
Doklady Akad. Nauk SSSR 130, 29—32 (1960). 

Die Arbeit enthält folgenden Satz: Es sei £, eine Folge von Punkten des Einheits- 
kreises, £,— 1, die im Innern eines Winkels mit der Spitze in ©&=1 und zwei 
Sehnen als Seiten liegen und für die: 


145 [Hl 


See, E_ tmisgo 
7 u Era 

gilt. Genügt die in |z2| < 1 holomorphe und beschränkte Funktion f(£) der Bezie- 
hung: lim |1—£,|In |f(&,)| = — ©, so ist f(z) = 0. Das Ergebnis wird dann auf 


—00 
die Klasse N(A) der Funktionen f(z), deren In |f(z)| eine harmonische Majorante 
besitzt, erweitert. O. Andreian-Cazacu. 

Gehring, F. W. and A. J. Lohwater: On the Lindelöf theorem. Math. Nachr. 
19, H.L. Schmid Gedächtnisband 165—170 (1958). 

Let D denote |2|<1 and I’ denote |2|=1. Let fe) =u(z) +iv(z) be 
analyticin D, and x and ß be arcs lying in D u J' and terminating at e'® such that 
f(z) can beextendedto D u x v ß continuously except possibly at e‘®. The question 
is as to whether f(z) has the sector limit «+ ib at e‘® under the assumption that 
ul)—a and v(e)—b as z—ei® along x and P respectively. The answer is 
affirmative if f(z) is bounded in D (Theorem 2), or if w(z2) = 0 in Dand «x and ß lie 
in some sector with vertex e‘® (Theorem 3). An example is given to show that the 
assumptions in Theorem 2 do not always guarantee fe)>a-+ib as z—e® in 
the whole domain between x and ß. Finally an application is made to pairs of con- 
jugate real-valued functions of one real variable. M. Ohtsuka. 

Constantineseu (Konstantinesku), Corneliu (Korneliu): Über das Verhalten 
der analytischen Funktionen auf der idealen Grenze der Riemannschen Fläche. Acad. 
Republ. popul. Roumaine, Revue Math. pur. appl. 2, hommage & S. Stoilow, 269—276 
(1957) [Russisch]. 

Eine analytische Funktion, die auf einem schlichtartigen Ende einer Riemann- 
schen Fläche von endlichem Dirichletintegral ist, läßtsich stetig (und damit in diesem 
Fall analytisch) auf den idealen Rand desselben fortsetzen, wenn bei Abbildung des 
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Endes in die schlichte z-Ebene dieser ideale Rand in eine Menge der Spanne 0 über- 
geht. Verf. will Aussagen über die stetige Fortsetzbarkeit gewinnen, wenn die Voraus- 
setzung der Schlichtartigkeit des Endes wegfällt. Ein Ende heißt vom Typus O,, 
(bzw.O,,)), wenn jede Riemannsche Fläche, die durchkompakte Ergänzung des Endes 
entsteht, von diesem Typ ist, d.h. außer Konstanten keine beschränkten harmoni- 
schen Funktionen (keine harmonischen Funktionen mit endlichem Dirichletschem 
Integral) zuläßt, deren Konjugierte längs jedes zerlegenden Rückkehrschnittes die 
Periode O0 hat. Es wird gezeigt: eine Funktion auf einem solchen Ende, die beschränkt 
ist oder ein endliches Dirichletintegral besitzt, läßt sich stetig in ein Randelement 
fortsetzen, falls dieses die Kapazität 0 besitzt. H. Grunsky. 


Kuramochi, Zenjiro: On the ideal boundaries of abstract Riemann surfaces. 
Osaka math. J. 10, 83—102 (1958). 

Es sei R eine Riemannsche Fläche mit positiver Berandung. Verf. bewies früher 
[Osaka math. J. 7, 109—127 (1955; dies. Zbl. 64, 325)], daß für R€EO, und 
RE Oyp (Op) die Relation R— R,€ O,3 (0,2) gilt. Dieses Theorem wird verallge- 
meinert indem u. a. Minimalfunktionen herangezogen werden, über derenVerhalten 
spezielle Aussagen gemacht werden. H. P. Künzı. 

Kuramochi, Zenjiro: Mass distributions on the ideal boundaries of abstraet 
Riemann surfaces. III. Osaka math. J. 10, 119—136 (1958). 

Verf. gibt eine Präzisierung, sowie auch eine Erweiterung einer früheren Arbeit | 
(dies. Zbl. 72, 295). Wiederum definiert er eine harmonische Funktion N(z, p), | 
sowie ideale Randpunkte und studiert gewisse Eigenschaften superharmonischer | 
Funktionen in R. p sei ein Minimalpunkt im Sinne des Verf. und v(p) eine Umgebung 
von p; weiter stelle VM (z) eine harmonische Funktion in v(p) so dar, daß VM(z) — 
min (M,n(z, p)) auf öv(p) und V*(z) habe M.D.I. über v(p). Setzt man V(e)—= | 

„an VM(@):M'=supN(z,p), dann gilt: NP) —-V@=N(2,p)>0 und, 


-=M’ 
N '(z, p) hat dieselben Eigenschaften wie N (z, p). Weiter folgen Betrachtungen über ° 
funktionentheoretische Gleichgewichtspotentiale im Zusammenhang mit Kapazi- 
tätsfragen. H. P. Künzi. 

Myrberg, Lauri: Über meromorphe Funktionen auf endlich vielblättrigen Rie- 
mannschen Flächen. Ann. Acad. Sci. Fennicae, Ser. AI 286, 17 p. (1960). 

F sei eine Riemannsche Fläche, @ eine kompakte Teilfläche (mit analytischem | 
Rand), f(z2) eine auf F meromorphe Funktion und 7(f,G,2,) die charakteristische 
Funktion von fin bezug auf @ und 2, (€ @), wie sie Verf. bereits in seiner Arbeit 
„Über meromorphe Konktionen und Kovarianten auf Riemannschen Flächen“ | 
(dies. Zbl. 78, 67) betrachtet hat. Verf. definiert dann in der vorliegenden Arbeit unter 
Verwendung des chordalen Abstandes zweier Punkte die „sphärische Form“ 7*(f,@,2,) | 
der charakteristischen Funktion, die mit 7(f,@,z,) durch 


s 756) le yYI + |ie)P< Te )< 
< T(,@, 2) —logYı+ F@) + 310g 2 
zusammenhängt und die Darstellung 


TEN: G, 20) nf 4A (f; Gy, 20) dA 


besitzt, wobei G, die Teilfläche g (2, @, x >A[g(2, @,2,) ist die Greensche Funktion ' 
von @ mit dem Pol z,] und A (f, G,, z,) den sphärischen Inhalt des durch f(z) entwor- | 
fenen Bildes von G; bedeuten. Im weiteren wird die Gesamtheit f, aller derjenigen | 


meromorphen Funktionen f(z) betrachtet, die jeden komplexen Wert höchstens n- | 


mal (n endlich) annehmen. Ist dann F eine Riemannsche Fläche der Klasse F, 
(d. h. es ist F nullberandet und die Menge /, für diese Fläche nicht leer), so sind die 
drei folgenden Aussagen für eine meromorphe Funktion f(z) gleichwertig: 1° f(z) € fo, 
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2° Der sphärische Inhalt der durch » = f(z) entworfenen Bildfläche von F ist endlich: 
Alt, F)<+tm. 3° T*(f,G,2,)<a:g(2,@,2), wobei a eine Konstante ist, 
2,2%, € @°, @° eine feste kompakte Teilfläche und @D@° ist. Wegen 2° folgt ins- 
besondere, daß f(z) zu f, gehört, wenn f(z) außerhalb einer kompakten Menge be- 
schränkt ist. Aus 3° folgt unter Verwendung der Abschätzung (*) aus bekannten 
Eigenschaften der Funktion 7'(f, G, z,) (vgl. die schon oben zitierte Arbeit des Verf.), 
daß /, ein Körper ist. Ist F eine Riemannsche Fläche der Klasse F,, so bildet jede 
Funktion w=f(z)E f, die Fläche F konform auf eine Überlagerungsfläche der 
w-Ebene ab, die — abgesehen von einer Punktmenge der Kapazität null — jeden 
Punkt n-mal überdeckt. Außerdem besitzt eine Funktion f(2)€ f, in jedem Rand- 
_ element (definiert durch abnehmende Folgen nichtkompakter Teilflächen) der Fläche 
Fe F, einen Grenzwert. Verf. beschließt seine Untersuchungen über die Klasse fy 
von meromorphen Funktionen auf einer Fläche F€ F, mit dem Satz, daß jede 
Funktion f(z)E€ f, in der Form f(z) = A(f,(z)) darstellbar ist, wo A(w) eine alge- 
braische Funktion von w und f,(z) eine beliebige Funktion aus /, ist. Diesen Satz 
verwendet Verf. um eine Klasse von Abelschen Integralen zu definieren. 
W. Tutschke. 


Tsuji, Masatsugu: Behnke-Stein’s theorem on the existence of a basie differential 
on a compact Riemann surface with boundary eurves. Commentarii math. Univ. 
Sancti Pauli 8, 45—51 (1960). 

Verf. schließt an den von Behnke und Stein bewiesenen Satz an [H. Behnke 
und K. Stein, Math. Ann. 120, 430—461 (1948; dies. Zbl. 38, 235), Satz 12], daß 
auf einer nichtkompakten Riemannschen Fläche F eine eindeutige meromorphe 
Funktion f(p, q) existiert (p,ge F), so daß das Differential dw(p, q) = f(p, q) dp 
für p=g endlich ist und für p = gq in lokalen Parametern £, z von p bzw. q die 
Entwicklung dw(p, q) = (1/(&E —z2) +: :)dö besitzt. Er beweist diesen Satz 
(Theorem 1) für den Fall, daß F kompakt ist und von einer endlichen Anzahl von 
analytischen Kurven berandet wird. Die universelle Überlagerungsfläche von F 
wird dazu konform auf |£| <1 abgebildet. Ist p = go(£), so ist p(£) automorph 
in bezug auf eine Fuchssche Gruppe @ (mit den Elementen 8,). Verf. setzt dann 


A 1 d8,(?) 
In 


und leitet hieraus das gesuchte Differential dw(p, q) her. Setzt man analog 


7 a8,(2) 
re ae 
Ke( 0) >; (S,(E) „es Gays de 


v 


(oe > 1, ganz, a, ist der Parameter eines festen Punktes p,€ F), so wird die Existenz 
einer eindeutigen meromorphen Funktion f(p) gezeigt, die überall endlich ist, außer 
in p,, wo sie den Hauptteil 1/(£ — a,)® besitzt (Theorem 2). Die nach Theorem 1 exi- 
stierende meromorphe Funktion f(p, q) wird benutzt, um auf F ein Abelsches Diffe- 
rential erster Gattung zu konstruieren, das vorgeschriebene Perioden längs eines 
kanonischen Rückkehrschnittsystems und längs N — 1 der N Randkurven besitzt 
(Theorem 3). W. Tutschke. 


Tarumoto, Köichi: Cauchy integral on Riemann surfaces. Proc. Japan Acad. 
35, 349—353 (1959). | 

B sei ein Teilgebiet einer nicht-kompakten Riemannschen Fläche R; der relative 
Rand /' von ® bestehe aus endlich vielen analytischen Jordankurven; das Komple- 
ment von Bin Rt sei B*; dF(y, z) sei ein fest gewähltes Elementardifferential auf R 
(Analogon zu dy/(y — z) im schlichten Fall). — Betrachtet wird der lineare Raum X 
aus denjenigen Funktionen auf /', die in bezug auf holomorphe Parameter einer Höl- 


‚der-Bedingung genügen. Für fEX ist = f f(y) dF(y,z) holomorph in ® und 
ELHEN 
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8* — I’ und besitzt auf I’ von B bzw. von B* — I’ her stetige Randwerte Z+ f} 
bzw. —L’ f, die wieder zu X gehören. Auf dem Teilraum von &, der aus den auf I’| 
holomorphen Funktionen besteht, sind Z* und L7 die vom Ref. eingeführten Opera- ! 
toren der Laurent-Trennung (vgl. dies. Zbl. 77, 288; 81, 69), deren Eigenschaften | 
auch auf & gültig sind: Z+, L- sind Endomorphismen von &, für de ID =IL-Lt| 
und L+ + = Identität gilt. Falls B* relativ-kompakt ist, gilt Ztf=f genau | 


dann, wenn f L*do=0 für jedes auf /' holomorphe Differential do; die für 


? | 
diese Aussage benötigte Definition des Operators L*, angewandt auf Differentiale, | 
findet sich in den oben zitierten Arbeiten, ist jedoch in der vom Verf. gegebenen | 
Form unhaltbar. H.. Tietz. 


Kuramochi, Zenjiro: On harmonie functions representable by Poisson’s integral. | 
Osaka math. J. 10, 103—118 (1958). 

T sei eine Riemannsche Fläche mit positiver Berandung und {R,} bedeute eine | 
Ausschöpfung mit kompakter relativer Berandung OR,. @(z) heiße verallgemeinerte | 
Greensche Funktion, wenn @(z) nichtnegativ und harmonisch ist in R; wenn weiter | 
das harmonische Maß von (BAETER; @G() > ö]) nullist für 6 > (0 und das‘ 
Dirichletintegral D[min (M,@G(z))] <kM für M < oo. Verf. betrachtet die posi- | 
tive, harmonische Funktion W(z) in R, die sich in R superharmonisch verhalte. | 
Für W(z) = U(z) + V(z) sei U(z) eine harmonische Funktion in R und Vz) eine | 
verallgemeinerte Greensche Funktion. Hat R keine singulären Punkte von der Green- | 
schen Funktion, dann ist V@)=0 und W(z) läßt sich darstellen als Poisson- 
Integral. Weitere Eigenschaften der verallgemeinerten Greenschen Funktion werden l 
betrachtet. H.P2Rüna, a 

OZuztöreli, M. Namik: Sur les eas d’&puisement des surfaces de Riemann & | 
type hyperbolique. Revue Fac. Sci. Univ. Istanbul, Ser. A 22, 123—126 (1959). | 

Die Frage der regulären Ausschöpfbarkeit einer Riemannschen Fläche wird für | 
den Fall untersucht, in dem die erzeugende analytische Funktion der Fläche in einem | 
beliebigen Gebiet definiert ist, das eine Greensche Funktion besitzt. Die Fläche ist | 
regulär ausschöpfbar, sobald die sphärische Normalform der Charakteristik stark | 
genug anwächst. Hierüber werden zwei Sätze bewiesen, darunter dieVerallgemeinerung 
eines bekannten Satzes der klassischen Theorie. P. Seibert. 


Possel, Rene de: Sur les varietes A deux dimensions, les ensembles du type maxi- | 
mum et le prolongement des varietes conformes. ©. r. Acad. Sci., Paris 249, 985—987 | 
(1959). 

Let ö,, ö,, ..... be non-overlapping open arcs on |2| = 1. If, for any conformal | 
mapping of |2|<1 into |w| <1 with the property that each ö, corresponds to | 
an arc on |w|=1, the image of |2|<1 coincides with |w|<1, A=U68, is | 

: | 


called of maximum type. This notion is used to give a criterion for an open Riemann | 
surface V to be prolongable. Suppose that the universal covering surface of V is | 
mapped conformally into |2|<1. A fundamental domain // in |2|<1 is called 
canonical if its boundary inside |z| < 1 consists of pairs of mutually disjoint eir- | 
cular arcs terminating on |2| = 1 and two circular arcs of each pair are equivalent | 
to each other (namely, correspond to the same curve on V) and orthogonal to |2| = 1. | 
We shall denote by A(IT) the sets of points on |2|=1 none of which lies on the bound- | 
ary of II. The principal theorem asserts that V is prolongable if and only if one | 
of the following conditions is true: a) There is a closed curve non- homotopie to zero | 
on V which divides V into two parts in such a way that at least one part is planar. 
b) There is a canonical fundamental domain ]/ in |z2| < 1 such that A(IT) is not of | 
maximum type. M. Ohtsuka. 

Heins, Maurice: The conformal mapping of simply-conneeted Riemann sur- \ 
faces. II. Nagoya math. J. 12, 139—143 (1957). | 


SEN 
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(Teil I s. dies. Zbl. 37, 55). — Diese Beweisanordnung des Riemannschen Satzes 
über die Abbildung einfach zusammenhängender Riemannscher Flächen kommt ohne 
Radös Satz von der Existenz einer abzählbaren Basis aus. Der Beweis, der mit sub- 
harmonischen Funktionen arbeitet, liefert nebenbei eine Begründung des Radöschen 
Satzes. H. Wittich. 

Sja, Do-Sin: Parametrische Darstellung der quasikonformen Abbildungen. 
Science Record, n. Ser. 3, 400—407 (1959) [Russisch]. 

Verf. bezeichnet mit U, die Klasse der Q-quasi-konformen Abbildungen des 
abgeschlossenen Einheitskreises auf sich selbst, welche die Punkte 0 und 1 unverän- 


‚ dert lassen und mit S, die Abbildungen aus U „, die zweimal differenzierbar sind und 


deren partielle Ableitungen zweiter Ordnung im abgeschlossenen Einheitskreise eine 
Hölder-Bedingung erfüllen. Sind in A=(2|<1)x(0<t< T) die Funktionen 
p(,t) >1 und d(z,t) der Klasse 0! gegeben, so genügt die Abbildung w—= 
fa,ı)eU, mit Simon p und 5 der Gleichung 


m a ee ze arte a ne en 


wobei p(£,t) eine te. Funktion der komplexen Dilatation und f1(£, 2) ist. 
Ein ähnliches Resultat wird für den Fall: p und d unabhängig von t festgestellt. 
Daraus folgt eine Parameterdarstellung für die Abbildungen von S,. Wenn f(z) zu 
S. gehört, besteht @(z,t) auf A, T=10gQ, plz, t)e 0!, |pz,t)|< 4, so daß f(z) 
mit der Lösung f(z, T) der Gleichung (1), für die Anfangsbedingung f(z, 0) =, 
übereinstimmt. Ist umgekehrt o(z, t) eine Funktion wie oben, so gehört die Lösung 
f(z, t) der Gleichung (1) mit f(z, 0) = z zu der Klasse U... Als Anwendung ergänzt der 
Verf. ein Ergebnis von Lavrent’ev und Belinskij: 


|f(@ enre 
su I'(1)4, 
ese, lgQ Am (2) 


C. Andreian-Oazacu. 
Bergman, Stefan: A class of pseudo-conformal and quasi-pseudo-conformal 
mappings. Math. Ann. 136, 134—138 (1958). 
X=X(w,y), Y=/Y(z,y) sei eine konforme Abbildung des Quadrates 
Pzxr<1, 0<sy<sl] aufein Gebiet B der (X, Y)-Ebene. yo) sei die Länge 


des Bildes“der Strecke Sr =<1, y=y,|. Dann gilt jew )dy << F(B), 


wobei F(3) der Flächeninhalt von ® ist. Diese Aussage wird auf pseudokonforme 
Abbildungen von zwei komplexen Veränderlichen übertragen: Die holomorphen 
Funktionen Z,=Z,(2,,2,), k=1, 2, mögen das Gebiet ( <2,<s1, 0<y,<s1, 
k—= 1,2] des 0? auf das Gebiet R im C* eineindeutig abbilden. Dann gilt 


RT 
1 N [Ey y)P dyı dd, < VRR), 


wobei V(NR) das vierdimensionale Volumen von N und 


(0) zo) y 
L(yP, yo) = f f u de, de, ZO=Z, (0, +iy0, 2, +1,90), 

k=1,2, ist. Einige nen; z.B. auf quasi-pseudokonforme Abbildun- 
gen werden skizziert. F. Sommer. 

Vekua, I.N.: Einige Fragen der Theorie der verallgemeinerten analytischen 
Funktionen und ihrer Anwendungen in Geometrie und Mechanik. Bull. math. Soc. 
Sci. math. phys. R.P.R., n. Ser. 1 (49), 233—247 (1957) [Russisch ]. 

Verf. gibt eine Zusammenstellung zahlreicher Resultate, von denen er einige 
zum Teil schon früher veröffentlichte oder in Vorträgen aussprach. Dabei handelt 
es sich um Funktionen, die in einem elliptischen Gleichungssystem der Form öw/öz + 
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Aw-+Bw=( auftreten. Die Fundamentaleigenschaften solcher Lösungen gehen 
auf T. Carleman zurück. Besonders eingehend wurde dieses Problem von L. Bers 
und dem Verf. in den letzten Jahren untersucht. Im vorliegenden Bericht befaßt 
sich Verf. unter anderem mit dem obigen Gleichungssystem mit unstetigen Koeffi- 
zienten, wobei recht interessante Aufgaben der Geömetrie und Mechanik vorkommen. 
Weiter wird angenommen, daß die Koeffizienten A und B der obigen Gleichung in 
der gesamten komplexen Ebene vorgegeben sind und der Klasse L,,(p> 2) an- 
gehören. Die Klasse enthält Funktionen, die im allgemeinen komplexe Werte an- 
nehmen und den Bedingungen f(z) und |2|? f(1/2)EL, (|2|< 1) genügen. Nimmt 
man als Norm der Elemente der Menge L,,s den Wert 
1/p 
dx dy) 


D=(„S \eraua)'® +( 1, If | 5) 

zZ 

an, so wird DB einen vollständigen Raum vom Banachschen Typus darstellen. 

Im Falle eines begrenzten Gebietes G@ werden die Funktionen der Klasse L,(@) zu 

L,,. gerechnet, indem diese als Nullstellen außerhalb @ betrachtet werden. Für diese 

Räume werden verschiedene Aussagen hergeleitet bezüglich der gesuchten Lösungen. 
Süray, Saffet: On the analytie funetions of order n. (Applieation to the plane \ 

elastieity.) Quart. appl. Math. 15, 283—290 (1957). 
Mehrere Fragen werden betrachtet, die die von Burgatti analytische Funktio- 

nen n-ter Ordnung genannten Funktionen einer komplexen Veränderlichen z und 


n—1 

ihrer komplex-konjugierten 2 der Form Q2,(2,2) = =, # f,(2), (wobei die f,(z) 
analytisch sind) betreffen. Setzt man z=xr +iy,Q,=P,„+iQ, so sind P,, Q, 
reelle n’-hyperharmonische Funktionen der reellen Variablen x, y, wobei die ‚„Ord- 
nung der Harmonizität“ »’ nicht größer (und zuweilen tatsächlich kleiner) als die 
„Ordnung der Analytizität“ n ist. Verf. studiert unter anderem gewisse Transfor- 
mationen, welche hyperharmonische Funktionen zweier Veränderlichen wieder in | 
ebensolche Funktionen (im allgemeinen anderer Ordnung) umwandeln, und gewisse | 
Kurvennetze, welche in der Theorie der ebenen Elastizität Anwendung finden. 

G. Oimmino. 

Springer, George: Interpolation problems for functions of several complex vari- 
ables. J. Math. Mech. 7, 957—962 (1958). 

E sei ein Holomorphiegebiet im 0%, D ein Gebiet, dessen abgeschlossene Hülle | 
Din E liegt. In E sei eine analytische (n — 1)-dimensionale Menge M gegeben, zu | 
der eine holomorphe Funktion f in Z existiert, deren genaues Nullstellengebilde M_ | 
ist. 22(D) sei die Klasse aller in D holomorphen und Funk- 


tionen g, für die also ||g|| = SInrav <oo ist. g gehöre zu 22(D). H%(D) sei | 


die Klasse aller Funktionen he € &(D), für die (k — g)f aus 22(D) ist. “Gesucht wird | 
die Funktion A,e Hir(D), für die ||A,|| minimal ist. Zur Lösung wird eine ab- | 
zählbare Basis ®, von &2(D) mit der Gewichtsfunktion ||? orthonormalisiert: 


9,P),= [IP O.DraV — Om 
und daraus die gewichtete Tiere Kernfunktion 
KAAN- EDS, N, Zen... m)ED T-lu...WED, 
konstruiert. Dann ist 
h(z) = a2) —FlZ) [al HT) K,(Z, T) AVr. 


Eine weitere Darstellung erhält man mit Hilfe der Kernfunktion X ,(Z, T) des 
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linearen Raumes ar(D) aller Funktionen h=cg-+f®, wobei c eine komplexe 


Konstante und g + De Här(D) ist. Dabei ergibt sich zwischen X, und Kır die 
Relation 


Ku(z, 7) Di Z,W)dV 

am = rm [om im K.AZ.WAaV,. 
Die Ergebnisse werden schließlich auf meromorphe Funktionen in Gebieten im 0? 
mit ausgezeichneter Randfläche übertragen. F. Sommer. 


Look, K. H.: Schwarz lemma in the theory of funetions of several complex 
variables. Science Record, n. Ser. 1, Nr. 2, 5—8 (1957). 

Ist D ein beschränktes Gebiet der 2-Ebene, das konform auf den Einheitskreis 
abgebildet werden kann, ferner w — f(z) eine holomorphe Abbildung von D in sich, 
ds(z,2) das Linienelement der Bergmannschen Metrik des Gebietes D, so gilt nach 
dem Schwarzschen Lemma: ds?(w, w) < ds?(z,2), und das Gleichheitszeichen tritt 

‚dann und nur dann auf, wenn die Abbildung topologisch ist. Diese Aussage gilt 
nicht mehr für beliebige Gebiete D des 0”. — Klassische Verallgemeinerungen des 
Einheitskreises im Raum von mehreren komplexen Veränderlichen sind die transi- 
tiven Gebiete: R1: 1 — ZZ’ > 0, woZ eine m X n-reihige Matrix, Rır: 1 -—ZZ> 0, 
wo Z eine nxn-reihige symmetrische Matrix, Ns: I+ZZ>0, woZ eine 
n x n-reihige schiefsymmetrische Matrix, Rıv:1 + |z 2’? — 222° > 0,1 — |zz’ 
wo 2= (%,...,2,) ist, und ihre topologischen Produkte. Nun gilt: 1. Ist D ein 
beschränktes transitives Gebiet und w = f(z) eine holomorphe Abbildung von D in 
sich, so gilt (1): ds?(w, w) < k? ds? (z, 2), wobei k eine nur von D abhängende posi- 
tive Konstante ist. 2. Gibt es einen Punkt z aus D, so daß ds? (w, w) = ds? (2, z) ist, 
so ist w= f(z) ein Automorphismus von D. 3. Die kleinste positive Konstante %k 
eines Gebietes D, so daß für sie stets (1) gilt, sei k,(D). Für die klassischen Gebiete R 
ist ko sr — 1 dann und nur dann, wenn It die Hyperkugel 22’ <1 ist. Ferner 


ist ko ( en Fr m<n, k(NRn) = Vn, k, (Rım) = Yürl, k, (Rıv) = v2, 
wenn n = 2, ku(R,) = rn, wenn R, der Polyzylinder {|2,|<1,..., |2,| < 1} ist. 
F Sommer. 


Bremermann, Hans J.: Die Charakterisierung Rungescher Gebiete durch pluri-sub- 
harmonische Funktionen. Math. Ann. 136, 173—186 (1958). 

Sind D* und DC D* Holomorphiegebiete des 0”, so nennt Verf. D „Rungesch 
relativ zu D*“ (kurz: DNS D*), wenn sich jede in D holomorphe Funktion gleich- 
mäßig im Innern von D durch in D* holomorphe Funktionen approximieren läßt. 
Bekanntlich ist das genau dann der Fall, wenn D holomorphkonvex in bezug D* ist. 
Dieser Aussage, die der Charakterisierung der Holomorphiegebiete durch die Holo- 
morphiekonvexität entspricht, versucht Verf. ein Kriterium an die Seite zu stellen, 
das von der Kennzeichnung der Holomorphiegebiete durch die Pseudokonvexität aus- 
geht. Es wird definiert: D heißt pseudokonvex relativ zu D*, wenn D= lim D,, 


vo 


D,CD,;ı und D, = {z | V,(z) < 0} ist, wobei die Funktionen V,(z) in D* plurisub- 
harmonisch sind. Das -..r.. der Arbeit ist nebst einigen Anwendungen u. a. 
auf Tubengebiete, auf die Theorie der Banach-Algebren sowie der Silov-Ränder die 
folgende Aussage: DA D* gilt genau dann, wenn D pseudokonvex relativ zu D* ist. 
F. Docquier. 


Taylor, J. 6.: A theorem of continuation for functions of several complex 
variables. Proc. Cambridge philos. Soc. 54, 377—382 (1958). 

In der relativistischen Quantenfeldtheorie ist man neuerdings daran interessiert, 

zu konkret gegebenen schlichten Gebieten D im (© die Holomorphiehülle #(D) ex 

_ plizit zu konstruieren. Diese Holomorphiehülle ist ein Holomorphiegebiet ZH. Nach 

einem Ergebnis von H. J. Bremermann (dies. Zbl. 70, 304) ist ein schlichtes 
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Gebiet H dann und nur dann ein Holomorphiegebiet, wenn — log d,,(2) plurisub- | 
harmonisch ist, wobei d,,(z) der euklidische Randabstand des Punktes z in 4 vom 
Rand von H ist. Gestützt auf diese Tatsache wird bewiesen: 1. Sei V (z) die größte | 
plurisubharmonische Minorante von —logd,(2) in D. Dann gilt: 


D — U 2’: || — 21) <exp -V&))]CE(D). 
ze 
2. Ausgehend von D kann man die Gebiete D),=D, D,u=D, nr =12,3,...W% 
konstruieren. Ist dann #(D) schlicht, so gilt #(D) = e D 
N= 


„. 9. Es seiz eine ana- 


lytische Ebene: z=%,-+Aa; 2,a€ 0"; A beliebig komplex. Ferner si D,— 
anDundv (A) = —logdp (zo +Aa). V„(A) sei die größte subharmonische Mino- | 
rante von v(A) im Gebiet A der A-Ebene, für das 20 +4a in D, liegt. Dann gilt \’ 
DuD,CE(D), wenn | 
D,— U BEe 2 ep A] 


AeA 
ist. — An einem Beispiel wird die Konstruktion des Gebietes D’ erläutert. 
i F. Sommer. | 
Edwards, R. E.: Simulteneous analytie continuation. J. London math. Soc. 
34, 264-272 (1959). ] 
Verf. wendet einige Sätze der Theorie der Frechet-Räume auf Fortsetzungs- | 
probleme der Funktionentheorie an und erhält u. a. die folgenden Aussagen (X ist | 
eine komplexe Mannigfaltigkeit, D ein im Unendlichen abzählbares Teilgebiet und | 
H(D) der Vektorraum der in D holomorphen Funktionen, versehen mit der kompakt- | 
offenen Topologie): Theorem 1: Ist x, ein Randpunkt von D, so sind die folgenden | 
Aussagen gleichwertig: a) lim sup {|f(@«)| :x€D, 2—2,} < + oo für jedes f in | 
H(D) b) es gibt eine Umgebung V (in X) von x, derart, daß das Funktional f— | 
sup {|f(@)|:z€ VD} auf H(D) stetig ist c) es gibt eine kompakte Teilmenge K | 
von D derart, daß (mit K als der H (D)-Hülle von K) x, nicht in der abgeschlossenen | 


Hülle von D— K enthalten ist. Theorem 2: x, sei ein Randpunkt von D, in welchen | 
jede Funktion von H(D) hinein holomorph fortgesetzt werden kann. Dann gibt es | 
eine Umgebung V von x,, in welche jede Funktion von 4 (D) holomorph fortgesetzt | 
werden kann. Theorem 4: (X,p) sei ein Riemannsches Gebiet über dem 0* und 
FC H(X) entweder ein abgeschlossener Untervektorraum oder ein beschränkter, | 


abgeschlossener, konvexer Kreisbereich in H (X). (rt ?) sei die Holomorphiehülle ( 
von F. Wenn jede Funktion fe F in H(X) der Limes von Funktionen go peF | 


(geH (BXN)) ist, dann ist ? eine injektive Abbildung. Eine Aussage über die Fort- | 
setzung von Funktionen auf dünnen Mengen beschließt die Arbeit. Es sei angemerkt, 
daß das Corollar zu Theorem A lückenhaft ist. H. Röhrl. 

Jurcheseu, Martin: On a theorem of Stoilow. Math. Ann. 138, 332—334 
(1959). 

Verf. zeigt: Ist X ein zusammenhängender, lokal zusammenhängender, lokal 
kompakter Hausdorff-Raum, der dem ersten Abzählbarkeitsaxiom genügt, und gibt | 
es eine stetige Abbildung f von X in einen Hausdorff Raum X,, der dem zweiten 
Abzählbarkeitsaxiom genügt, derart, daß für jeden Punkt x, in X, die Menge f!(x,) 
eine Dimension > 0 hat, dann genügt auch X dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom. 
Hieraus folgt, daß ein zusammenhängender komplexer Raum X genau dann das 
zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllt, wenn es eine stetige Abbildung von X in 
Re=II{R,|n=1,2,...} gibt (R,= R). Dieses Corollar liefert dann einen ein- 
fachen Beweis eines Satzes von Grauert (dies. Zbl. 64, 326), der besagt, daß jeder 
K-vollständige komplexe Raum dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom genügt. 

H. Röhrl. 

Grauert, Hans und Reinhold Remmert: Bilder und Urbilder analytischer Garben. 
Ann. of Math., II. Ser. 68, 393—443 (1958). 


——— 
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Verff. beginnen mit einer eingehenden Darstellung der Garbentheorie [Kohärenz, 
Cohomologietheorie, geringte Räume, Morphismen, Bilder 7,(&) und Urbilder 
ı*(®) von Garben © unter einer Abbildung r]. Ist 7: X— Y ein Morphismüs, so 
gibt es einen kanonischen Homomorphismus 7*(71,(&)— ©; & wird A-einfach 
bezüglich 7 genannt, falls dieser Homomorphismus subjektiv ist; & wird B-einfach 
bezüglich 7 genamnt, falls 7,(8)=0 für qg=1,2,... gilt; & heißt schließlich 
einfach bezüglich 7, wenn © sowohl A-einfach als auch B-einfach bezüglich r ist. 
Im folgenden sei Y ein komplexer Raum, P” der n-dimensionale komplex-projektive 
Raum, 7 die Projektion von Yx _P" auf Y, ferner sei F das holomorphe Geraden- 
‚bündel über P”, welches zu dem durch einen (n —1)-dimensionalen komplex-pro- 
jektiven Teilraum P*-! definierten positiven Divisor gehört, und % die Garbe der 
Keime holomorpher Schnitte in F. Dann gelten die Aussagen: 1. Ist & eine ana- 
lytisch kohärente Garbe über Yx PP" und Q ein relativ kompakter Teilbereich 
von Y, so gibt es eine natürliche Zahl k, = k,(@, ©) derart, daß & 8 *|Qx Pr 
einfach bezüglich  |Qx P"—Q ist für jedes k> k,. 2. Ist & eine analytisch 
kohärente Garbe über Yx P”, so ist 7,(&) analytisch kohärent für m = 0,1,.... 
Diese beiden Sätze haben weitreichende Konsequenzen; insbesondere liefern sie einen 
neuen Beweis derSerreschen [Ann. Inst. Fourier 6, 1—42(1955/56)] Theoreme A und 
B für den P". Die Beweise der obigen Sätze werden mittels Induktion geführt. Von 
‚den zahlreichen Resultaten der Arbeit sei nur noch angeführt: Ist G@ ein Gebiet im €”, 
 & eine analytische Untergarbe von 0? (Oist die Garbe der Keime holomorpher Funk- 
tionen) und gilt Z!(B, 6) = 0 für jeden holomorph vollständigen Teilbereich von 
@, dann ist & analytisch kohärnent. H. Röhrl. 


Modulfunktionen. Automorphe Funktionen. Fastperiodische Funktionen: 


Huber, Heinz: Zur analytischen Theorie hyperbolischer Raumformen und Be- 
wegungsgruppen. Math. Ann. 138, 1—26 (1959). 

The author considers homotopy classes W of closed paths on a twodimensional 
orientable closed analytic Riemann surface F with constant gaussian curvature —1. 


_ He defines u(W) =g.1.b. f ds, where the bound is taken over all paths we W. 


w . 
The universal covering space H of F is, if we carry over the differential-geometrical 
structure, a hyperbolic plane. Now let A be the group of the motions of 7. Then there 
isa 1—1 application of the homotopy classes W into the classes ®,, of conjugate 
&lements of A. Thus u(W) = g.1. ber o(Tp,p); TEDw. The author studies 
the Dirichlet series G@(p,9;3)= I r.1Cos!o(Tp,g). This is an automorphic func- 
tion with respect to A, which satisfies a functional equation: 


4,09, 94;:)+s1-)Cp 5; )+sl+)ePR 5 +) =. 

Here A, is the Laplace-Beltrami differential operator. One can find an analytie 
prolongation of @ as a meromorphic function over the whole complex plane. The 
author deduces an estimation of the number of the elements T € A, with o(Tp,g)<t. 
He obtains that’this number — 4(g— 1)-!e!; where g is the genus of F. The 
author obtains furthermore a connection between the spectrum of eigenvalues and 
that of lengths. Finally the number of homotopy classes with length <ton F 
equals asymptotically t-!e!; (t— oo). F. van der Blij. 

Maass, Hans: Über die räumliche Verteilung der Punkte in Gittern mit indefi- 
niter Metrik. Math. Ann. 138, 287—315 (1959). 

In a former paper (this Zbl. 85, 69) the author dealed with the problem to find an 
asymptotie formula for the number of sublattices in a given lattice with definite 
metric. In this paper he deals with the same problem in a lattice with an indefinite 
_ metric. The caleulations could only be carried through in the case of three dimen- 
sions with signature (1, 2). One constructs in the usual way (Siegel, this Zbl. 43, 274) 
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a theta function f(z) = I,exp{ri(e8-+iyP)[g]}. Then a Fourier series for‘ 
this function, using eigenfunctions u of the Laplace-Beltrami operator A, is con- 
structed. The Fourier coefficients are g(2, u) = I {f(z) u}, where I is an integral over! 
a fundamental domain in the space of majorants. Let h(z, u) = (any)? g(z, u),' 
(v depending on the eigenvalue A) then: - 
h(z, u) = ß,(u) + FE a,(u) W,(y) exp {nixt} 

where W, can in a simple way be expressed in Whittaker functions. (These functions 
enter using Greens formula for the integral). Now Ah satisfies a functional equa- 
tions for > — 271. A Dirichlet series ofthe type I a, (u) /t® can be seen to be a meromor- 
phic function of s. Then using Tauberian theorems and so on the following asymptotie' 
result will be found: If «, (S, B) equals the number of vectors g€ B, (a domain 
in S[x] > 0 corresponding with B) such that 0<S[g]<g then a, (8, B) m 
2 ||8||2/2 V(B) g°, (g— oo). F. van der Blij. 
Pjateckij-Sapiro (Piatetskii-Shapiro), I. I.: On a problem proposed by E. Cartan. | 
Doklady Akad. Nauk SSSR 124, 272—273 (1959) [Russisch]. 
Ein Gebiet D des komplexen C” heißt homogen, wenn die Gruppe der analyti- 
schen Automorphismen von D transitiv ist, und symmetrisch, wenn es zu jedem 
Punkt von D eine analytische Involution gibt, die diesen Punkt als einzigen Fix- 
punkt hat. Es ist bekannt, daß jedes beschränkte symmetrische Gebiet homogen 
ist. Die beschränkten symmetrischen Gebiete sind bis auf Äquivalenz durch bi-' 
holomorphe Abbildungen bekannt, außerdem weiß man, daß ein beschränktes homo- 
genes Gebiet des CO” symmetrisch ist, wenn n < 3 oder die Automorphismengruppe 
halbeinfach ist. Verf. gibt im C* und 0° je ein Gebiet an, das biholomorph einem 
beschränkten Gebiete äquivalent, homogen, aber nicht symmetrisch ist. Es handelt 
sich um Definitionsgebiete gewisser automorpher Funktionen, die vom Verf. kürzlich 
untersucht wurden (vgl. dies. Zbl. 80, 62). Für das Gebiet ZH im 0° wird eine 
Beweisskizze gegeben. H ist nicht beschränkt, ein etwas größeres Gebiet läßt! 
sich aber ohne Mühe biholomorph auf ein beschränktes Gebiet abbilden. Einige 
explizit angegebene Automorphismen von H garantieren die Homogenität. Dann | 
wird der Silov-Rand @ von H bestimmt, die eindeutig bestimmte kleinste Teilmenge @ 
des Randes R von H mit der Eigenschaft, daß jede in 7 holomorphe und auf dem 
Rand von H noch stetige Funktion ihr Maximum auf G@ annimmt. @ hat die reelle 
Dimension 7 und die Automorphismengruppe von H ist auf R—G transitiv, was 
bei den beiden einzigen Prototypen symmetrischer Gebiete im 0°, deren Silov- 
Rand die reelle Dimension 7 hat, nicht der Fall ist, Es ist zu hoffen, daß bald: eine | 
ausführliche Darstellung erscheint, da die Bestimmung des Silov-Randes im allge- 
meinen eine mühsame Angelegenheit ist und es außerdem meines Wissens in der 
Literatur keinen Beweis für die Invarianz der Dimension des Silov-Randes bei biholo- 
morphen Abbildungen gibt. K.-B. Gundlach. 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


e Garnier, Rene: Cours de mathömatiques generales (analyse et geometrie). 
IV: Equations diff6rentielles. Equations lineaires aux deriv6es partielles. Enonees de 
problemes d’examens. (Cours de la Facult& des Sciences de Paris.) Paris: Gauthier- 
Villars, Editeur-Imprimeur-Libraire 1959. VI, 275 p. 45,00 NF. 


.. Il quarto volume del ‚Cours de mathematiques generales‘‘ comprende i capi- 
toli XV e XVlIdel corso. Il cap. XV & dedicato alle equazioni differenziali ordinarie. 
Il $1 tratta le equazioni del primo ordine: & esposto il metodo di integrazione per 
serie (nel caso analitico) per l’equazione in forma normale, supponendo dimostrata 
la convergenza dello sviluppo, € dato un cenno dei metodi di integrazione grafica 
(con numerosi esempi e figure); sono trattati dettagliatamente i varü tipi di equazioni 
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del primo ordine, integrabili per quadrature, con varii esempii e applicazioni geome- 
triche. Il $2 & dedicato alle equazioni del secondo ordine e di ordine superiore: 
© esposto il metodo di integrazione per serie, & dato il concetto di integrale primo, 
sono trattati i tipi usuali di equazioni del secondo ordine, anche qui dando larga 
parte agli esempii e alle applicazioni geometriche. Il $3 tratta le equazioni lineari, 
con particolare riguardo a quelle del secondo ordine, e il $ 4 infine & dedicato ai 
sistemi di equazioni differenziali, dei quali sono date numerose applicazioni. Chiude 
il capitolo un’ampia raccolta di esereizii. Il cap. XVI & dedicato alle equazioni a 
derivate parziali. Il$ 1 tratta delle equazioni lineari del primo ordine, specialmente 
da un punto di vista geometrico. Il $ 2 considera le equazioni ai differenziali totali, 
per le quali sono esposti i metodi di Bertrand e di Mayer. Nel $ 3, dopo esposta la 
genesi dell’equazione delle corde vibranti, ne & dato l’integrale generale, & dimostrata 
la formula di D’Alembert, & esposto il metodo di D. Bernoulli, e infine & sviluppata 
la teoria delle serie di Fourier, illustrata da numerosi esempii. Anche al secondo ca- 
pitolo fa seguito una raccolta di esercizi. La ‚Note‘“ VIII espone il metodo delle 
approssimazioni successive di E. Picard per equazioni e sistemi di equazioni diffe- 
renziali ordinarie. La ‚‚Note‘“ IX mostra come la teoria delle matrici si applichi ai 
sistemi di equazioni differenziali lineari. La ‚Note‘ X espone alcune generalizzazioni 
dell’equazione di Clairaut. Il volume si chiude con una raccolta di problemi proposti 
per il „‚Certificat d’etudes superieures de mathematiques gen£rales“. 
M. Oinquini-Cibrario. 

Per&inkova-V’Ckova, Danica: Complements au traite de Kamke. Fac. Philos. 
Univ. Skopje, Sect. Sci. natur., Annuaire 10, 37—42, französ. Zusammenfassung 42 
(1959) [Serbo-kroatisch]. 

L’A. etudie l’&quation x S(z,y) dy+yT (x, y) de = 0, S et T &tant des poly- 
nömes en x et y du degre n. Il s’agit d’appliquer la methode classique de L. Euler 
sur les facteurs integrants: Institutiones Calculi Integralis, Vol. I [Opera omnia 
Series prima Volumen undecimum edit. F. Engel et L. Schlesinger Leipzig, Berlin1913] 
Probleme 60, Nr. 463—465 (p. 293—295). Le facteur est cherch& sous la forme 
M (xP yo)-k, p,gq,k &tant des constantes, sous la condition que le rapport 
Piz, y)/Q(z,y)=<K. N. Saltykow. 

Kukles, I. $.: Über die singulären Punkte gewisser Differentialgleichungen. 
Trudy tret/ego vsesojuzn. mat. S’”’ezda, Moskva, Ijun-Ijul’ 1956, 3, 81—91 (1958) 
[Russisch ]. 

Im ersten Teil der Arbeit wird der Verlauf der Charakteristiken in der Umgebung 
des singulären Punktes für die Differentialgleichung 


(1) dy 1, Y.(%Y) +98, Y) 
de Xnla,y) + fl®, y) 
untersucht. Y,, und X, sind hier Polynome n-ten Grades; g(x,y) und f(x, y) bezeichnen 
analytische Funktionen, deren Entwicklungen nur Glieder höherer Ordnung als n 
enthalten. Im Falle, wo kritische Richtungen vorhanden sind, wird die Existenz der 
Charakteristik&n, die mit einer bestimmten Tangente in den singulären Punkt ein- 
münden, untersucht. Wenn es singuläre kritische Richtungen gibt, wird die, vom Verf. 
modifizierte, Frommersche Methode angewandt, die darauf beruht, daß man die 
Ordnung und das Maß der Krümmung der in den singulären Punkt einmündenden 
Charakteristiken bestimmt. Im zweiten Teil der Arbeit werden Integralflächen der 
Pfaffschen Gleichung 
X(z,y,2) de + Y(x,y,z) dy+ Z(x, y, z) de = 0 

untersucht, wo X, Y, Z analytische Funktionen sind, die im Nullpunkt verschwinden 
und die Bedingungen der vollständigen Integrierbarkeit erfüllen. J. Szarski. 

Bandi@, Ivan: Eine Methode zur Lösung von inhomogenen Differentialglei- 
chungen, die in der Elastizitätstheorie, Hydrodynamik und Elektrodynamik auf- 
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treten. Publ. Fac. Electrotechn. Univ. Belgrade, Ser. Math. Phys. Nr. 24, 140 
(1959) [Serbo-kroatisch]. 1 

L’A. etudie le probleme d’integration des equations ind&terminees 
(1) 19, yo 2) = 0 P(2,Y, Y; ARE 0 | 
qui interviennent dans la thöorie d’elasticite, de I’hydrodynamique et de l’el&ctrody- | 
namique. Il s’agit des solutions des &quationsen question qui se presententsouslaforme | 
süivante (2) y= lm A, Ay 225 6: 09. .), ® = 1a (R, Ay,ds, - 62 0,0 m 
designant des fonctions arbitraires et les c des constantes arbitraires. La methode de 
solution est fond&e sur les relations des derivees relatives, la d&rivee relative de | 
Vordre n de la fonction v(x) etant definie par la formule A, (u) = u®fu, um — | 
— durldx". (v. M. Petrovitch, Un algorithme differentiel et ses applications, |} 
Belgrade 1936). Le I. Chapitre contient une serie de nouvelles relations entre les | 
derivees relatives, ainsi qu’une nouvelle theorie d’une equation recurrente de la | 
forme A,(y) = f(x), qui s’applique pour elargire le nombre d’equations integrables. \ 
Au Chapitre II est introduite la notion W d’&quations (1), ou y(x) et z(x) ne figure | 
pas- explieitement et les derivees interviennent seulement sous forme des derivees |) 
relatives.. On y donne la solution de la forme (2) d’une &quation lineaire W du 
premier et second ordre 


I) AY)+HA)=an; Ay) th) + m AY)+%A le) = (a, = .a,(x)) I" 
ainsi que les &quations W quasihomogenes du premier et second ordre, P=Q, \ 
ot les fonctions P et Q sont homog£nes de differents degres par rapport aux derivees \) 


relatives des fonetions y(x) et z(x). On resout par la m&me methode de m&me les |) 


€quations d’une forme plus generale (3), ou du cöte droit figure la fonction f(x, y,2), \ 
verifiant certaines conditions. Certains resultats s’appliquent sur les &quations |) 
indefinies de la theorie d’elasticite: 
Ay) + m— 1) Ay) = 0; Ayly) Ayla) — Ayly) Ayla) = 3 (m — 1) 4, @), || 

de ’hydrodynamique: A,(y) — Ag() = h, (h = const); A,(y) — Az(2) = (a/2?) + b, |’ 
(a,b = const); de la technique: A,(y) — As(z) —2aA,y=0 (a = const). Enfin 
est resolue l’equation W du troisieme rang: I 
Asty) — KAsl@)/As@)} + Al] Aıly) + Rn? Ayle) = 0, if 

qui se presente dans un important probleme de l’elastieite. Au Chapitre III sont \° 
appliquees les methodes du Chapitre II pour former des criteres d’integrabilite des 


equations importantes ordinaires non lineaires yy’ +9Y?(x)=9(x) qui s’introduisent N 


en electrodynamique (a) de l’equation generalisse de Emden y’”’ + f(x) y’ = @ (x) y”, | 
connue en physique theorique (b) de l’&quation generalisee d’Emden, des spheres | 
isothermes de gaz y’ + f&)y =yp(«) &. N.Saltykow. | 

Bandid, Ivan: Sur une classe d’equations differentielles non-lineaires du | 
deuxieme ordre. Periodicum math.-phys. astron., II. Ser. 14, 143—151 (1959). | 

Sia l’equazione differenziale quasiomogenea (1) u(2,y,y,y')=v(x,y,Y ,y'); 
dove u, v sono funzioni omogenee rispetto a Y, y’, y'', la prima di grado m, la seconda 


di grado n. Detta derivata relativa di ordine » di una funzione u(x) il rapporto 1 


En —4,u, e derivata parziale relativa (del primo ordine) di una funzione 
%c 
U(x1, %, . . .,%,) l’espressione . — Aı(w).,, la (1) & seritta nella forma 
yru(z, ıl A,(y), Ay) > Yy" a E n Ay) 
u(z,1,1/2,(1—2’)/z 
eg Ay Fir 
diviene 9) Alf + A lP,r + Ale, Se, 


mentre (3) y"=® = F. Noto l’integrale generale 2=z(x, c,, c,) della (2), la (3) 
fornisce l’integrale generale della (1). In varii casi particolari ulteriori sostituzioni 
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permettono di ricondurre l’equazione (2) (nella quale z’’ compare a primo grado) 
ad una equazione del primo ordine; sono dati alcuni esempi di applicazione del 
metodo proposto. M. Cinquini-Cibrario. 

Zautykov, 0. A.: Über ein abzählbares System von Differentialgleichungen, das 


' veränderliche Parameter enthält. Mat. Sbornik, n. Ser. 49 (91), 317—330 (1959) 


[Russisch]. 
Im ersten Teil der Arbeit wird das abzählbare System von Differentialgleichun- 


, gen mit einem Parameter 


d 
2 lea) lee; 


"betrachtet. Über das System wird folgendes vorausgesetzt: 1. f, sind stetig im Gebiet 


MH:O<I<T, || <Ru<e< A, 2. f, erfüllen die u starke Lipschitzbedin- 


gung bezüglich ©,,2,,..., 3. |f,| < A(t) sup (|, |, |®2|;...) + B(t), wo A(f) und 
B(t) stetig sind, 4. für eine beliebige Folge von stetigen Hunktionen x,(t, u) ist die 
Funktion f,(t, x, (t, 4), 3 (t, 4), - . .) bezüglich t meßbar. Unter diesen Voraussetzun- 
gen gibt es darch Hisden inneren Punkt (to, 29, x9,...) von H eine eindeutige Lösung 


% = %(t, 1,29, %%,...;u) von (1), die bezüglich aller Veränderlichen stetig ist. 
Überdies gilt gleichmäßig 

Dt, u) elta... h), 

Nn—© 
wo u,„ (=1,2,...,n) die Lösung des verkürzten Systems von gewöhnlichen 


 Differentialgleichungen 


ana lu ed. un) 
bezeichnet, welche durch den Punkt (to, x°,..., 29) geht. Im zweiten und dritten Teil 
der Arbeit werden ähnliche Sätze für den Fall bewiesen, daß die rechten Seiten von (1) 
ein endliches oder ein abzählbares System von Parametern enthalten. Im vierten 


Teil werden Sätze von Poincar& über analytische und periodische Lösungen von ge- 


wöhnlichen Differentialgleichungen für abzählbare Systeme der Gestalt (1) verall- 
gemeinert. J. Szarski. 
Hille, Einar: Remarques sur les syst&mes des &quations differentielles lineaires & 
une infinit6 d’ineonnues. J. Math. pur. appl., IX. Ser. 37 (Öffert en hommage & 
M. Frechet), 375—383 (1958). 
Die Eigentümlichkeiten der Differentialgleichungssysteme mit unendlich vielen 


Unbekannten werden an den beiden Beispielen 


oo 


Mk, El), k=12%3,.., 


m=k+1 
und A > NEAR (5 Pass En Pe Ar Pre 
m=k+l1 
erläutert. J. Tagamlitzki. 
Korobejnik (Korobeinik), Ju. F. (Yu. F.): On equations of infinite order with 
polynomial coeffieients. Doklady Akad. Nauk SSSR 122, 339—342 (1958) [Rus- 


 sisch]. 


An equation of in finite order 
() Z,Pı@ )ym— f@ 
E= 


is considered, where P, (x) is a poly a of degree less than or equalto k— 1 and 
f(x) is an entire function. If f(x) belongs to an adequate class of entire functions, then 


the equation (1) admits a unique solution belonging to the same class. An approxi- 


_ mate method of finding the solution is given. It consists in solving adequate ordinary 


 differential equations. The case when P,(x) are linear functions is examined sepa- 


4 rately. 1 J. Szarski: 


E Zentralblatt für Mathematik. 89. oO 
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Kae (Kats), I. S.: Some general theorems on the behaviour of speetral fune- 
tions of second order differential systems. Doklady Akad. Nauk SSSR 122, 974—977 I 
(1958) [Russisch]. 1 

Es werden zwei Differentialsysteme (i): — d(p,(z) dy(z)/dz)/dx + q;(®) y(x) — I 
—A0;,(2) y(x) = Hi G=1,2, (0 SeES LESS) >Smitiden Anfangebeg rue j 
y(0) = n;, p(x) d (a)/drle_o = — m; betrachtet, nn mi + m > (ee 

ı 


p,(x) > 0, Bun et ) de <,00, rn — Co, Mar für | 
ö 


Pi (X) | 
beliebige le (0,L). Es Haider die Voldksseizungen angegeben, bei welchen | 
für je zwei Spektralfunktionen 7, (A) € (1), 7z(A) € (2) im r, (A)/T,(A) = 1 für A> 00 |} 
gilt und zwar: wenn entweder nn —=n,+0 oder wenn =, =0 und m = | 
—= mg + 0 ist. Die Resultate sind eine Verallgemeinerung der vom Verf. früher ge- |) 
wonnenen Ergebnisse (dies. Zbl. 72, 98). Es werden Beispiele angeführt und es wird | 
auch die Möglichkeit einer weiteren Verallgemeinerung der angeführten Sätze ge- |) 
zeigt. M.Laitoch. | 

' Dias Agudo, F. R.: On non symmetrie linear differential operators of the second |} 
order. Univ. Lisboa, Revista Fac. Si., II. Ser. A 6, 177—190 (1957—1958). | 


Nach kurzen Betrachtungen über Differentialoperatoren der Ordnung 2n wird J 
der Operator = 1, +%, = 2 (p 2) +q-+ig (mit p> 0 in jedem Teil- 
intervall ö von A = (a, b); p', q,€ I?(6); 9, Z 0) eingeführt. a, b sind reell (a = — oo 
und b = oo zugelassen); 0 sei innerer Punkt von A und nichtsingulär für r. To, Ti, 
T; sind die durch 7 erzeugten Minimaloperatoren in (a, b) bzw. (a, 0) bzw. (0, b). | 
Dann hat (r—A)y=0, ImA< 0, mindestens eine quadratisch integrable Lösung | 
in [0,d),d.h. 1<def, 7, < 2. In A ist der Defekt d = def, T,, Imi < 0, gleich | 
0, 1 oder 2. In jedem Fall existiert ein Fundamentalsystem von Lösungen y, (x, A), 
%(x,4) von (—A)y=0 mit y,€ L?(a, 0),y,€ L?(0,b). FüreinAmit ImMi<O0# 
kann eine Greensche Resolvente und ein zugehöriger Operator @, definiert werden. | 
G, ist Rechtsinverse zu r— A für Z%(a, b) mit || f|| < ||f||/|ImA]| für fe L2(a, b) } 
und ImA<0. Für d=def, T7,= 2 ist das Spektrum o(T) ein reines Punkt- | 
spektrum, bestehend aus einer Folge A, mit ImA,> 0 und A,„— oo. (T entsteht | 
aus 7 bei Zugrundelegung eines gewissen Bereiches D.) Es folgen zwei Sätze über 
Erweiterungen und Einschränkungen der Differentialoperatoren. L. Oollatz. 


Macaey (Matsaev), V.I.: The existence of transformation operators for dif- | 
ferential equations of higher order. Soviet Math., Doklady 1, 68—71 (1960); Überset- | 
zung aus Doklady Akad. Nauk SSSR 130, 499—502 (1960). | 

In der Arbeit wird nachfolgender Satz bewiesen: Wenn die Funktion g(z) = | 
98) für O<Sr<S6, =0 für > d, wobei gu(x) & 0 eine ganze Funktion ist 
und ö irgendeine positive Zahl, dann ist die Abbildung 


y(z,i)= o(®,A) + TR t) w(t, A) dt, 
0) 


welche die Lösung w (x, A) der Gleichung &®) —= A"? & mit den Anfangsbedingungen | 
(0,4) =1, o@P(0,))=0 (kk=1,2,...;,n—1) in die Lösung y(x,A) der Glei- | 
chung y®’ + g(2)y=#"y mit den gleichen Anfangsbedingungen abbildet, nicht | 
möglich für &> N,, wo N; von der Ordnung der Gleichung und von der Zahl ö | 
abhängig ist. M.Gregus. \ 

Svee, Marko: Sur une propriete des int6grales de P’equation yd +Q(x)y=0, 
n = 3,4. Czechosl. math. J. 7 (82), 450—462 (1957). | 

In der Arbeit werden folgende zwei Sätze. bewiesen: 1. Die Funktion Q(x) sei \ 
stetig und nichtnegativ in (— 00,00) und in keinem Teilintervall identisch gleich | 
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"Null. Dann sind entweder alle Lösungen der Differentialgleichung 9 + 


Q(z)y= 0 oszillatorisch in (— 00, 00), oder alle Lösungen sind nichtoszillatorisch 
in (— 00,00). 2. Q(x) habe die gleichen Eigenschaften wie im Satz 1. Wenn die 
Differentialgleichung y@®° +@(xz)y= 0 eine oszillatorische Lösung hat, dann ist 
jede Lösung dieser Gleichung entweder oszillatorisch, oder sie hat keine Nullstelle. 
Die Lösung y, welche keine Nullstelle hat, hat folgende Eigenschaften: y(x), y' (&), 
y' (x) sind monotone Funktionen; 
sgn y(x) = sgn y’(@) + sgny'(@); lim y(2) = lim y’ (x) = lim y’(&) = 0. 
oo > > 
Wenn die angeführte Differentialgleichung eine nichtoszillatorische Lösung hat, 
welche mindestens eine Nullstelle hat, oder eine Lösung y ohne Nullstellen mit der 
Eigenschaft lim y(x) = 0, dann hat sie keine oszillatorische Lösung. Die Ergebnisse 
> 


sind Verallgemeinerungen der Ergebnisse von Kneser [Math. Ann. 42, 409-435 
(1893)] für n = 3, 4. M. Gregus. 


Ananeva, G. V. und V.I. Balaganskij: Über das !Oszillationsverhalten der 
Lösungen einiger Differentialgleiehungen höherer Ordnung. Uspechi mat. Nauk 
14, Nr. 1 (85), 135—140 (1959) [Russisch]. 


In der Arbeit werden folgende Sätze bewiesen: 1. Wenn f(x)>0 und 


oo 


si x"=2 f(x) de divergiert, dann hat die Differentialgleichung y) + f(x) y = 0 


a 

im Falle daß n gerade ist, im Intervalle (0,00) nur oszillatorische Lösungen; 
im Falle daß » ungerade und die Lösung % nicht oszillatorisch ist, gilt 
tim. ir ZH — — nr y = lim y= 0, wobei y, y',..., y” für genügend großes x 
> oo z>© 

Vorzeichen en Erich für zwei nebeneinanderliegende y entgegengesetzt 
sind. Der Satz verallgemeinert die Ergebnisse von Kneser [Math. Ann. 42, 409—435 


(1893)]. 2. Wenn sgn f(x,y)=sgny für <>x, und lim =oo gilt 
v\>» 


gleichmäßig in 2, wobei g(@)>0 für =>, | pla)da=oo, [| 4=- 
a 


a 
(k=1,...,n—1) und g,(«)>0 für ein genügend großes x, dann sind alle 
Lösungen der Differentialgleichung 


Zelmm-ıge [mr (Mm-5 Ya; FAU IE + I; y)=V0 


für den Fall, daß n gerade ist, auf der positiven Halbachse Ox oszillatorisch. Wenn 
n ungerade und Y eine nichtoszillatorische Lösung ist, dann gilt, wenn Be: 


Be nur. der. =dy,.jdeY,= y setzen, ni re) l 1,n]); 

und die Funktionen Y,, Y,,-- -, Y,„_, erhalten ne genügend großes x Vorzeichen, 

welche für zwei nebeneinanderliegende Y,(i = 0,1, ‚n— 1) entgegengesetzt sind. 
M. Gregus. 


Titus, €. 5 and 6. S. Young: An extension theorem for a class of differential 
operators. Michigan math. J. 6, 195—204 (1959). 

Considerons un couple d’operateurs differentiels u —= P,[f(t), = P„ılft)] 
ou P,(i=n,n— 1) sont des expressions lindaires et homogenes & coefficients reels 
constants de f(t) et de ses i premi£res derivees, les racines des polynomes correspon- 
dants satisfaisant A certaines conditions. C. Loewner (ce Zbl. 32, 74) a montr& que les 
courbes planes definies par ce couple d’operateurs lorsque t decrit en sens direct la 
eirconference unite (L-courbes) possedent la propriete de la circulation non-nögative. 
Les AA. montrent que toute Z-courbe peut s’obtenir comme image de la circonference 
par une transformation interieure (au sens du Ref.) du disque unit conservant 
l’orientation et continue sur la circonference. — Des exemples montrent qu’il existe 


b* 
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des courbes & eirculation non negative qui ne sont pas des L-courbes. — La demon- 


stration s’appuie principalement sur une sous-division du disque en cellules et une | 
proposition generale concernant l’existence, pour des images donn6es de la circonfe- 


rence, d’une certaine transformation qui la prolonge & l’interieur du disque et qui 


est une hom&omorphie sur chaque cellule de la sous-division. S. Stoilow. 


Charasachal (Kharasakhal), V. Ch. (V. Kh.): A generalization of a theorem of |) 
Bohr and Neugebauer. PMM J. appl. Math. Mech. 23, 844—845 (1959), Übersetzung |) 
von Priklad. Mat. Mech. 23, 595 (1959). 

Der fragliche Satz von Bohr und Neugebauer lautet: Jede beschränkte 
Lösung von y® + a, y® =D +..-+a,y=f{t) ist Bohr-fastperiodisch, falls die |) 
a, konstant und f Bohr-f. p. ist. Mit Hilfe dieses Satzes und zweier bei Systemen mit | 
periodischen bzw. konstanten Koeffizienten üblichen Transformationen wird folgende |} 


Verallgemeinerung bewiesen: Sind die x; (t),..., &,(t) beschränkt und eine Lösung des | 
Systems 

dx, ® : 

:- = 2 Pi, 0 En an 2 (2 a (O2 | 
so sind diese x], .... ., 2, Bohr-f. p., falls die P,, stetig und periodisch mit der gleichen | 


Periode & sowie die f; Bohr-f. p. sind — alles komplexwertig. [Bei den letzten Ab- 
schätzungen in Anmerkung 2 muß es überall |ReA,| statt |A,| heißen.] 
H. Günzler. 

Simanov (Shimanov), S. N.: A generalization of a proposition by Liapunov on | 
the existence of periodie solutions. J. appl. Math. Mech. 23, 583—587 (1959), Überset- |) 
zung von Priklad. Mat. Mech. 23, 409—411 (1959). 

Verallgemeinerung eines Ljapunovschen Existenzsatzes über periodische Lö- 
sungen. Man betrachtet das System: 


(1) N all, \ 
dabei seien a,, konstante Werte, X, analytische Funktionen, deren Potenzreihen ! 
mit den Gliedern zweiter Ordnung beginnen, und es gelte X,(0,---,0)=0. Man | 


setzt folgende Bedingungen voraus: 1. Die Gleichung |a;,—6,4A|=0 hat m 


kritische Wurzeln mit elementaren Divisoren in der Gestalt + NA, wo N eine W 


positive ganze Zahl ist, und von diesen Wurzeln hat ein Paar die Gestalt + A,. | 
Die anderen Wurzeln haben negative Realteile. 2. Das System (1) besitzt m — 1 
holomorphe erste Integrale M (21, .- -,%,) + D (&u---,%,) = O, k=1L,...,m—1, 
wo M, erste Integrale des dem System (1) entsprechenden linearen Systems, 
und zwar quadratische oder Linearformen, sind. Die Integrale M, sind unabhängig. 
Die Funktionen ©, werden in Potenzreihen mit Gliedern von um Eins höherer Ord- 
nung als die der Integrale M, in der Umgebung des Punktes x,= 0 entwickelt. 
Unter diesen Bedingungen gilt der Satz: Das System (1) besitzt eine (m — 1)-parametri- 
ge Kurvenschar periodischer Lösungen. Die Periode der Lösungen ist eine holo- 
morphe Funktion dieser Parameter. Die Lösung x, = 0 ist stabil nach Ljapunov, 
und jede Lösung in genügender Umgebung des Punktes x, — 0 nähert sich asympto- 
tisch einer der periodischen Lösungen. Der Beweis des Satzes wird mit Hilfe von 
Integrodifferentialgleichungen bewerkstelligt. Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung 
‚des Ljapunovschen Satzes. Ljapunov nimmt in der Bedingung (1) an, daß die Glei- 
chung |a,— 6,4| = 0 ein Paar rein imaginärer Wurzeln hat und die Bedingung (2), 
daß nur ein erstes Integral existiert, und er beweist, daß eine einparametrige 
Kurvenschar periodischer Lösungen existiert, sowie, daß deren Periode von diesem 
Parameter abhängt. W. Bogusz. 


Bihari, Imre: Ausdehnung der Sturmschen Oseillations- und Vergleichssätze auf 
die Lösungen gewisser nicht-linearer Differentialgleiehungen zweiter Ordnung. 
Publ. math. Inst. Hungar. Acad. Sci. 2, 159—173 (1958). | 
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Die im Titel genannten Sätze wurden von Prüfer und Kamke für lineare 


Differentialgleichungen durch Zurückführung auf ein System von zwei Gleichungen 


1. Ordnung (Behandlung in Polarkoordinaten) bewiesen. Die gleiche Methode wird 
hier auf die nichtlineare Gleichung d (P (x) y')/d& + Q (x, A) f(y, y') = 0 angewendet. 
Dabei sei P(x) in <a, by stetig und > 0, Q(@x,A)in ax sb, -o<iA<-tmo 
stetig, in A monoton wachsend, Rn (1) = +%, f(u,v)eLip(1) in allen 


>40 

beschränkten (u, v)-Gebieten, sgn en v)—=sgnu, f(Au,Av)=Af(u,v). Die Rand- 
bedingungen seien a, + ya =yw+öyp=I mit 2+P>0,2+8&>0. 
Dann gelten dieselben Aussagen wie bei Kamke [Math. Z. 47, 788, 795 (1942) ; dies. Zbl. 
26, 222] (Existenz einer abzählbaren Folge von Eigenwerten, die gegen + oo kon- 
vergieren usw.). Auch die Vergleichssätze, Aussagen über geometrische Gestalt 
von ‚„Halbwellen“ und ‚Viertelwellen‘, die „Flächeninhalte‘“‘ und ‚Längen‘ der 
Viertelwellen und über Stabilitätsverhältnisse des Systems sind Verallgemeinerungen 
des linearen Falles. L. Collatz. 


Bihari, I.: Oseillation. and monotony theorems concerning non-linear differen- 


| tial equations of the second order. Acta math. Acad. Sci. Hungar. 9, 83—104 (1958). 


In der Differentialgleichung (1) y’’ + o(&) fy) hy) = sei p(x) > 0, stetig, 
monoton wachsend und beschränkt für 2> a, f(y) ungerade, nicht fallend und 
aus der Klasse Lip (1) für |y| < b, h(u) > 0, nichtfallend für u < 0, nichtwachsend 
für v0 und vwelip(l) für alle «. Dann hat (1) für y(la)=n, y'(a) = 0, 
0<|n|=<b eine eindeutig bestimmte Lösung für alle «> a; diese oszilliert oo 
oft, die Amplituden nehmen ab, aber nicht gegen Null, und y’ bleibt beschränkt. 
Der Satz kann verallgemeinert werden auf (2) y’ = f(x,y,y'), wenn f stetig ist, 
stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung besitzt, sgn f = — sen y, sgn . = —sgny, 
f„< I, sgnf„=sgn usgny (für u+0, 22a) gilt und f der Nagumoschen Bedingung 

{0,0} 


genügt (es gibt eine Funktion ®(w) mit |f|<©(|u|) und f ud 1 <o). 
ö 


Die Betrachtungen können teilweise auch bei Gleichungen der Form 


y Hay) En) WO und (pyY + at) I) hpy)—0 


durchgeführt werden. Es folgen Untersuchungen über die geometrische Gestalt 
von Halb- und Viertelwellen, insbesondere über Symmetrie und Unsymmetrie, 
und ein Sturmscher Vergleichssatz für zwei Gleichungen der Form (1) mit verschie- 
denen Funktionen @ (x). Anwendung auf die Besselsche Differentialgleichung. 
L. Collatz. 

Moore, Richard A. and Zeev Nehari: Nonoseillation theorems for a elass of non- 
linear differential equations. Trans. Amer. math. Soc. 93, 30—52 (1959). 

In der Differentialgleichung (1) y'’ + p(x) yr+!= 0 sei p(x) positiv und stetig 
n (0,00) ünd n eine natürliche Zahl. Zunächst liefern elementare Überlegungen 
Aussagen über oszillatorischen Charakter der Lösungen; (1 1) hat genau dann minde- 


stens eine Lösung mit (2) lim /=-x&>0, wenn 3 anti m(x) de < oo ist. 
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Wenn (3) gilt, so sind alle oszillatorischen Lösungen von (1) entweder beschränkt 


oder haben das asymptotische Verhalten von (2). Weitere Aussagen gestattet der 


verallgemeinerte Rayleighsche Quotient 


b n+1f b 
4) Jy)= ( a de) li p yar+2 de. 


( 
Für zwei beliebige positive Zahlen «a, b hat (1) zwei Lösungen y(x) und «(x), die in 


‘<a, by positiv sind und (a) = y’(b) = u(a) = u(b) = ( genügen. Sie sind charak- 


terisiert durch die Minimaleigenschaften J(y) < J (co), J(u) = J(r), wobei o und r 
in <a, by stetig differenzierbar mit o(a)=r(a)=r(b) = (0, aber sonst willkürlich 
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sind. Für eine beliebige natürliche Zahl m hat (1) eine Lösung z(x) mit z(a) = | N 


z(b) = 0, die in (a,b) genau m Nullstellen hat. Es folgen noch einige Integralab- 
schätzungen, z. B. obiger Minimalwert von J(c) habe für b— oo bei festem a den |} 
Grenzwert A, dann gilt f 


oo 


Ala—aptı[ p(t) Kea (2 — a)"t!p(z) de. L.Oollatz. 
P7 a 


Osinski, Zbigniew: Forced vibration of a system of one degree of freedom due | 
to periodie forces, with damping characterized by a strong non-linearity. Arch. Mech. |) 
stosow. 11, 33—44 (1959). 

Verf. betrachtet einen einfachen mechanischen Schwinger mit der Bewegungs- 


differentialgleichung =’ + R(x’) + x = f(t). Darin beschreibt das Glied Rio) I 


eine nichtlineare Dämpfung und wird in der Gestalt Rw)= av +gow)[a>0, | 
o(—v)=—gpW), Rwv>0 für |v|< V] vorausgesetzt. Die Erregerfunktion N: 
f(t) soll periodisch sein. Verf. interessiert sich für die Existenz einer erzwungenen 


Schwingung, insbesondere einer solchen, die asymptotisch stabil im Ganzen ist. Zu 
dem Zweck unterscheidet er zwei Dämpfungstypen: Harte Dämpfung (mit über- |) 
linearer Charakteristik), wenn bei beliebigem Wert r,> 0, Re) 2 r,v über ein II 
Intervall [V,, 00), und weiche Dämpfung (mit unterlinearer Charakteristik), wenn | 


diese Bedingung nicht erfüllt ist. Zur Erläuterung werden verschiedene Beispiele |T 
studiert. Dann beruft sich Verf. auf einen Satz von Caccioppoli-Ghizzetti 


(dies. Zbl. 27, 398), nach dem die Grundgleichung unter der Voraussetzung 


lim [R(v)/v7] > 0 eine periodische Lösung, die asymptotisch stabil im Ganzen ist, 
[vl > © 

zuläßt. Damit ist die aufgeworfene Frage schon entschieden, wenn die Dämpfungs- 
charakteristik überlinear ist, oder wenn sie unterlinear ist und lim [p(v)/v] > — & 


v,>o 
gilt. Besteht die Abschätzung dagegen nicht, so formt Verf. die Grundgleichung in 
eine Integralgleichung um und weist auf Grund dieser die Beschränktheit der Lösung | 
x(t) nach. Dabei nimmt er an, daß die Dämpfung in einem begrenzten Intervall mono- | 
ton wächst und nahezu linear ist. Man kann aus dem Resultat zwar die Existenz 
einer periodischen Lösung herleiten, doch braucht diese — entgegen der Behaup- 
tung des Verf. — nicht asymptotisch stabil im Ganzen zu sein. R. Reißig. 


Opial, Z.: Sur les solutions de l’&quation differentielle x’ +h (x) x’ + f(x) = elt). 1 
Ann. Polon. math. 8, 71—74 (1960). 
In the real ordinary differential equation x’ + h(z) x + f(x) =eit) let 
c i 
GO il. h(s) ds. The author proves that if f(x), A (x) and e(t) are continuous for all x 
ö 
and £>0, Je(t)| <m for t> 0, lim inf f(x) > m, lim supf(x) <— m and for a posi 


+08 >00 
tive number » sufficiently small 


lim inf (9?(x) — 2 p |g(«)| — 4m |x|) > — , 
a] > +% 


lim g(&<)=-+ooand lim g(z)=—oo, thenallsolutions of this differential equa- 
z>+090 >—00 
tion defined for all large t are bounded. This equation has been treated earlier by 
Lefschetz (this Zbl. SO, 64), Urabe (this Zbl. 41, 420) and the reviewer (this 
Zbl. 71, 85). WR.UR: 


‘ Chlypalo, E.I.: Näherungsuntersuchung von Übergangsprozessen in nicht- 
linearen Systemen zweiter Klasse. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Otd. techn. Nauk 
1958, Nr. 10, 5—11 (1958) [Russisch]. 

Bei Systemen erster Klasse ist die nichtlineare Funktion nur von einer Variablen 
und deren Ableitung abhängig. Deren Stabilitätsuntersuchung mit Hilfe der harmo- 


F 


EETTIASETEER 
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nischen Linearisierung ist bekannt. In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, wie 
sich nichtlineare Systeme verhalten, deren nichtlineare Funktion von mehreren 
Variablen und deren zeitlicher Ableitung abhängt (Systeme zweiter Klasse), speziell 
der Fall F(X,, X,, X,,X,), wobei X, der Eingang und X, der Ausgang des nicht- 
linearen Gliedes sind. Es wird gezeigt, wie sich das Verfahren der harmonischen 


» Linearisierung auf diesen Fall erweitern läßt. R. Herschel. 


Pervozvanskij, A. A.: Eine Näherungsmethode zur Untersuchung von Eigen- 
schwingungssystemen bei Vorhandensein zufälliger Einwirkungen. Izvestija Akad. 
Nauk SSSR, Otd. techn. Nauk 1958, Nr. 3, 14—24 (1958) [Russisch]. 


Bisher hat man nichtlineare dynamische Systeme näherungsweise mit Hilfe des 
Verfahrens der statischen Linearisierung untersucht. Hier wird eine Erweiterung 


' dieses Verfahrens zur Untersuchung von Systemen vorgeschlagen, in denen stabile 


selbsterregte Schwingungen auftreten können. Dabei werden die äquivalenten 
Übertragungsfaktoren k, (für das Nutzsignal) und k, (für das Rauschen) für die 


' Linearisierung so bestimmt, daß das mittlere Fehlerquadrat zu einem Minimum 


wird. Das hat den Vorteil, daß k, und auch k, lineare Operatoren sind. Es wird weiter 
angenommen, daß k, und k, nur von den ersten zwei Momenten der Eingangsfunktion 
abhängig sind. Das System wird für verschiedene, häufig vorkommende Nichtlineari- 
täten untersucht. R. Herschel. 


Mistenko, E. F.: Asymptotische Methoden in der Theorie der Relaxations- 
schwingungen. (Autoreferat der Doktordissertation). Uspechi mat. Nauk 14, Nr. 
6(90), 229—236 (1959) [Russisch]. 

Die Resultate des Kapitels I dieser Dissertation sind vollständig in der in diesem 
Zbl. 81, 308 besprochenen Arbeit dargelegt; die vollständige Darlegung des Kapitels 
II ist in diesem Zbl. 78, 80 besprochen; der Inhalt des Kapitels III ist kurz dargelegt 
in der in diesem Zbl. 86, 73 besprochenen Arbeit. 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie : 


Merli, Luigi: Esistenza e unieitä degli integrali di un’equazione alle derivate 
parziali della forma X1(x;:..,%,) 02/Oxı+ ---+Xn(&13-.:,%n) &2[O&n =f (X1---%ns2)- 
Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 46, 97—107 (1958). 

Eine Anfangsbedingung des Typus 2(2%91, 23, - - -» %,) = P(%a; - - -,%,), unter 
passenden Regularitätsbedingungen für die X, und f, gewährt (mindestens im Klei- 
nen) die im Titel genannte Existenz und Eindeutigkeit, wie Verf., der Einfachheit 
halber im Falle n= 2, durch Zurückführung auf eine Integralgleichung und Anwen- 
dung der Methode der sukzessiven Approximationen zeigt. @G. Cimmino. 


Zautykov, O0. A.: Über eine lineare partielle Differentialgleiehung erster Ord- 
nung mit abzählbar vielen unabhängigen Veränderlichen, die abzählbar viele Para- 
meter enthält. Akad. Nauk Kazach. SSR, Trudy Sekt. Mat. Mech. 1, 25—40 (1958) 
[Russisch ]. a 

Ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz für die Lösung der partiellen Differential- 
gleichung 


02 a 02 
ats RE RR 7, I 2 2% N N 5 m 


U SE PT IR PRREEN 
wird bewiesen. Um die Formulierung des Satzes zu erleichtern, schicken wir die fol- 
gende Definition voraus. Wir sagen, daß eine Funktion h(t, 2),.%, - - -;A1» Ag +: -) 
die Bedingungen (B) erfüllt, wenn Folgendes gilt: 1. A und ihre Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung sind stetig und beschränkt, 2. für jede Folge von stetigen Funk- 
tionen «,(t) ist die Funktion h(t, u, (t,) üz(t), . . .) bezüglich t meßbar, 3. h erfüllt die 


d) 
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Lipschitzbedingung mit Bezug auf x und 4, 


4 VA Be RS Pe 
wo Au=sup (m — an |, im +1 Imtıl...), Em > 0 
19% oh | ’ 2) r Al 
5. ———<KA, wo Ar=suptr— ai |, | — 2 |... .), 


1 li, 02, 
6. h erfüllt die Bedingungen 4. und 5. auch mit Bezug auf A,, A,,.. . .. Satz: Wenn die 
Funktionen qa,, f, 9, ©(&]; %g - » 541 Ag...) die Bedingungen (B) erfüllen, dann 


existiert die eindeutige Lösung y(t, x], %9, .. .;A1 Ag...) der Gleichung (1), welche 
stetig differenzierbar ist und die Anfangsbedingung 

Vlly&, Kar ers A As 1 a nen) 
erfüllt. Ein ähnlicher Satz wird bewiesen für den Fall, daß a,, f,g bezüglich i nur die | 
bekannten Bedingungen von Caratheodory erfüllen. J. Szarski. 


Fridlender, V.R.: Über das Cauchy-Kowalewskische Problem für gewisse 
partielle Differentialgleichungen. Uspechi mat. Nauk 12, Nr. 3 (75), 385—388 (1957) | 
[Russisch]. ; 

Mit der Frage nach dem analytischen bzw. nichtanalytischen Charakter der 
Lösungen partieller Differentialgleichungen mit Cauchyschen Anfangsbedingungen 
in Abhängigkeit von der Natur der Anfangswertfunktionen, die erstmalig von 
Sonja Kowalewski gestellt worden ist, haben sich in letzter Zeit viele Autoren 
des russischen Sprachgebiets befaßt. Im Jahre 1952 erschien von Salechov und 
Fridlender ein Bericht über den Stand der Entwicklung dieses Problems (s. dies. 
Zbl. 49, 191). Dort wurden mehrere Typen linearer Differentialgleichungen behandelt, 
jedoch blieben alle beschränkt auf den Fall getrennter Veränderlicher in den Koeffi- 
zienten der Gleichung. Fridlender unternimmt hier einen Vorstoß in das Gebiet 
nicht getrennter Veränderlicher und wählt als Ausgangspunkt die Gleichung 


= A (u) 4 + Ma) (p > q) im Bereich D(lt| < R,xzeM) 


k ß 
mit den Cauchyschen Anfangsbedingungen = =9,(2) (k=0,1,...,p—1;xeM). 
{) 


t= 
Es gelingt für sie noch nicht, das Problem in vollem Umfang zu lösen, d.h. | 
notwendige und hinreichende Bedingungen [wie stets mit Hilfe der Jevreyschen 

Klasseneinteilung beliebig oft differenzierbarer Funktionen (existieren Konstanten 


M und R, so daß Max |9” (z)| < a. für alle n gilt, so gehört p(x) zur Klasse «) 
DEM 


n& 


bezüglich der Anfangswertfunktionen] dafür aufzustellen, daß eine analytische Lö- 
sung der Gleichung existiert, wohl aber wird auf dieselbe Art, wie schon im Bericht 
angegeben, mit Hilfe der Methode der aufeinanderfolgenden Näherungen bewiesen, _ 
daß die in die gleiche Form wie in allen früheren Fällen gekleidete Bedingung hin- 
reichend ist. Präziser gesagt, lautet das Ergebnis: Damit die Gleichung mit Koeffi- 
zienten A(t, x) und f(t, x), die in t analytisch sind und in x zur Klasse ö=pg >1 
gehören, (nur) eine analytische Lösung in # in der Umgebung von t=0 besitzt, ' 
ist hinreichend, daß die Anfangswertfunktionen @,(x) im Bereich M der Klasse ö 
im Sinne von Jevrey angehören. Die Lösung ist eindeutig bestimmt und gehört 
bezüglich x ebenfalls zur selben Klasse ö in einem Bereich D,(|t| < R, zeM). Sind 
dabei A (t, x), /(t,x) ganze Funktionen von t und gehören sie bei beliebigen t bezüglich 
x sowie p,(x) zu einer Klasse x < 6 fürzeM, so ist auch die analytische Lösung 
eine ganze Funktion von t im Bereich M. — Ferner werden eine Reihe von 
Verallgemeinerungen angegeben (statt eines Gliedes A (t, x) eine Summe von mehreren 
derartigen Gliedern, Ersetzung von t und x durch Gesamtheiten von Veränderlichen, 
statt einer Gleichung ein System von Gleichungen), für die der Sachverhalt erhalten 
bleibt. EB. Svenson. 
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Agranovi@ (Agranovich), M. $S.: On analytie solutions of partial differential 
equations with constant coefficients. Doklady Akad. Nauk SSSR 124, 1183—1186 
(1959) [Russisch]. 

A partial differential equation with constant coefficients 


Base "+P’ny 


(A) em nn le) 

; 22. Ox: -- 00," 

8 considered, where F(e)— Ib... --:&n.. Coefficients. b,...... are 
supposed to satisfy following inequalities 

(2) ee 


a, and p, being fixed numbers such that a, > 0,0<p,<1,and eg, - -,e, denoting 
arbitrary positive numbers. The general formula is given for the analytic solution 
WE Be 
of (1) whose coefficients c,, ... „, satisfy inequalities (2). The formula for the solution 


‚of the Cauchy problem with analytie initial values is given too. Some results obtained 


by L. Ehrenpreis (this Zbl. 71, 314; 72, 328) and by B. Malgrange (this Zbl. 71, 

90) are deduced from the Author’s theorems. J. Szarski. 
Cudov (Chudov),L. A.: Singularities in the solutions of linear partial differential 

equations with constant coeffieients. Doklady Akad. Nauk SSSR 125, 504-507 


(1959) [Russisch]. 


Denote by @ the neighborhood of the origin O without the point O. Let u (x,,... ,%,) 


be a solution in G@ of a homogeneous, linear differential equation of order m with con- 


stant coefficients. Suppose u(x) to have in G continuous derivatives up to order 
p> m and assume that the derivatives of order m —1 satisfy the inequality 
(Dm- ) u| < A |x|”2. Suppose finally that a certain derivative of order u, 0< 


 u<p, is discontinuous at the point O. Under these assumptions, if the equation 
_ isnot elliptic and the integer p is sufficiently great, we have the inequality p—u<n 


for evennand p—u<n—1 for odd n. J. Szarskv. 


Payne, L. E.: Representation formulas for solutions of a class of partial diffe- 
rential equations. J. Math. Physics 38, 145—149 (1959). 

Putsl(e&) — Dr +% E- D;,— (Di 4 ...4+ Dya-r) where D,— 0/öt and D, = 
0/0x, and«isa constant and let u(x) = ne t, x) denote any solution of L(x) u = 0. 
Weinstein‘\this Zbl. 65, 331) proved that if (*) au. —2k#+Fa..1 —- 21 for 


m-—1 
Ik, then I u(« 
ö 


The author gives analogous results when (*) is not satisfied. Example: if all x are 
— land m=2, then v=u(-1)+u(-3) =u(-1) +Rull)=u(-3)+Ru(l) 
all hold. L. Gärding. 

Dobreseu-Purice, Lucia: Geometrisation du phenomene de propagation par 
ondes, defini par une &quation aux derivees partielles d’ordre II dans l’espace- 
temps. Acad. Republ. popul. Romine, Studii Cerc. mat. 9, 401—414, russ. und 
französ. Zusammenfassung 413—414 (1958) [Rumänisch]. 

En partant de certaines idees de N. Theodoresco, l’A. considere du point de 
vue geomötrique la propagation par ondes definie par une &quation aux derivees 
partielles du second ordre lineaire et du type hyperbolique. J. Elianu. 

Zlämal, Milo$: The mixed problem for hyperbolie equations with a small 
parameter. Czechosl. math. J. 10 (85), 83—120, engl. Zusammenfassung 120—122 
(1960) [Russisch]. 

The author deals with the mixed boundary value problem for a hyperbolie 
second-order equation with a small parameter at the highest time-derivative. The 
purpose of this paper is to study the connection of the solution of this problem and 


mi 2) is the general solution v of L(a,)::- L(&„)v = 0. 
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of the corresponding problem for the reduced equation. Notation: Q is a bounded | i 


n-dimensional domain with the boundary S, Q=Q x 0,00). The symbol L | 
stands for the second-order differential operator, which is uniformly elliptie in 2; | 


fand g are functions defined in 2; ß(t) is defined in 0,00); F(x,t) in @. Let us | | 


denote by u the solution of the problem eu, + Pl), — Lu=F, u0)=f(«) U 


for zEe2, (8,0) = ge) for zEQ, ul, t)zes = 0. Let U be the solution of the } 
reduced problem ß() U,—-—LU=F, U(,0)=f(«) for zeQ, Us, tes =. 
The author estimates the difference u — U and its derivatives. In the homogeneous | 


case (F= 0) he proves under certain assumptions regarding the smoothness of 8 I. 


and the functions f and g, that the following formulae 
u(z,t) = U(x,t) + Ole), u,(&,t) = U,(®,t) + O(e), 


=; (Ale) [ Bio)ds j 
wat) = U) +5 BU le 9 +08) 


hold inQ. «=4 if [In] +3 iseven, «=3 if [4n] +3 is odd. In the non- W 
homogeneous case almost the same formulae are proved but they are satisfied only 5 
in a bounded interval for £. At the end analogical results are proved for the telegraphie BE 


equation but the assumptions on the smoothness of the boundary are weaker then |) 
in the general case. The Fourier-Method and its justification, due to LadyZenskaja, 
is used to prove the results. R. Vyborny. | 

Zagorskij (Zagorsky), T. Ja. (T. J.): Some mixed problems for parabolie systems |" 
of differential equations. Doklady Akad. Nauk SSSR 117, 359—362 (1957) [Rus- 
sisch ]. u 

Siano date le due matrici di operatori 


ö 
4 (2) = 
p%--kn) ER 
Me 


[%) 
Bid 
(82) Eiteetnes Bafı... .. dahin I 
la EN N Bere Be dove leaeleb|, 


En 
al kn) 


% ken ||- 
kıt-+Än=s da': On" 


sono costanti assegnate, s un numero pari, s; un numero naturle <sedx—= | 


(21), . - -,%,) © punto dello R” euclideo. Si tratta di determinare una soluzione u — 
(uU, ..,üy) del sistema parabolico du/dt = A(8/0x) u in una regione limitata da | 


una superficie 8 del tipo di Liapunov, che soddisfi la condizione iniziale B; we RR 


ele condizionilaterai lim B, ( )u= f(y, t) essendo f(y, t)=(f (%8),..- , fonya(y,t)) | 
v>yes | 

un vettore continuo definito per yeS e t>0, tale che |f,(y,t Ya < «0%, 0 

c>0. L’A. riduce il problema alla risoluzione (effettuata mediante approssimazioni | 


successive) di un’equazione integrale alla quale perviene utilizzando la funzione di | 


Green da lui costruita in precedenti lavori (questo Zbl. 70, 321). R. Conti. 


Ejdel’'man (Eidelman), $.D. and F. 0. Porper: Some properties of the so- | | 
lutions of systems, parabolie in the sense of 6. E. Silov. Doklady Akad. Nauk | 


SSSR 126, 948—950 (1959) [Russisch]. | 

Les AA. &tablissent une &valuation des derivees de la matrice fondamentale | 
G(t,tT,x) des solutions du systeme parabolique i 

ou - 

(1) ZN Art) Du (k|=ki+---+ Mn). | 
Ensuite les AA. supposent que,@(x x) etant une vecteur-foncetion continue et bornee, la | 
solution u(x, t) de (1) satisfaisant & la condition initiale u(z, 0) = (x) est deter- 
minee par la formule 


) = [Cl 1,=— 8) pe) dE, 


en 
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ou la matrice @(t, 7, x) est d&terminee pour t>r>0 etpour i—r>1 satisfait 
aux conditions suivantes 


Dre, z,2)1< O,atı, er Ki ), a,n)> 0, lim afı,) = 


a(t,T) N 


S tie) a+ ed < +, k=0,1,...,n 
Ceci etant Be; si la fonction p(x) admet des Ben angulaires limites 


lim 7, Pt )dE oü a= (a,,...,a,), A= Da, 0,>0 =1,...,n) 
u>o,i=],. 
R,. est un rose 0<gs,;,2,<a,(i=],...,n),e,; = +1, etsi ces limites sont 
independantes du choix des systömes Ed A .,n) et sont Egales & !, on a 
lim u(z, t) = 1, uniformement dans tout parallölepipöde dem espace. &,,.. -,.%,- 
1I>o 
Si les conditions (2) sont verifiees pour T<t<0,t— r>1,k=1,2,..., toute 


solution de (1) reguliere pour £< 0 et satisfaisant & l’inegalite de la forme 
u(z,1)| < C[1-+ |z|]? est un systeme de polynömes d’ordre non superieur & 
[ß] en x. Si en outre les coefficients de (1) sont constants, toute solution de (1) 
reguliere pour t< 0 et satisfaisant & l’inegalite de la forme |u(z, t)|< C[1 + |x|]P 

-[1 + |t|]°, est un systöme de polynömes d’ordre non superieur & [ß] en x et & 


min {[«&], [8/h]} en t. M. Krzyzanski. 


Montaldo, Oscar: Sulle equazioni paraboliche lineari d’ordine 2r in due variabili. 


| Rend. Sem. Fac. Sci. Univ. Cagliari 28, 111—117 (1958). 


Für die Lösungen der partiellen Differentialgleichung 
x u le, y) 

ya a EN 

| ar a TE dk 


in einem Gebiet des Typus 0<y<h,y.(y) <&®<%(y), im Falle, daß die ‚‚cha- 


—ı0) 


‚ rakteristische‘‘ Gleichung 53 (— 1)* a, AR=®—0 lauter reelle positive oder komplexe 


' Wurzeln mit positiven Realteilen hat, formuliert Verf. ein allgemeines Randwert- 


problem, das mit Hilfe potentialartiger Integrale, durch welche sich die gesuchte 


' Lösung ausdrücken läßt, auf ein System Volterrascher Integralgleichungen zurück- 


führbar ist. 0. Cimmino. 

Cattabriga, Lamberto: Una generalizzazione del problema fondamentale di 
valori al contorno per equazioni paraboliche lineari. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 
46, 215—247 (1958). 

Man fragt nach einer Lösung u(x, y) der partiellen Differentialgleichung 

Urzen + Uyt Q3(%, Yy) Upzz + Q2(%, Y) Urz + 1%, Y) Ur + ao(®, y) u = Fa, y) 

in einem Gebiet des Typus ,(y) <z<x(y), 0<y< 1, bei vorgeschriebenen 
Werten von«für y= 0, vonwund u,für x = yı(y),® = xaly). Die letztgenannten 
Randbedingungen sind jedoch im verallgemeinerten Sinne der mittleren Konvergenz 
erster Ordnung formuliert, so daß für 2=y,(y) als Werte von u totalstetige, 
von u, bloß summierbare Funktionen von y auftreten. Die Koeffizienten a;(x, y) 
sind i-mal stetig differenzierbar nach x, Hölderstetig nach y vorausgesetzt. Ist das 
rechte Glied F (x, y) quadratsummierbar, so existiert eine einzige, gewissen Regulari- 
tätsbedingungen genügende und die Gleichung fast überall befriedigende Lösung 
u(x,y) der Randwertaufgabe. Die Möglichkeit einer Lösung u(x, y), welche die 
Gleichung überall befriedigt, falls F (x, y) stetig ist, wird für die Gleichung zrız + 
uU, = F(x, y) besonders erörtert: das hängt von den Eigenschaften eines Integrals, 
das die Rolle des Raumpotentials spielt, ab. @. Cimmino. 


Rothe, E. H.: Some remarks on fundamental solutions of parabolie differential 


_ equations of second order. Michigan math. J. 6, 227—245 (1959). 


N 
r 
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Sia 
Lu)= > (a, 2) Vie)a,a, = a, V20 2 oe 


a 00; \ '* On 


un operatore uniformemente ellittico a coefficienti dipendenti da x, in un insieme D! 
aperto e connesso dello spazio euclideo reale n-dimensionale EZ" esia /„= {0 EN Try f 
A,„=Dx Iy. Se D & limitato ed ha frontiera D sutficientemente regolare, indicata | R 
con {u,} una successione ortonormale di autofunzioni e con {A,} la successione deill 
corrispondenti autovalori del problema (1) Zu) —-Au=0 inDu=0 su D, 1a | ” 
funzione 
(2) G(&,&h) = = U,(X) u, (E) eT ar 
& una soluzione fondamentale della equazione (3) L(u) — &u/t =0 in A., nulla} I 
su DXI„. e per TED, 0, 22. [Per V(&£) = red’ n 97 era Ba Rothe,| E 
questo Zbl. 1, 276; l’estensione al caso generale si trova nella Appendice II del 
presente lavoro]. In modo totalmente diverso, F. G. Dressel [cfr. questo Zbl. 24, 


317 e Duke math. J. 13, 61—70 (1946)] ha ‘costruito una soluzione fondamentale|l 
I(z,£,t) della (3) pr D= E", t> 0. Nel presente scritto si prova che a" 


(4) Ile, & t) == G(z, Ex t) = y(®, 55 ) 
con y funzione priva di singolaritä, tendente a zero per t—0). Da ciö segue che @ | 
ha lo stesso tipo di singolaritä di /' per x = &,t = 0. Da (4) l’autore trae come conse- I 
guenza: 1. relazioni asintotiche per le autofunzioni u, e gli autovalori A, del pro- | 
blema (1); 2. se K (x, €) & la funzione di Green del problema (1) & 


K(&, u )ur(E) e= kt; 


a k | 
3. @(x, &,1) = O(t=") per t— oo, per ogni numero naturale r; 4. se {D@} & una N 
successione di domini limitati invadenti E* e @®) ]a funzione (2) relativa a Do) 21 
im ieNELEH) = LH, prt>N. L. Cattabriga. 


Landis, E. M.: Relationship between the growth of the solution of an elliptieal " - 
equation and the number of its sign alternations. Doklady Akad. SSR 123, 602—605 I. 
(1958) [Russisch]. n 
Let 
n 


) Zus, £ ante 2) > Ze + c(@)u= 0, 2= (&u...,%,) 


be a linear elliptic equation, in the nl . D={r< |z|<r;}, and suppose | 
= (1.) ce(@&)< 0, a,, twice and db, once continuously differentiable; 
al |0a,,/0x; |, |®a,./Ox, Ox|, |d;|, |8d./öx;|, [I < U; si hI=l..„n; 


(3) 53 4,58, >a 3 &2, with M and a positive constants. Let u(x) be a solu- | 
ok=1 i=1 


tion of (*) in D, continuous in D, and D*+, D- denote the subsets of D where u > 0, M 
u < 0 respectively. The author calls number of sign alternations of u in D the total 
number of the components of D+* and D- having boundary points both on the surfaces | 


|e|=r, and |®|=r,, and proves that for every u (x) solution of (*) in D, with r,<1, 
continuous in D and with N sign alternations, at least one of the inequalities 


rY nUMA) GC 
max |u(x / max |u(«) )I>(®) ; 
7 


le =r. le] = Yrarz 12 
nUmA),G 
or max |u(x I max |u(z)| > (2) 
Ir] = Zi el= Yr, [2 n 


hold, © being a constant depending only on M and a. L. Cattabriga. 


N 
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Landis, E. M.: Relationship between the growth of the solution of a parabolie 
equation and the number of its sign alternations. Doklady Akad. Nauk SSSR 123, 
787— 790 (1958) [Russisch]. 


D Let 


6) BET N £ 
I) =, 6 lt ) +ct,a)u=Lu, 2=l....,%) 


| be defined in a region D, contained in er eylindr 0<t<T,|x|<1 with 


boundary points on each hyperplane = 0, t= T. Suppose the coefficients a,, 
‘ twice continuously differentiable, b, once continuously differentiable, e<0 and 
la;.|; 19,./02, I» |9a,./ox; Om |; 1b, 1." |85,/02,|. el < My, t=1, 


| vo 0,5, >a 6 &2, with M and a positive constants. 


N; 


i) Denote by $ ehe part of the mar of D„, which does not lie on the hyperplanes 


il t=0,t=T. Let u(t, x) be a solution of (*) in D,, eontinuous in D, and vanishing 


| 


h 


| on Sy, and D5, D7 denote the subsets of Dr where u> 0,u< 0. Asin the paper 


reviewed above, the total number of the components of Dy and Dz having boundary 
points on each of the hyperplanes t —= 0, t — T is called number of sign alternations 
of win D,. In this paper the author proves that there exists a constant O, depending 
on M ae a, such that for every u(t, x) solution of (*) in D, (T > 1), continuous in 
| DB, and with N sign alternations in D, the inequality 

I max |u( (7, x) max |«(0, x)| < e-TR”rIc 


holds. L. Cattabriga. 

Rubinstejn (Rubinstein), L. 1: On the uniqueness ofthe solution of Stephan’s 
one-dimensional problem for a heat condueting medium in one-phase initial state. 
Doklady Akad. Nauk SSSR 117, 387—390 (1957) [Russisch]. 


\ Verf. untersucht a Problem (1). U, joa= 20, <x<y(h); 
Bearnloe en y)<r<1; (LI, OS AHMSI ,&,)=p@)>0 


DLd=5N)>0; () Uwe, d= du, )=d; (u) dajdt = 2U,(yl), Nler— 
— 8U,(y(t),t)/öx;y(0)=0. Es wird vorausgesetzt, daß die f,(f), @(x) so beschaf- 
' fen sind, daß für O<t<T 2U,/x>0 (i=1,2) überall in ihrem Existenzbe- 
reich und außerdem, daß die |f;(t)| nichtabnehmende Funktionen von t (0< 
'#< T) sind. — Unter diesen Bedingungen wird die Eindeutigkeit der Lösung des 

Problems (1,—1,) bewiesen. — Die Existenz der Lösung des Problems (1,—1,) 
‘ wurde vom Verf. re bewiesen (vgl. dies. Zbl. 31, 29). 


| 
| A. A. Samarskij, R. Z. Mat., 1958, 7799. 


Freud, 6.: Problömes de la propagation de la chaleur avec les conditions aux 
limites ecompos6es. M&m. Publ. Soc. Sei. Arts Lettr. Hainaut, Volume hors Serie, 
199—206 (1958). 

Si considera il seguente problema parabolico nelle incognite Y(x,t) e Uft): 
Ma =aV, t>0; AU()+ BU) —-V0,H))= RM), 7,0, 1) = — O(U(t) — 
70,4); U(0)=U,YV(&,0)= f(x), cona, A, B, C costanti, nei casi: aaO <r<I[1, 
re.) =b();, 9) 0<z=<L,V(,1)=gft); c)x> 0, lim (exp(—y a?) V («, t)) = 0, 


zoo 


“uniformemente per ogni t, essendo @(t), b(t), g(t), f(x) funzioni assegnate. La solu- 

zione & assicurata per ogni Q(f) continua ed U, reale, procedendo per gradi: U, > 0, 

000er (1; U,>0,Q= B> 9 exp(—y,2); si ottiene infine 
K= 


il risultato generale, pensando di approssimare jr funzione continua Q mediante 

polinomi esponenziali. Per la dimostrazione si trasforma il sistema differenziale in 

altro integrodifferenziale, che puö risolversi mediante la trasformata di Laplace. 

Qualche errore di stampa e dei cambiamenti dinotazione non esplieitamente dichiarati 
_ Ppossono ingenerare qualche confusione. @. Sestini. 


N 


H 
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Friedman, Avner: Free boundary problems for parabolie equations. I: Melting R 
of solids. J. Math. Mech. 8, 499—517 (1959). 1 
L’A. tratta sistematicamente una serie di problemi che possono rientrare in] 

quello classico di Stefan: fusione di corpi solidi, evaporazione di goccie, soluzione di) 
bolle di gas in un liquido. Al primo di questi problemi & dedicato il presente lavoro, 
agli altri due altri lavori giä apparsi nello stesso periodico [efr. A. Friedmann, J. 'R 
Math. Mech. 9, 19—66 e 327—345 (1960)]. L’A. trasforma, mediante la funzione di\ 
Green, in equazione integrale il sistema differenziale che traduce il problema di!) 
Stefan lineare unidimensionale nelle incognite u(x, it) ed s(!): u = mw O<xr<s,\ 
t>0; 0, I) fl) >20, a0) =g@) >00, zahl 
t> 0; s(0()=b; u.(s,t) = — 8, t> 0; con f(t) et g(x) funzioni assegnate, continue |} 
con le derivate prime. Assicurata la monotonia di s(f), mediante unajl 
conveniente trasformazione funzionale si dimostra l’esistenza e l’unicitä della}! 
soluzione del problema per t sufficientemente piccolo col metodo del punto‘ 
unito. Successivamente, usando della monotonia di se di un lemma; l’esistenza di 
una sola soluzione viene assicurata per ogni t> 0. Il procedimento & esteso al casoil 
in cui siano presenti due fasi e ai problemi unidimensionali per simmetria sferica.| 

@. Sestini. | 


Montaldo, Osear: Su un problema di valori al contorno nella teoria diffusiva dei‘ 
reattori nucleari. Rend. Sem. Fac. Sci. Univ. Cagliari 28, 118—120 (1958). | 


Es handelt sich um eine Randwertaufgabe für die Lösungen eines Systems von 
zwei Gleichungen zweiter Ordnung parabolischen Typus mit zwei unbekannten) 
Funktionen zweier Veränderlicher. Das aus der Elimination einer der beiden Unbe-. 
kannten entstehende Problem ist ein Sonderfall eines vom Verf. früher studierten) 
Randwertproblems. G. Oimmino. |) 


CZou, Juj-lin: Randwertprobleme für nichtlineare parabolische Gleichungen. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 47 (89), 431—484 (1959) [Russisch]. Mi 

La prima parte di questa memoria & dedicata allo studio di due problemi ail | 
limiti per l’equazione di tipo parabolico non lineare in due variabili £,x: (1) u,. =! 
A(z,t,u) w + F(x,t,u,u,) nel rettangolo RO <a <X;, 0<Tt< T\. D primoil 
problema & quello, studiato da G. Prodi nel caso A=1 (questo Zbl. 55, 327),|F 
consistente nell’assegnare una ee. ee en or N — nA a @ Ar a 


(4) A(z,t,u) > a, F A) per @ ER, |u| <oo; 2. se « & un numenll | 
tale che xa + 20 > 0 e si definisce il numero | 


Dr sa ga 
Me [max e@|+= 3 = max |P(,t, 0,0) 


allora nell’insieme Q,{(&,t)E R; |u|< M;,; |pl <oo} la A(g,t, u) ela F(x, t, u, p)\ 
hanno, continue, le derivate seconde rispetto ad x, u, p ed inoltre queste sono üip-| | 
schitziane rispetto a £, u, P; 3.la F,la F,ela F„in Q, sono, al piü, infinite con |p|! | 
di ordine < 2; la F, &, al piü, infinita con |p| di ordine < 1; 4. p(x)€ 0®) ([0, x). | 
Inoltre Yaulh, [) >) yubu)<0, yb)=ylt,0)=0. Nel rettangolo! 
WEIST, ale M,} le %,, y, hanno, en le derivate seconde rispetto ad 
a e le derivate prime rispetto a t; 5. 9'(0) = (0, 9(0)), 9 (X) = yı(0, P(A)).| 
Il secondo problema & quello, studiato da D. a nel caso lineare (questo Zbl.' 
42, 103), consistente nell’assegnare per la (1), accanto alla condizione (2) le condizioni) 
laterali del tipo (5) (0, 1) = yolt, u(0, t), u,(0, 2)), w(X, t) = yı(lt, u(X, t), u,(X, t)).| 
Per tale problema l’A. prova (Teor. 5) l’esistenza di una ed una sola soluzione in Ru 
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continua insieme con le derivate u;, %,, %,., supponendo verificate le seguenti condi- 


‚ zioni: 1. valga ancora la (4); 2.sex&taleche «a +2c>0 esi definisce ilnumero 


M, — max |? max EL, e*T max |p(«) 2)! 


xa+2c [0,X] 

nell’insieme Q,{(&,t)E R; |u|< M,; |p| < oo} la A e la F ammettono, continue, 
le derivate terze rispetto ad x, u, p ed inoltre A ed F, insieme alle derivate seconde 
rispetto ad x, u, p risultano lipschitziane rispetto a t; 3. in Q, siano soddisfatte le 
condizioni analoghe alle 3. del teor. precedente; 4. p(z)Ee C® ([0, X]). Le y, Yı 
abbiano, continue, le derivate seconde rispetto ad u, p e quelle del 1° ordine rispetto 
& t; y,, y, siano, al piü, infinite con |p| di ordine < 2. Esistano inoltre due costanti 
&% > 0, 0, >0 tali che y,,(t, up) > % Yı,(b u P) S— a), e due costanti ß, Pr 
tali che (tu, 0) < un N u,0) = a ‚e sia Yolt, 0, eg = N 0, a = N 
5. si abbia 9’ (0) = A (0, 0, 9(0)) yu(0, @ (0 (0)) DE F(0, 0, 9(0 (0)), 9" 
A(X,0,9(X)) yı(0, 9(X), @ X) ))+F(&X, on et 5 o'(X)). — La BA ne E 


‚lavoro & dedicata allo a dell’equazione in N +1 variabili 


eu N 
(6) BER a;;(®, 2) Uyxz F = b;(z,t,%) Un; + &,t,u)= u 


dove = (%,...,%,) varia in una regione limitata D dello spazio RN euclideo, 
con le condizioni iniziali (7) u(x, 0) = u,(2), € D, e le condizioni laterali 


(8) 2 ;(2, 2) cos(y, 5) u, + vs t)u=(, 
I= 


xeFD,0<t<T, essendo y la normale interna su FD. Una funzione 
definita in D si dice di classe O®#)(D) se le sue derivate di ordine n in D sono 
hölderiane di esponente 4, 0O<A<1; si dice di classe C®(D) se in D ha le 
derivate di ordine n, continue. La frontiera FD di D si suppone ricopribile con un 
numero finito di aperti (N — 1)-dimensionali ciascuno dei quali ammetta una rap- 
presentazione parametrica della forma 2, = x;(&,,:: -‚&xA)» t=1,2,...,N) con 
le 2,(&1,-- -,&y_ı) definite in una regione (2 dello spazio (&,,. - -, £&y_ı)- Seriveremo 


_ DE A®® per indicare che 2,(&, - -., Ex1)E C®P(Q). Ciö premesso, il risultato 


prineipale cui perviene l’A. & il seguente (Teor. 8): Nel cilindro Q{<t!<T;xe D} 

esiste una ed una sola soluzione « (x, t) del problema (6), (7), (8), continua in Q insieme 

con le derivate «,,, dotata di derivate «;, ü,,,, continue nell’interno di Q@ se sono 
N 


soddisfatte le seguenti condizioni: 1. esiste a > 0 tale che inQsia I a,n,1,>2 
je 


N. ; 
a = 11°; esiste una costante c tale che per (x, t) oe 


a,, come funzioni delle x, appartengono a 0%” (D). Detto x un numero > 0 e 
>2c eposto M;=2T e*Tmax|f(x, t,0)| + e*” max |u,(x) |, le 5, la f, e la 
rn n 


f(x, t, 0) appartengano a C%##9 in H{O<t<T;xe D: |u| < M,} come funzioni 
delle x, e di w. Inoltre le a, , insieme alle derivate terze rispetto alle x, hanno derivata 


rispetto a i lipschitziana rispetto atin@ e le b,, f,, f(z, t, 0) insieme alle derivate secon- 


de rispetto alle x, ed alla u sono lipschitziane rispetto a t in H; 3. De 469; 


4. u,(x) € 0A (D); 5.lay&> 0 ed appartiene a 0»® (FD) come funzione delle x, 
e insieme alle derivate terze rispetto alle coordinate locali £&, su FD ha derivata 
rispetto a t ee rispetto a t; 5. vale la relazione 


‚Z ale, 0) cos(y, &;) woz,(x) + y(z, 0) w(z) = 0, zE FD. 
, 


La dimostrazione di questo teorema si ottiene approssimando la soluzione 
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mediante soluzioni dell’equazione ellittica 
N N 
ur 2) aa 2 u) ce) Zi) 


vale a dire Be al caso N- NN il metodo di Rothe prima ricordato. | 
Completano il lavoro alcune valutazioni a priori. delle derivate u,, zi, € la | 


dimostrazione della per t— +00 della soluzione del problema 


Lu= E W@) Una; tr ZB) un + Fe, u) = wu 


ij=l 


con le condizioni u(2,0)—=0, zeD; 
N 
(9) , 5® ) cos(y,&) u, + ya@)u—=0, zEeFD, 0<St<+@, 


1,9= \ 
verso la soluzione dell’equazione ellittica Zu —= 0 soddisfacente la condizione (9). | 
R. Conti. \ 


Lewy, Hans: On the refleetion laws of second order differential equations in two 1 
independent variables. Bull. Amer. math. Soc. 65, 37—58 (1959). 


The main purpose of this paper is the study of the analytic continuation of 
solutions of elliptic differential equations in two independent variables across an |! 
analytic boundary on which they satisfy further analytic equations connecting the | 
point of the boundary, the value of the solution and those of its first order partial |) 
derivatives. This is a part of the author’s introduction. It is proved that an analytie | 
function u + ivin a simply connected domain Din the 2(=x + i y)-plane can be | 
continued analytically across a segment o on the x-axis to the mirror image of D if I 
some linear relation holds on o among u,, u,, u and v. In the case of three variables I 
an example shows that even if a linear relation is true on the boundary plane the | 
analytic continuation of harmonie functions to the mirror image is not always true. | 
Coming back to functions defined in a plane, the main theorem asserts that, apart |) 
from conditions on coefficients, the solutions of the elliptice equation 


Yt u, tal y)u,+ba,y) u, +c®,y)u+ ela,y) = 0 
in D, satisfying a linear boundary condition on o, can be continued analytically to |F 
the mirror image. Next a theorem on Cauchy data admitting a solution for Au = 0} 
and for Au+Au= 0 is established. Finally suppose that the origin is an inner‘) 
point of o. Let u(x, y) be a solution of the above elliptic equation and assume that 
u,—=h(z, u,u,) is true for u(x, 0) where A is analytic near =(, wv=u(0, 0) N 
and v„= u,(0,0). Then u can be continued analytically across o near the origin. U 
In order to prove this theorem a notion of terminal is introduced and its properties | 
are studied, M. Ohtsuka. 


Bureau, Florent: Sur la representation asymptotique de la fonetion speetrale | 
des operateurs elliptiques du second ordre. ©. r. Acad. Sci., Paris 249, 1071—1073 | 
(1959). | | 

Soit dans un espace de Riemann R,& p dimensions et & mötrique d6finie positive | 
ds? — a,,(x) dx de’ (a,,— a,,) un operateur elliptigue autoadjoint 

en 02 N 2 
L;= «’(«) EISEN + 5° (x) ER + cz). | 
Soient D un domaine borne de R, & frontiere suffisamment reguliere et A, les valeurs | 
propres (resp. u, les fonctions propres normalisees) de Z,u+/Au—=0, u(@)= 0} 
pour ze FrD. L’A. etudie le comportement asymptotique de 1a fonction spectrale |) 
0(&,y,)) de L, (i.e. O(z,y,A) definie par I 
3 u,(e) u ARE 
a N 
RE er y 


0X] 


8 


En utilisant une id6e de B.M. Levitan (ce Zbl. 56, 94) qui consiste A rattacher ce 
probleme & un probleme de Cauchy pour l’&quation v, = L,v, ainsi qu’un th&or&me 
tauberien, l’A. trouve l’&valuation suivante 
Al(x S A Te 
dx, x, 2) Eee nr a Aw = Vle,,@)ll. 
La methode utilisee s’applique aussi & d’autres cas chaque fois que l’on peut rösoudre 
le probleme de Cauchy correspondant sous une forme explieite adequate. @. Gussi. 

Zacharov (Zakharov), V.K.: First boundary-value problem for second and 
fourth degree elliptical equations either degenerating or having singularities at a fi- 
nite number of internal points within the region bounded by the curve. Doklady Akad. 
Nauk SSSR 124, 747—750 (1959) [Russisch]. 

Verf. formuliert und gibt hinreichende Bedingungen für Lösbarkeit der ersten 
Randwertaufgabe für elliptische Gleichungen zweiter und vierter Ordnung, die aus- 
arten und im Gebiete endlich viele Singularitäten aufweisen. Methode: Einbettungs- 
sätze vom Sobolevschen Typus und eine Idee von Visik (dies. Zbl. 57, 84). 

K. Maurin. 

Zlämal, Milo$: Über die erste Randwertaufgabe für eine singulär perturbierte 
elliptische Differentialgleichung. Czechosl. math. J. 7 (82), 413—417 (1957). 

Einige der Ergebnisse des Ref. (dies. Zbl. 70, 98) über die Konvergenz der Lösun- 
gen der Gleichung —eAU+U=0, [ul=f (e—0-+) in einem beschränkten 
Gebiet des R, werden verbessert, indem die Konvergenzgeschwindigkeit abgeschätzt 


' wird und auch die allgemeinere Aufgabe —a(x,e) AZ +Z=G(&,e), [Z] = g(e) 


betrachtet wird. D. Morgenstern. 

Bernstejn (Bernshtein), S. N.: Some apriori estimates in Dirichlet’s generalized 
problem. Doklady Akad. Nauk SSSR 124, 735—738 (1959) [Russisch]. 

This is a re-exposition of the proof of Z/,-a-priori estimates for the derivatives 
of the solution of the Dirichlet problem for a second order elliptie partial differential 
equation in two variables, given by the author in 1910 [see S. Bernstein, Math. 
Ann. 69, 82—136 (1910)]. A slight variant in the proof allows the author to remove a 
hypothesis from his early statement. The aim of the paper is to recall the results of 
the author, which he claims to be often misquoted or forgotten. L. Cattabriga. 


Narasimhan, M. S.: A remark on curvature and the Dirichlet problem. Bull. 
Amer. math. Soc. 65, 363—364 (1959). 

L’A. demontre que M &tant une variete riemannienne de classe (= non com- 
pacte et orientee, si l’on a R(v,v) > CO g(v,v) pour tout vecteur tangent v, oü 
R(v, v) est la forme de Ricci, g(v, v) la forme metrique et C > 0 une constante, 
alors le probleme de Dirichlet pour les formes de degr& 1 est rösoluble sur M et il 
existe la forme de Green de degr& 1, r&sultat qui pour les varietes compactes se 
deduit d’une theoreme de Bochner-Myers sur les formes harmoniques. J. Elianu. 


e Rham, Georges de: Varietes differentiables. Formes, eourants, formes harmoni- 
niques. (Publ. de l’Institut de Mathömatique de l’Universit& de Nancago. III. Actuali- 
tes scientifiques et industrielles. 1222.) 2. ed. Paris: Herman 1960. XII, 196 p. 

(Vgl. die Besprechung der 1. Aufl. in diesem Zbl. 65, 324.) — Cette seconde 
edition ne differe de la premiere que par un certain nombre de corrections, dont une 
seule merite d’ötre signal&e: la demonstration de la proposition enonc6e au milieu 
de la page 51, qui &tait tout & fait insuffisante, ainsi que M. Michel Lazard a bien 
voulu me le signaler, a &t& remplac&e par une demonstration correcte. 

Aus der Einleitung. 

Beurling, A. et J. Deny: Espaces de Dirichlet. I: Le cas el&mentaire. Acta math. 
99, 203—224 (1958). 

Les AA. se proposent d’&tudier les „‚espaces de Dirichlet‘‘ (D) definis comme 
espaces de Hilbert, formes de fonctions complexes sur un espace localement compact X 
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pourvu d’une mesure de Radon & > 0, les u &tant sommables-& sur tout compact \ 
et satisfaisant aux conditions: 1. f lu„|de— 0 si ||u„|| > 0, 2. Si C est l’espace | 
K 


\ 


des fonctions continues & support compact OMD est dense dans (C et dans D. I 
3. Une contraction T du plan complexe, conservant 0 donne (siueD) TueD) 
avec ||Tu|< ||w||. Cela est inspire du cas elassique des fonctions ind6finiment 
derivables & support compact dans un domaine borne, avec un produit scalaire 
f (grad u, grad v) dw. La completion donne un espace D. — Les potentiels de 
Green d’energie finie en sont des el&ments et justement tous les el&ments «u tels \ 
qu’il existe pour chaque u une mesure u satisfaisant & (u,9) = f pdu (et qu’est, | 

& un facteur pres, la mesure de potential «) pour toute p continue & support compact | | 
de D. Les AA. approfondissent d’abord dans cet article le cas ou X est forme de n || 
points x, portant chacun la masse 1 (mesure de {x,}), mais avec une &criture qui se | 


pretera aux generalisations. — Une forme quadratique hermitienne est alors 
H (u) = 3 a,,u(z,) u(x,) (a,; = @,,) ce qu’on peut &crire [fa (2, y) u(z) u(y) de dy, |) , 
ou A a la symötrie hermitienne et donne l’operateur Au(x) = | Al, y) u(y) dy 1 


(laplacien associe & H) (dx ou dy et dx dy mesures definies par la masse 1 en chaque | 
point de X, ou de Xx_X). H est dite forme de Dirichlet si pour toute contraction |} 
conservant 0, H(T u) < H(u) et son expression generale est alors 1 


[Ss y) |u(®) — u(y) |? de dy + [m(«) \u(«) |? de 
(S et m > 0, 8 symetrique, S(x, x) = 0). 

Des criteres pour que H definie positive soit une forme de Dirichlet sont l’une des 
conditions suivantes. 1° (Principe des condensateurs). Pour Z, FCX, il existe x || 
reelle satisfaisant a u= 1, Au>0 sur HH u=0,Au<0 surFet O<u<L, 
Au = 0 sur O(E v F) (pour F vide, c’est le principe d’&quilibre). 2° V u, l’ensemble I 
des points u(x) est contenu dans l’enveloppe convexe du support de Au augmente I 
de l’origine. 3° Les ‚„‚potentiels purs“ (c.&.d. tels que Au > 0) sont reels > 0, le I 
prineipe d’equilibre et un certain principe de balayage sont satisfaits. 4° L’operateur |: 
(IT +AA)-! ou encore e-*4 est pour tout A > 0, sous-markovien (ce.ä&.d. conserve la I 
limitation inferieure 0 et la limitation superieure 1). 5° A-1 (dit noyan associe) est 


de la forme 2 54 oü a>0, et A operateur sous-markovien symetrique | 
N 


n’admettant pas 1 comme valeur propre. Noter que si @ est un tel noyau assoeie, 
G* est aussi associ& a un espace de Dirichlet (V’«,0<«a< 1). A partir d’un espace 
hilbertien on &tudie (en s’inspirant du principe classique de Dirichlet) un probleme ) 
de Dirichlet (recherche d’une fonction u donnee sur Z, de Au nulle sur CZ) d’oü | 
introduction de noyaux de Poisson et de Green permettant des extensions de la | 
theorie classique. On termine par des exemples interpr&etant des phenomenes &lectro- | 
dynamiques ou &lectrostatiques. M. Brelot. 


Beurling, A. and J. Deny: Dirichlet spaces. Proc. nat. Acad. Sei. USA 45, | 
208—215 (1959). | 

Les AA. resument de facon tres concise une &tude dejä annoncee dans un | 
article analyse plus haut, oü est traite en detail un cas „el&mentaire‘“‘ qui donne une 
idee du cas general. L’adaptation, souvent loin d’&tre immediate, conduit & de 
nouveaux developpements (cas ou l’espace est un groupe ab&lien localement compact) | 
et de nouvelles applications (probabilites, &quations aux deriv6es partielles). Une | 
analyse detailldee conviendrait mieux pour la theorie complete, d&jä un peu deve- 
loppee dans une conference publiee au S&minaire de la theorie du potentiel (tome 1, 
Paris 1958, ce Zbl. 82, 310). M. Brelot. 


Endl, Kurt: Zum Dirichletschen Problem auf den Greenschen Linien. Ann. 
Acad. Sci. Fennicae, Ser. A I 251/3, 148. (1958). 
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Developpement d’une note anterieure de ’A. (ce Zbl. 82, 316). Etant donne un 
espace de Green 2 on determine les fonctions reelles » definies sur l’ensemble & des 
lignes de Green de 2 (pour un pöle donne) qui sont les radiales d’une fonction harmo- 


 nique indifferente (voir M. Brelot, ce Zbl. 56, 325). Ces fonctions 9, appelees radiales 


principales, sont celles qui sont integrables par rapport & une mesure abstraite sur & 
qu’on determine. On &tudie enfin une topologie sur 2 qui est telle que toute fonction 


} continue pour cette topologie soit une radiale principale. J. Deny. 


| 


Let Q* be an arbitrary point of E, Q* be a point of E such that QX Qf " — f(Q8) = 
6* 


. 
Ä 


Itö, Jun-iti: Asymptotie properties of subharmonie and analytic funetions. Proc. 
Amer. math. Soc. 9, 763—772 (1958). 

L’A. gen£ralise et precise quelques resultats de R. P. Boas jr. (ce Zbl. 51, 58). 
Il montre que si u(z) est sous-harmonique pour N2 > 0 et satisfait & 


+r/2 nz 
(a) lim Br [ ur (rei?) cosd dd < oo, (b) f Tutit)d<e 
—r/2 r 


sir, etr, (rl <r,) sont assez grands alors u(re”)/r cos tend vers une limite finie 
quand r tend vers oo, || < 4 M, avec certaines exceptions. La conclusion subsiste 


12 
si l’hypothese (b) est remplacde par f ft? [u(it) + u(—it)] dt < oo pourvu que 
rı 


l’integrale f I? (u +it)dt satisfasse & certaines conditions. Les m&mes methodes 
permettent d’obtenir quelques proprietes des fonctions f(z) holomorphes pour 


I R2>0. J. Dufresnoy. 


MacCamy, Richard €C.: Asymptotie developments for a boundary value problem 
eontaining a parameter. Quart. appl. Math. 17, 155—163 (1959). 
Folgende Randwertprobleme werden für Funktionen (x, y), stetig für y< 0 


und harmonisch für y< 0, behandelt: 


I: arteei > 1, v0) +Kaule,0)=gle) für || <1 


Dabzw. I: 7,0) — Ku(s,0) = 0 für |x2|>1, uv,(%,0)=g(e) für |x| <1, 
' speziell für kleine Werte der positiven Konstante K. Bei I kommt man auf eine für 
‚ hinreichend kleine X analytische Lösung, bei II auf eine asymptotische Darstellung 


Ku(z,y; K)vw = Amn& y) K*(K log K)". 
n=tv m= 
H. Hornich. 

Leja, F.: Sur certaines suites li6es aux ensembles plans et leur application & 

la representation eonforme. Ann. Polon. math. 4, 8—13 (1957). 
Let E be a compact infinite set with transfinite diameter v(E) in a plane. Let 
a, be an arbitrary point of E,a, be a point of E such that |a, — a,| = max |2— a, |, 

E 


@, be a point of E such that |(a,—a,) (a,— a,) | = max |(z — a,) (? — a,)| 
zEE 


and so on. Such a sequence @,,4s,...is called an extremal sequence. Set 
4,= |%,a1 9): (a, —a,)| and P,@)= (@—a):::(2—a,). It is proved 
first that A,” tends to v(E) aa n— oo. Let D. be the unbounded component 
of the complement of E. In the first theorem the author proves that if 
v(E) > 0 {P,(z)}!!" converges to a single- or multi-valued analytie function P(z) 
in D.. such that log | P(z)| — log v(E) is equal to the Green’s function of D.. with 
pole at z= oo. This result is applied to a problem of conformal mapping. 
M. Ohtsuka. 

Görski, J.: Les suites de points extr&maux lies aux ensembles dans l’espace & 
3 dimensions. Ann. Polon. math. 4, 14—20 (1957). 

Let E be a compact set with positive capacity (= transfinite diameter) d(E) 
in the 3-dimensional euclidean space, and let f(Q) be a continuous function on E. 


84 


min OO FON Q% be a point of E such that 93 FI 1208 lan) m 
QeE 


— min 0.0°.:,008, — 2f(Q)] and so on. In the special case f=0 such |; 


QeE 


a sequence is denoted by Q, Q; - - -. The support of the extremal unit measure which | 
gives the minimum value to the Gauss integral /(v) = (v, v) — 2 y dv is denoted |)" 


by 4 vs m, v) is the energy of v. Hi following theorem is proved:f E,=E, || 


un ( 42 [POP Fu (Q;)] =) „ tends asn — oo outside Z to the later I 
i= 


of the Mn ee problem with boundary value f(P) on the boundary I 


of E and : fdu —1/d(E) (reviewer’s remark: 0 is taken by mistake as the value N 
in the paper) at the Je R A De u is the equilibrium distribution for E. |I 


In partieular, if fQ)=0 on E, — 2, PQ;" tends outside EZ to the equili- 1 
Fl 

brium potential of 2. M.Ohtsuka. |, 

Synge, J. L.: Stationary prineiples for forced vibrations in elastieity and eleetro-  , 

magnetism. Proc. Sympos. appl. Math. 8, 79—88 (1958). I 


Verf. erklärt seine anschauliche geometrische „Zerlegung“ eines Randwert- | r 
problems (siehe sein Buch ‚The hypereircle in mathematical physics“, Cambridge I 


1957; dies. Zbl. 79, 138) im Falle der erzwungenen Schwingungen, wo die entspre- | 


chende Metrik im Funktionenraum indefinit ist. — Beispiel der schwingenden |} F 


Membran: Au+k?u+0Q(&,y)=(0 in einem Gebiet A mit Randbedingungen | 
w—=f auf B, und öulen—=g auf B, (B,+ B, = B, ganzer Rand; %k? sei kein |} 
Eigenwert): Ein Punkt $ des Funktionenraumes F entspricht einem Paar: Vektor- | 
feld + Skalarfeld, S <> (P,v); das skalare Produkt in F wird definiert durch | 


(SE — MM (PP — kevv')dA. Folgende zwei Unterräume L’, L'’ von F werden |) j 


betrachtet: LU: 8’ > (P', v), [2 =gradv, v—f au BD. Lee (2,0), 5 


divp” Er Rev’ +Q=0,P':.n =g auf B,. Man verifiziert leicht (8° — $) B 


(S’—8”")= 0, d.h. L’ und Z” sind im Sinne der obigen Metrik zueinander ortho- 1 | 
gonal. Der Lösungsfunktion u entspricht in F der Schnittpunkt S <> (grad u, u) 
von L’ und L’’. Bei positiv definiter Metrik (Hypereircle-Methode des Verf.) war |} 


das Abstandsquadrat (8’ — 8’)? zu minimalisieren (S’€L’, S’€_L'); hier kann ; 
man es wegen der Indefinitheit nur noch stationär machen. — Verf. verwendet W 


diese Stationaritäts-Eigenschaft bei der Behandlung sowohl elektromagnetischer | 


als auch elastischer Schwingungen. — Zum Schluß schlägt Verf. für numerische Zwecke y 
die Verwendung einer abgeändertern, positiv definiten Metrik vor, welche jedoch N 
dem Problem nicht mehr in natürlicher Weise entspricht. Im Falle der Membran: U 


| p, v v)|®= [[ (#2 + 02) dA. Im Sinne dieser Metrik ist das Abstandsquadrat # 
ie — 8" |? FR zu [Vgl. dazu das folgende Referat.] 
J. Hersch. WW, 
Weinberger, H. F.: A variational computation method for forced-vibration | 
Problems. Proc. Sympos. appl. Math. 8, 89—91 (1958). UM; 
Verf. zeigt, daß die von J.L. Synge (siehe vorstehendes Referat) vogeschlagene  , 
positiv u Hilfsmetrik ||8’— 8" 
chung || 8’ — 


in vielen Fällen eine Abschätzung der Abwei- ||; 
. |8”— 8 ||? liefern wird, obwohl die Unterräume L’ und L” N), 


bei dieser en nicht mehr orthogonal sind. Eskommt auf die Kenntnis (oder obere ||, 
Abschätzung) der oberen Schranke K von ||8’ — 8||2/||8’ — 8’|?, bzw. von N), 
1,8” — S|2/|| 8” — 8’ || an; es gilt K = sin”? 6, wobei # die untere Schranke der 9, 
Winkel zwischen Vektoren in L’' und Vektoren in Z’’ ist. — Ist k2 ein Eigenwert, |), 
so ist d= 0, und die Methode versagt. — K ist in der Tat bei der schwingenden | 

Membran eine Funktion der beiden Eigenwerte A, <k?<A,.,, welche k? umschlie- W 
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ßen, und wird im Resonanzfall unendlich wie (k2—4,)-2 oder (A,,, — k2)2. Verf. 
findet K für die etwas allgemeinere, positiv definite Metrik |l(?, v)|? = 
f y (pP® + v2) dA, wobei c2( >0) nicht mit k? zusammenzufallen braucht. (Diese 
Freiheit in der Wahl der Hilfsmetrik hängt mit ihrem künstlichen Charakter zusam- 
men.) J. Hersch. 

Bragard, L.: Sur la eondensation ellipsoidale du relief topographique. Bull. 
Soc. roy. Sci. Liege 27, 185—188 (1958). 

Die im Punkte M,= R,d,,9, befindliche Masse m erzeugt im Punkte 
P=r,d,g eines Rotationsellipsoides das Potential 


= = > (3) P„(cosy,), wenn r<R, 


} 


kn << 
nen 
n=0 


wo COS 9] = C0SÜ cos d, + sin d sin d, cos (9 — 9): 


Es wird diejenige Massenbelegung der Ellipsoidfläche gesucht, die auf dieser Fläche 
dasselbe Potential erzeugt wie die Einzelmasse m. Verf. entwickelt zu diesem Zweck 
sowohl das zu m gehörende Potential als auch das der gesuchten Dichte ö nach Kugel- 
funktionen P,(cos y,), wobei er r durch den ‚mittleren Radius“ «,, des Ellipsoids 
ersetzt. Vergleichen der beiden Entwicklungen liefert für die gesuchte Dichte 


co 


In 3 Am n+1 

6= (2r-+]1) (5) P„(cosy,), wenn a„<R, 

ö= Km 55 (2r +1) ()" Puteos y), wenn a„> KR. 
=0 m 


Am mn 

Vermöge der letzten Formeln kann unter Berücksichtigung der Abweichung des 
Geoids vom Ellipsoid die Masse des Geoids so in Einzelmassen zerlegt werden, daß 
die Summe der Potentiale dieser Einzelmassen einen Näherungswert des Potentials 
des Geoids liefert. W. Quade. 


Variationsrechnung: 


Serrin, James: On a fundamental theorem of the ealeulus of variations. Acta. 
math. 102, 1—22 (1959). 

L’A. si ripropone il classico problema di trovare condizioni che assieurano che 
un estremale di un problema variazionale per un integrale multiplo nella classe di 
funzioni regolari (ossia continua con derivate parziali continue) in una data regione, 
fornisca anche il minimo. Il tipo di teoremi che l!’A. ha in vista @ quello di Hilbert, 
il quale perö richiede che l’estremale sia regolare nella regione data e la sua chiusura 
enon risulta piü vero se questa condizione viene abbandonata, in quanto puö accadere 
che il funzionale risulti infinito sull’estremale. L’A. riformola il teorema di Hilbert, 
da una parte imponendo la condizione che il funzionale sia finito su qualche funzione 
ammissibile e da,un altra estendendo la nozione di immersione in un campo. Le dimo- 
strazioni seguono le grandi linee del classico ragionamento di Hilbert. Alcuni risultati 
sono casi particolari di noti risultati di C. B. Morrey, Mc-Shane ed altri. Va notato 
che l1’A. prende per definizione di funzionale l’integrale, di una funzione regolare, 
generalizzato di Riemann, ottenuto per espansione dei domini di integrazione dall’in- 
terno; oppure il minimo limite di questi per tutte le successioni di funzioni regolari 
convergenti uniformemente (od anche in modo piü generale) a quella data (vedi 
recensione seguente ). L’A. insiste sulla semplicitä delle sue dimostrazioni e generalitä 
dei suoi risultati. Mentre la prima & molto difficile a stabilirsi e spesso & semplice 
questione di gusti, la seconda coinvolge considerazioni, vista la vastitä dell’argo- 
mento e l’enorme letteratura a disposizione, molto complesse. E. Baiada. 
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Serrin, James: A new definition of the integral for non-parametrie problems in f I 
the caleulus of variations. Acta math. 102, 23—32 (1959). 4 


Siano: R una regione aperta, F(x,y,u,p,g) definita per (x,y) inR, u,p,qg |! 


qualungue, con derivate F, e F, continue; (1) F>0, (2) E(w,y,u,»,9q, P,Q)>0 ) 
per (p»,qQ)=# (P,Q), (E & la funzione di Weierstrass relativa a F); H, MRS (N 


2, ao 7 20 


Fyz, Fgy continue, H,: la (2) valga non annullandosi mai. L’A. propone le seguenti 


definizioni di integrale del Calcolo delle Variazioni: 1. u sia con derivate continuein R, 

se / (u, S) & l’integrale di Riemann di F (x, y, u(x, y), %,, u,) sulla parte aperta propria 

S di R, si definisca /(u) = lim /(w, 8), quando 8 invade R dall’interno. II. u sia 
S>R 


continua, se {u,} & una successione di funzioni con derivate continue su R,, regione ||, 


chiusa di R,con R,—>R e Max |u—u,|—0 per no, si ponga I,(u) = 
min lim /(u,, R,), per tutte le possibili successioni {u„}. III. u sia misurabile. 7,,(w) | 
& definita come in II dove pero la convergenza uniforme venga sostituita con la | 
convergenza q. 0. E chiaro che le definizioni II e III si inspirano a quelle usate per |} 
definire l’Area (o quella generalizzata) secondo Lebesgue. L’A. si propone di dimo- 


strare la non contraddittorietä di queste definizioni, e preeisamente: se (1), (2), H, 


(o H,) sono vere: /,(w) = I(w), per ogni u con derivate continue in R; se u e con- 


tinua in R: I,(w) = I,(u), e perviene all’affermazione che l’integrale /,(w) costi- | 
tuisce una estensione del classico integrale del Calcolo delle variazioni sulla celasse | 


delle funzioni A. ©. T. Purtroppo & noto (Lavrent’ev) che ciö, in generale, non & piü 
vero, senza ammettere qualche ipotesi del tipo (1), (2), I (o II), cosa questa non 
sempre possibile nella pratica. Il problema di cui sopra & stato fortemente investigato 


da tutti i ricercatori del Calcolo delle variazioni perch® coinvolge la parte piü ceritica I 


dell’impostazione della teoria e teoremi analoghi a quelli sopra riportati, sia nel caso | 
a una che a piü variabili sono numerosissimi (Lavrent’ev, Tonelli, Cinquini, 
Morrey, Vinti edaltri). Eavviso delrelatore, che dal punto di vista estetico e da 


quello dell’economia dello svolgimento e dell’articolazione dei vari rami dell’Analisi, I 


la posizione classica che premette come base una teoria dell’integrazione, gene- | 
rale quanto si voglia, la quale concentri tutte le operazioni di chiusura ritenute 


necessarie ed una teoria della derivazione opportuna onde dare un valore „attu- I 


ale“ agli integrali del c. d. v., & preferibile a quella nella quale per ogni problema o I 
nuova trattazione si debba riccorrere a palesi operazioni di chiusura. In ogni modo | 


la posizione dell’A. segue da una parte le linee di quella che ora viene chiamata N 


dell’integrale di Weierstrass e da un altra la posizione del Menger che voleva 
dare ad ogni integrale del ce. d. v. l’aspetto di un area generalizzata; purtroppo € 
stato gia ritenuto opportuno, da molti, ridimensionare queste idee, pur si affasci- | 
nanti, per la loro sperimentata poca duttilitä. L’A. mentre accenna a un confronto | 
delle sue celassi con la A.C.T. Tonnelliana, non prende in considerazione quelle | 


piü vaste di Morrey. Per quanto riguarda l’affermazione dell’A. sulla semplieitä | 


delle sue dimostrazioni, vedi recensione precedente. E. Baiada. 


Graves, Lawrence M.: Extensions of the lemma of Haar in the caleulus of vari- 
ations. Bull. Amer. math. Soc. 65, 319—321 (1959). 


Siano (1) Zw) = fi 5 4A,D®vdx un funzionale lineare, G@ un insieme aperto 
5 


® 
e connesso, D@®» operatori differenziali definiti per v» in C* a supporto compatto | 
su G, A, localmente integrabili su @. Definite le medie integrali | 


M;z,n,; (u) = Map. GI 8.0). 08, 


e gli incrementi 


Ad, ey Has, Yen) Menue, tr 


h 


de nn ee et re ee 


\ 
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. n ” 
 d’una funzione localmente integrabile, posto M}, SAN Mz,;h; dove IT indica il 


. N . 
prodotto operativo, e, analogamente, posto A,„—= IT Adn,. 1. Posto 
Je 


H,A= 3 (-1)" A407" A, con |i|= PR 
[} = 

si ha allora che la forma (1) si annulla per tutte le funzioni v allora e allora soltanto 

che 4,A=0 per tuttii parallelipipedi di estremixe & -+ h contenuti in @ eccetto 

per quelli nei quali almeno uno dei vertici (x,—i,h,), con 0<i,< m, appartenga 

a un insieme di misura nulla. 2. Se @ & di forma semplice (non precisata) e se a & 

un punto di @, posto 


%; 
la) f A NE RER EN 
a; 


.e definito l’operatore - I But indi l’operatorre RA = (— DET AN si 
je1 


‚ afferma che A, RA = H,„A. La condizione H,A = 0, q.o. del teorema prece- 


dente prende la forma seguente: RA e uguale, quasi ovunque in G‘, alla somma di n 
funzioni c,(x), con c,(z) polinomi di grado non maggiore di m, in x,, con coeffieienti 
localmente integrabili rispetto alle rimanenti variabili. L’A. fornisce qualche indica- 
zioni ma non le dimostrazioni complete. E. Baiada. 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Nagy, K.L.: On an equivalence theorem for integro-differential equations 
oceuring in field theories. Acta phys. Acad. Sci. Hungar. 10, 195—198 (1959). 
Direkter Beweis für die Gleichwertigkeit von zwei Typen von Integrodifferen- 


 tialgleichungen, die in der Untersuchung der physikalischen Feldtheorie vom mathe- 
' matischen Gesichtspunkt auftreten. @. Oimmino. 


Bajraktarevic, Mahmud: Sur une &quation integro-fonetionnelle r&soluble sans 
limitation. Periodicum math.-phys. astron., II. Ser. 14, 169—175 (1959). 

This paper generalizes recent results of M. W. Pogorzelski (this Zbl. 82, 95). 
As the notations of the author are complicated and not always quite clear, his main 


 theorem will be stated in a simplified form, when there is only one integral equation. 


However it is trivial to extend this particular case to the case of a system of equations: 
one has only to substitute vectors for functions. Let x, y be points in R",t and r 
two real variables. Let E and E, denote two bounded regions (closures of domains). 
Let f(x, t,r) and F(x,y,r) be two continuous functions where € E,, y€ E, such 
that |f(@,t,2)| < K(lt| + |r|) and |F(@,y,t)| <K |t|. Letg and h be continuous 
functions whose domains are E, and E respectively, their range being a region in 
R". One considerss the equation (x) = f(x, p[g(z)], D(x)) where ®(x) = 
J F(z,y,9[h(y)]) |«— y |”? dy, (B<n). Two cases are considered: (1)g(E,) Uh(E)CE, ; 


(2) E, VO g(E,) vh(E)CE,, where E, denotes a closed region. If (1) holds, a 
straightforward application of Schauder’s fixed point theorem shows that there 
is at least one continuous solution in E,; in case of (2) there is a class of conti- 
nuous solutions in EZ, which satisfy in E,— E, an equation similar to the one 
considered above. In the paper under review the author considers a system: 
o, F,g and h are then vectors in finite dimensional spaces. An application is made 
when the left hand member of the above integral equation reads d’yp/dx? instead 
of o. The reduction to an equation of the above form is immediate. C. Racine. 

Doetsch, G.: Die Laplace-Transformation in der Technik. I, Il. Z. modern. 
Rechentechn. Automat. 6, 95—98, 142—147 (1959). 
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Die in zwei Teilen geschriebene Arbeit enthält eine knappe Zusammenfassung || 
der wichtigsten Eigenschaften der Laplace-Transformation, und es wird auf manche }| 
Anwendungsmöglichkeiten der Laplace-Transformation in der Elektrotechnik hinge- ||: 
wiesen. St. Fenyö. NW: 
Narain, Roop: Some properties of generalized.Laplace transform. II. Univ. | 
Politee. Torino, Rend. Sem. mat. 17, 85—93 (1958). \ 
Verallgemeinerung zweier Sätze über die verallgemeinerte Laplace-Transforma- 
tion 


oo 


—s [ (stm 12 erst? W, „(st) fl) dt, 
0 


die in der I. Note unter gleichem Titel (dies. Zbl. 87, 105) bewiesen wurden. 
@. Doetsch. 
Maljuzinee (Maluzhinets), 6. D.: Inversion formula for Sommerfeld integral. 
Doklady Akad. Nauk SSSR 118, 1099—1102 (1958) [Russisch]. y 
A.Sommerfeld hat gezeigt, daß sich für ya Pe ebenes Gebiet die | 
Lösung der Randwertaufgabe AS — m?S = 0 (In <argm<}r) mit der Rand- |) 
bedingung $=0 oder 88/ön —= 0 durch das Bo 


Sir, g) = 5u; [er r s(a + p) de 
Y 


darstellen läßt, wobei y ein gewisser Weg in der komplexen x-Ebene ist. Nachdem |! 
Verf. 1950 mitteilte (G. D. Maljuzinec, Einige Verallgemeinerungen der Reflexions- | 
methoden in der Theorie der Beugung sinusförmiger Wellen; Eigenreferat der Disser- |! 
tation, FIAN, Moskau 1950), daß sich die Aufgabe mit der Randbedingung U 
°S/ön +hS = 0 in ähnlicher Weise lösen läßt, verallgemeinert er in der vor- | 
liegenden Arbeit diese Ergebnisse. Er zeigt, daß die Integralgleichung 


(1) Fir) = 52, [ enrooss (x) da 
24 
unter geeigneten Voraussetzungen die Lösung 


(2) Vo I nr 


hat. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus der Identität , 5— ni emr cos f(x)d =0 für j 


die ungerade Funktion f(&). Für das een dieser ee ist notwendig und u 
hinreichend, daß f(a) = f(a) + inaıs vc,co®-1x, wobei f(x) eine willkür- if 
v=0 


liche gerade Funktion ist und die c, willkürliche Konstanten sind. Als Inverse zn (1) | 
kann unter gewissen Voraussetzungen auch 


Dr [f(x)] = “ ih e- mrcos® M(y) rn dr 
f 0 


genommen werden. Dies ermöglicht die Auflösung von Randwertaufgaben, deren | 
Randbedingungen Ableitungen höherer Ordnung enthalten (Problem der Beugung | 
von Schallwellen an einer halbunendlichen elastischen Platte). An einem Beispiel 
wird die Anwendung der mitgeteilten Formeln demonstriert. W. Quade. 
Maljuzinee (Maluzhinets), G@. D.: Relationship between Sommerfeld integral 
inversion formulas and Kontorovich-Lebedev formulas. Doklady Akad. Nauk SSSR | 
119, 49—51 (1958) [Russisch]. | 
Die Arbeit knüpft an die vorstehend referierte an, wobei Verf. die dort angege- | 
benen Umkehrformeln (1) und (2) des Sommerfeldschen Integrals mit m=— ik 
betrachtet und zeigt, daß unter geeigneten Voraussetzungen die von A.Sommerfeld } 
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benutzte Transformation auf die Transformation von Kontorovic-Lebedev [M. TI. 
Kontorovie, N.N.Lebedev, Zurn. eksper. teor. Fiz. 8, 1192—1206 (1938)] 
zurückgeführt werden kann. Als (1) und (2) entsprechende Umkehrformeln ergeben 
sich dabei 


F(r)=4 f e-"al2 J,(kr) o(v) v dv, o( — ee"? A’ (kr) F(r) = 
io 0 
worin J, Besselsche und H® Hankelsche Funktionen bedeuten. W. Quade. 


Rao, M. L. Narayana: Some general kernels for the derivation of self-reeiprocal 
funetions. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 50, 385—391 (1959). 
Die Funktion f(x) gehöre zur Funktionenklasse R,, falls sie die Integralgleichung 


I) = IM fx) VzyJ,(xy) d& befriedigt. Es sei f(x) eine zu R, gehörende Funktion, 


' wenn g(x -f h(xzy) (y) dy € Eu dann gehört die Kernfunktion h(t) zur Funk- 


tionenklasse R. —>R, Es wird eine Methode angegeben, mit der, ausgehend 
von Besselschen Medonen. R„— R, angehörende Funktionen konstruiert werden 
können. Es wird bewiesen, daß z. B. zuR Kuu-nj2(&%) I usmpe(PxX)E€ Ru R,, falls 


24 2—=1 ist. Oder: U? I urnı2(&%) IS u-nı2(Bx)€E R,— R, und diese Funk- 


tion gehört auch zu R,>R, wenn @@—P?—=1 ist usw. St. Fenyö. 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Marcus, Marvin and B. N. Moyls: Transformations on tensor product spaces. 


Pacific J. Math. 9, 1215—1221 (1959). 


Es seien U und V zwei endlich-dimensionale Vektorräume über einem alge- 
braisch abgeschlossenen Körper der Charakteristik Null. Verff. untersuchen die 
Frage, wann eine lineare Abbildung 7 des Tensorprodukts U®YV in sich als 
Tensorprodukt linearer Abbildungen von U und V in sich dargestellt werden kann. 
Über früher gewonnene Ergebnisse (dies. Zbl. 86, 17) hinaus werden folgende Sätze 
bewiesen: Ein Element ze U ® V heißt vom Rang %, wenn es eine Darstellung der 


k 
Form z= N 2,®8y, mit linear unabhängigen Vektoren %,...,2,€ U und 
i=1 


Yıs:::> Ya V gestattet. Die Menge aller Elemente aus U®V vom Rang k 
wird mit R, bezeichnet. Gilt dann T(R,)< R, und dim U + dim V, so gibt es 
nicht-singuläre lineare Abbildungen A und B von U bzw. V aufsichmit T=A®B. 
Im Fall T(R,)< R, und dim U = dim V bedeute T, diejenige lineare Abbildung 
von V®Uin U®V, die y®x auf x<®y abbildet. Dann gibt es wieder nicht- 
singuläre lineare Abbildungen A und B von U bzw. V auf sich mit T=A®B 
oder mit T=T, A® yo! B), wobei p eine geeignete, nicht-singuläre lineare 
Abbildung von U auf V ist. Ein entsprechendes Resultat are man unter der Vor- 


aussetzung T(R,)< R, mit der Zusatzbedingung 0& r(C U R, ) Es wird nämlich 


gezeigt, daß hieraus T(R,)< R, folgt. Verff. vermuten, daß die Zusatzbedingung 
überflüssig ist und daß T(R, )< b3 R, auch allgemein aus T(R,)< R, für ein festes k 
folgt. BET, Kowalsky. 

Schaefer, Helmut: Zur komplexen Erweiterung linearer Räume. Arch. der 
Math. 10, 363—365 (1959). 

Let E be a real linear space. As well known this space may be imbedded into 
the complex linear space E+iE = F for which E is the “real axis’’. It is shown 
that, conversely, for every complex linear space F there exists a real subspace E 


ofFsuchthat r=E-+iBand EniE= (0). Let F bea complex linear topologi- 
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cal space separated for the weak topology, let Z be a real linear subspace of # provi- ’ 
ded with the induced topology and such that #=E +iE, EniE=(0). Then I 
the space E+:E provided with the weak topology is the direct topological sum! 


of H and i E if and only if (i) for every continuous linear functional 9 on E the func- |. 
tional 2 +1: y—o(x) +i(p(y) is continuous on F, (ii) the dual space F’ of F 


is equal to the (complex) linear space of the functionals of form a +iy—go(e) + 
io(y). ‘A. Alexiewiez. 


Foguel, Shaul R.: On a theorem by A. E. Taylor. Proc. Amer. math. Soc. 9, | 
325 (1958). W 
Es wird folgende Umkehrung eines Satzes von Taylor bewiesen: Ist Z ein | 
komplexer linearer normierter Raum, und ist die Hahn-Banach-Fortsetzung linearer | 
Funktionale ohne Normerhöhung stets eindeutig, so ist #* streng konvex (= rotund), 
d.h. jede offene Strecke aus der Einheitskugel U von Z* hat mit dem Rand von U | 
keine Punkte gemeinsam. [Man vgl. auch Agaev und S.Ja. Jagubov, Akad. 
Nauk Azerbajdz. SSR, Ser. fiz.-mat. techn. Nauk 1959, No. 3, 29—38 (1959)]. 
H. Günzler. 


Günzler, Hans: Über ein Analesan)a zum Satz von Hahn und Banach. Arch. der |) 


Math. 10, 366—372 (1959). pl 

Given a normed linear A X and a linear subspace Y of the conjugate space | 
X* of X, the functional f(y) = y(x,) is linear over Y and its norm is equal to |) 
I\zo||y = sup Wo): y€ 7, IM <1}. The author deals with the extensions of |) 
the form f(y) = y(x0) of this functional over the whole of X* with an arbitrarily 


small increase of norm i.e. with the condition: (E) givenany .eX and e>0 | 


there exists an x, such that y(x,) = y(x.) for every ye Y and ||| < ||, || + e- 
A necessary and sufficient condition that (E) be satisfied is that 

sup {y(ao) : — sup (e(a):2€ w*(T), ||| < 1} | 
w*(Y) denoting the *-weak closure of Y. A sufficient condition for this is that the 
unit ball Sof Y be *-weakly dense in w*(Y). From a theorem of James then follows: 
if X is a separable Banach space and if the condition (E) is satisfied with e=0 for 
every TV CX*#, then X js'reflexive. 4A. Alexiewiez. 


Kelley, J. L.: Hypercomplete linear topologieal spaces. Bull. Soc. math. 
Belgique 10, 2—3 (1958). 

Vgl. dies. Zbl. 85, 319. 

Zamansky, Mare: Construction des espaces LP par completion. J. Math. Da 
appl., IX. Ser. 38 (offert en hommage ä& M. Frechet), 9”—116 (1959). 

Let E be a topological space and ® a family of open subsets of Z, such that if 


A,AEB then AUA,ANA,ANCA EB; it is moreover supposed that a | 
measure u is defined on ® [i.e. a mapping of ® into the non-negative reals such that: | 
a) AEB,A+0O implis u(4)>0, b) A24A’ implies u(A)> u(4'), e) itis | 
valid v(AUA)=ulAnCA)+ulAnA)+ulA CA with A,4'EB]. | 
A subset A of Eis said to be a null set with respect to u (ensemble u-negligeable) ifand | 
only if for every &e> 0 there exists an at most denumerable cover of A consisting 
of members of B the measures of which form a series converging to a number < e. 
The family ® is moreover assumed to satisfy the condition: if AE 3 then the boun- 
dary of A is a null set. By this definition of null subsets of HE an equivalence relation 
Ris defined in the usual sense between real-valued functions defined on H. According 
to the author a scale function (fonction en escalier) is an element of the quotient space 
®—= V/R, where V is the vector space spanned by the characteristie functions of the 


members of ®. An integral is now defined on® by the relation: F pydu= h 3 &%u(4,): 


I Aus 


where o(x) = %; Xa,(2) a. e. (almost everywhere), the A; being supposed to be 
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 mutually disjoint and the a, different to each other. By ® (p> 1) is designated 
" the space ® equiped with the norm Io|| = (f Iple du)", where GE®, pe $ and 
. || is the real-valued function defined by the relation «— |p(x)|. IE D! is the norm- 
 completion of ®! the author proves, under the supposition for the family ® that each 
' member of ® is contained in a compact subset of E, that there exists a one-to-one 


' mapping between ®! and the set of all real-valued functions (equality between 
- functions means always equivalence with respect to the relation R), which are limits 
a. e. of Cauchy sequences of functions of ®!, this mapping being also an isomorphism 


‚ between the correspondent vector spaces D! and L\. In the case p>1 if %?is the 
‚ set of all real-valued functions defined on E, which are limits a. e. of Cauchy sequen- 
‚ ces (@,) of functions of ®? such that (|, |?) is a Cauchy sequence in ®!, there exists 
‚ also an isomorphism between ZIP —= @/R and »—rT P/o (1? being the set of all 
‚ Cauchy sequences of functions of ®P and o the equivalence relation in /'? defined by: 
‚im ||@,„ — y„|| = 0, where (,), (y„) are elements of I’?). Some well-known theorems 
ın>o 


are now proved as an immediate consequence of the previous theory. The author 
also remarks that one can consider instead of the reals a Banach space as the set 
‚ from which the functions defined on E take their values, the theory being also 
valid. A. Mallios. 
| Monna, A. F.: Espaces localement convexes sur un corps value. Nederl. Akad. 
Wet., Proc., Ser. A 62, 391—405 (1959). 
Es sei H ein linearer Raum über einem nichtarchimedisch bewerteten Körper K. 
, Eine nichtarchimedische Halbnorm p von E ist eine reelle Funktion mit den folgenden 
‚ Eigenschaften: p(A x) = |A| p(«) für AEK und z€E B, p(x + y) < max {p(x),p(y)} 
für z,y€ E. Aus einem System /' von nichtarchimedischen Halbnormen gewinnt 
man eine verträgliche Topologie von E, wenn man die Mengen U, ,.. = {x: p,(x) <e} 
mit p,el'für i=1,2,...,n und e>0 als Nullumgebungen verwendet. Der 
auf diese Weise erzeugte topologische lineare Raum wird lokal K-konvex genannt. 
Einige Aussagen über lokalkonvexe Räume lassen sich auf lokal K-konvexe Räume 
übertragen. Ein großer Teil der Arbeit entnält Untersuchungen über die Fortsetz- 
barkeit von stetigen linearen Abbildungen (Hahn-Banach-Theorem). A. Pietsch. 
Stowikowski, W.: (hF)-spaces and the Banach inversion property. Bull. Acad. 
_ Polon. Sci., Gl. III 5, 487—489 (1957). 
Verf. untersucht Klassen K lokal konvexer linearer Räume, die folgende Eigen- 
schaft besitzen: Sind X und Y zwei Räume aus X, so soll die Umkehrabbildung jeder 
stetigen linearen (1, 1)-Abbildung von X auf Y ebenfalls stetig sein. Entsprechende 
Ergebnisse einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 79, 322) werden verallgemeinert: Verf. 
nennt einen linearen Raum X einen (AF)-Raum, wenn es eine aufsteigende Folge 
(X,)pen linearer Teilräume von X mit folgenden Eigenschaften gibt: (1) Auf X, ist 
eine F-Norm |x|, so definiert, daß X, hinsichtlich der Distanzfunktion o,(x, y) = 
= |2— y|, ein vollständiger metrischer und linearer topologischer Raum ist. 
(2) Für jede Folge (x,) aus X, gilt, daß aus lim |x,|, = 0 stets lim |x, | „., = 0 
folgt. (3) X=UX,. Eine F-Norm ist hierbei durch nachstehende Eigenschaften 
charakterisiert: |c + y!< |x| + |y|, I-x|= |e|, |e2|=0 ist gleichwertig mit 
© =(. Über (AF)-Räume und über stetige Abbildungen solcher Räume werden 
mehrere Sätze bewiesen. Insbesondere ergibt sich, daß die Klasse der (AF)-Räume 
die oben genannte Inversionseigenschaft besitzt. H.-J. Kowalsky. 
Brace, John W.: The topology of almost uniform convergence. Pacific J. Math. 
9, 643—652 (1959). 
Es sei 8 eine abstrakte Menge, L ein Vektorraum von Funktionen auf $ mit 
Werten in einem lokalkonvexen Vektorraum F. Für eine feste Nullumgebung V 
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in F sei Z eine Teilmenge von Z mit der Eigenschaft: Zu jeder endlichen Teilmenge } 
.:.., I CZ gibteseinzeS mit f,(a)EV =1,...,k). Die Komplement 
aller solcher Z (wo V eine Nullumgebungsbasis in F durchläuft) definieren eine Null 
umgebungsbasis für eine (translationsinvariante) Topologie auf Z, die als Topologie 
fast gleichmäßiger Konvergenz (f. g. K.) bezeichnet wird und für die, falls (8) in 
beschränkt ist für jedes f€ Z, L ein lokalkonvexer Raum ist. Verf. zeigt, daß dies 
Topologie zum Begriff quasi- -gleichmäßiger Konvergenz [Arzelä, Rend Accad. Sei. N 
Ist. Bologna 1893/94, 79—84 (1893/1894)] in enger Beziehung steht. Ist $ ein | 
kompakter (bzw. vollständig regulärer) Hausdorffscher Raum, und sind die Elemente |} 
von L stetig (bzw. stetig und beschränkt), so ist die Topologie f. g. K. mit der To- N 
pologie einfacher Konvergenz (bzw. mit der Topologie einfacher Konvergenz auf 
der Stone-Cech-Kompaktifizierung von 8) identisch. — Weiter wird eine Topologie |) 
f. g. K. auf einer Klasse von Teilmengen von $ erklärt und der (etwas einschränken- | 
dere) Begriff konvexer f.g.K. eingeführt. Es gilt dann: Ist © eine (den üblichen. 
Bedingungen genügende) Klasse von Teilmengen von 8, so ist die Topologie kon- 
vexer f.g. K. auf den Mengen von © die zur ©-Topologie assoziierte schwache] ' 
Topologie auf L. Hieraus wird u. a. eine Bedingung für die schwache Konvergenz ' 
einer gefilterten Menge in 0(0, 1) gewonnen. H. Schaefer. | 
Day, Mahlon M.: Every L-space is isomorphie to a strietly eonvex spaee. Proc.) 
Amer. math. Soc. 8, 415—417 (1957). u 
In a preoeding. paper (this Zbl. 68, 91), quoted SCM, the author proved | 
that every L(u) is se if and only if every L(®) is se, where ® is a measure for|\ 
which the whole space is measurable and of finite measure. In the present | 
paper Theorems 2 and 1 of D.Maharam [Proc. nat. Acad. Sei. USA 28, 108— 
111 (1942)] are used to prove that every L(®) is sc. Sketch of the proof: 
(1) Z(D) is the /,-sum = L,, where L,= L(®,) and ®, is the atomie part of ©; |) 


where for n>0, .L’= "6, and ®, is an homogeneous measure. Every ® 
for n>0, isa multiple, D,= c,7%,, of a power of the binary measure ß define 
on the st B={—1,+ 1% by assigning to ie 2 and {+ 1} the measure 
It suffices to prove that for any measure r = P7, L(r)isse. (2)Forie I, zeX =BI, 
- f;(x) is defined as the ö-th coordinate of x. J denoting the set of all finite subsets j of I, 
including the empty subset ©, f,(x) is defined as ITf,(a)if 540, and fo@) = 1. 


iej | 
The functions f, are orthonormal = wi ). To each gin L(p) there corresponds the). 
function Ug defined on by Ug(j u f;g dr. Itis shown that U is a one-to-one | 


linear mapping of L(r) into c,(J). R en: in SCM c, (J) is sc, L(r) is sc also. 1, 
Final remark: There is no example known of an sm space M for which either M | 
or M* is not sc. Chr. Pauc. | 


Bastiani, Andr6e: Pyramides topologiques. Applieations ä P’analyse. C.r. Acad.| 
Sci., Paris 248, 175—178 (1959). 

"Soit E un espace vectoriel topologique. On appelle pyramide topologique de E\ u 
l’adherence pour la topologie donnee sur Z d’une pyramide convexe de #. Une base| j\ 
topologique de E est une famille (e,);ez d’elements de # telle qu’il existe une famille) 
(®,)ier de formes lineaires continues sur E avec les proprietes: (1) &;(&) = Ödy,| ‘ 
(2) la famille (0; (x) &;)ier est sommable et a pour somme x, quel que soit ze B.\ 
On appelle pyramide simpliciale topologique l’ensemble $S des zEeE tels que 
0;(x) > 0 pour tout i; 8 est l’adhörence du cöne convexe S’ engendr& par (e;);er;| 
mais n’est pas en general une pyramide convexe. L’&tude de S est la partie essen-| | 
tielle de ce travail. Le th&oreme fondamental est le suivant: Soient 7 un sous-| 
espace de codimension finie ferm&e dans 5, C=ScH, Cl =8’AH,; alors C| h 
est l’adherence de C’ et est une pyramide topologique, enveloppe fermee convexe de Hi 
l’ensemble de ses ar&tes, qui sont aussi les arötes de ©’. De plus, l’intersection de ch ni 
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et d’une famille finie de demi-espaces est une pyramide topologique O,, adherence de 
ı, Yintersection 0] de C’ avec cette famille de demi-espaces; C, est l’enveloppe fermee 
convexe de l’ensemble de ses arötes, lesquelles sont onen dans C. Il en rösulte, 
parmi d’autres corollaires, une generalisation d’un theor&me d&montre par P. Rosen- 
bloom dans le cas de l’espace des series absolument sommables (cf. ce Zbl. 45, 178; 
« 48, 81). L’A. signale des applications de ce theore&me aux espaces fonctionnels et 
i, presente, & titre d’exemple, la solution de quelques questions concernant les fonctions 
analytiques. A. Pereira Gomes. 
Schäffer, J. J.: A geometrieal property of normed vector spaces. Fac. Ing. 
„. Agrimensura Montevideo, Publ. Inst. Mat. Estadist. 3, 91—97, engl. Zusammenfassung 
ı 98 (1958) [Spanisch]. 
Soit X un espace vectoriel norm& r&el ou complexe; il s’agit de savoir dans quelles 
.. conditions il est possible de repr&senter tout point x de la boule unit& B de X comme 
 somme d’un nombre fini m d’&lements h,(x) d’une sphöre de centre 0 et de rayon k, 
„ les fonctions h,(x),?=1,..., m, &tant uniform&ment continues sur B. Le resultat 
‚'fondamental est que si la dimension reelle de X est > 1, pour tout k>4 on 
peut trouver m = 4 fonctions qui r&pondent & la question. Lorsque X est complexe, 
' pour k>1 le problöme est resolu avec trois fonctions. L’A. indique, sans d&mon- 
stration, que la solution est encore possible avec trois fonctions lorsque X est uni- 
form&öment convexe si k est suffisamment grand et montre de facgon precise qu’iln’y a 
' pas de solution avec m = 2. Ües rösultats sont analys6s dans le cas d’un espace a 
. norme döfinie par un produit scalaire. Finalement, le resultat fondamental permet 
' de montrer que, S etant un espace topologique quelconque, si O($, X) est l’espace 
des applications continues bornees de S dans X, muni de la norme de la convergence 
uniforme, alors, pour tout r > 0, l’ensemble des fe C(8, X), telles que ||/()|| = r 


| quel que soit tE S, contient une base lineaire de 0 (8, X). — Pour des applications 
ä l’analyse fonctionnelle, I’A. renvoie & J.L. Massera and J.J.Schäffer [Ann. 
‘' of Math. II. Ser. 67, 517—573 (1958)]. 4A. Pereira Gomes. 


Tiehomirov (Tihomirov), V. M.: On n-dimensional diameters of certain fune- 
'' tional elasses. Soviet Math., Doklady 1, 94—97 (1960); Übersetzung von Doklady 
Akad. Nauk SSSR 130, 734—737 (1960). 
A simple lemma on finite-dimensional Banach space is proved; as a consequence, 
' a theorem on n-dimensional diameters of sets in Banach spaces is given. Lemma: 
_ Let E be an N-dimensional Banach space with unit ball U,. Let L,,, and Z, be 
two subspaces with dimensions n + 1 and n respectively. Then there exists an 
%< L„;, with norm |x,|=1 such that ©,+ L, is tangent to U. An immediate 
‚ consequence: Let E be a Banach space with unit ball U. Let F be the intersection 
‚ of U with some (n + 1)-dimensional subspace of #. Then d,(F), the n-dimensional 
' diameter of F, is 1. Using this theorem, the n-dimensional diameter of a set Bin H 
| may be estimated from below by showing that B contains a set of the form x F. 
| For several classes of functions and functionals, the diameters are given. V. Plak. 
König, Heinz und Josef Meixner: Lineare Systeme und lineare Transformationen 
Math. Nachr. 19, H.L. Schmid Gedächtnisband, 265—322 (1958). 
Es sei C,, (m = 0,1,...,00) der Raum der in —oo <x<-o0 reellwertigen 
und m-mal stetig differenzierbaren Funktionen, welche in der Umgebung von — oo 
verschwinden. Betrachtet wird eine Klasse von Transformationen in (', welche linear, 
translationsinvariant und nicht retroaktiv sind und welche besondere Stetigkeits- 
eigenschaften besitzen. Diese Forderung von Stetigkeitseigenschaften zeichnet die 
Arbeit hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit auf physikalische Fragen und ihrer mathe- 
matischen Abgeschlossenheit besonders aus. Derartige Transformationen werden hier 
und in der Arbeit lineare Transformationen genannt. Wie etwa beim Übergang von 
Dehnung zu Spannung in der Elastizitätstheorie, so tritt diese Klasse linearer Trans- 
- formationen auch bei vielen Fragen der Thermodynamik und der Theorie der Netz- 
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werke auf. Zunächst wird ein Satz bewiesen über die Fortsetzbarkeit linearer Trans- ) 
formationen unter Erhaltung der Norm, ferner wird eine Darstellung dieser Trans- 
formationen durch ein Stieltjes-Integral bewiesen, wobei von einer Varianten des 
Rieszschen Satzes über Integraldarstellungen linearer Funktionale Gebrauch gemacht | 
wird. In einem weiteren Abschnitt werden lineare Transformationen von langsamem | 
Wachstum untersucht, das sind solche linearen Transformationen, welche Funktionen }. 
aus O., mit kompaktem Träger in Funktionen überführen, deren Beträge bei +00 | 


höchstens wie Polynome anwachsen. Es werden eine Reihe von Aussagen gewonnen, die | 


mit langsamem Wachstum äquivalent sind und insbesondere wird auch die Fortsetz- \, 
barkeit solcher Transformationen untersucht. Ferner wird vermöge Laplace-Transfor- ! 
mation den linearen Transformationen vonlangsamem Wachstumeine ‚Impedanzfunk- | 
tion‘ zugeordnet, die sich als in der komplexen rechten Halbebene holomorphe Funk- ) 


tion mit positivem Realteil (sog. positive Funktion) erweist, falls die Transformation \ 


auch noch dissipativ ist. Dabei heißt eine lineare Transformation L dissipativ, | 
wenn sie für alle {€ ©. undalle 7 (*) df L fit) f(t) dt > 0 erfüllt. Dem funktionen- | | 


theoretischen Studium der positiven Funktionen ist demgemäß ein besonderer Ab- 
schnitt gewidmet. Es wird gezeist, daß es umgekehrt zu jeder positiven Funktion 
Z(s) genau eine lineare Transformation auf 0. gibt, die von der Ordnung oo stetig ist, 


dissipativ ist und von langsamem Wachstum, deren Impedanzfunktion gerade Z(s) U 


ist. Diese Transformation wird sogar explizit angegeben. Bemerkenswerterweise 
läßt sie sich zu einer von der Ordnung 3 stetigen linearen Transformation fortsetzen. 
Im Anschluß daran wird gezeigt, daß sogar eine schärfere Ungleichung als (*) be- I 


steht. Während im allgemeinen keine Inverse zu einer linearen Transformation zu 


existieren braucht, wird diese sogar vermöge der Impedanzfunktion angegeben bei 
dissipativen Transformationen von langsamem Wachstum. Sodann werden de- 


taillierte Aussagen über solche dissipativen linearen Transformationen Z bewiesen, 
welche die Eigenschaft haben, daß lim L//(f) existiert für jedes bei + co konstante |) 


t>o 1 
fe (0, was natürlich langsames Wachstum impliziert. Die Arbeit schließt mit 
Anwendungen auf lineare thermodynamische Systeme. @. Hellwig. 


Gagliardo, Emilio: Proprieta di aleune elassi di funzioni in piu variabili. Ri- | 
cerche Mat. 7, 102—137 (1958). A 

Soit 2 un ouvert borne de R”; les classes de fonctions &tudiees sont l’ensemble | 
V?(2) des fonctions definies dans Q dont les derivees d’ordre r au sens des distribu- 
tions sont dans Z’(Q), et l’ensemble W?(2) des fonctions dont les derivees d’ordre | 
<r sont dans L?(2). On suppose que 2 admette la „propriete de eöne“, i. e. tout || 
point de 2 est sommet d’un cöne circulaire d’ouverture et de hauteur constantes 
contenu dans 2. On commence par &tudier des consöquences g&ometriques de cette | 
hypothese de regularits, et on montre qu’elle entraine que V7(2) = W}(2). On | 
s’occupe ensuite de deux groupes de proprietss de W? (2): Une gensralisation d’un | 
theoreme d’approximation de V.M. Babitch (ce Zbl. 50, 62): si la frontiere de @ | 
est localement lipschitzienne, les fonctions indefiniment derivables sur l’adherence | 
de.2 sont denses dans W? (2) muni de sa norme naturelle. Une d&monstration nouvelle 
et une generalisation, avec pr&cisions dans des cas encore non &tudies, du thöor&me | 
deS. L. Sobolev (ce Zbl. 22, 148; voir aussi L. Schwartz, Theorie des Distributions, | 
t. II, Paris 1951, ce Zbl. 42, 114) concernant la sommabilite d’ordre q d’une fonction | 
de W? (2), et de la trace d’une telle fonction sur une variete lineaire m-dimensionnelle 
l’ouvert 2 satisfaisant toujours ä la „‚propriete de cöne“. J. Deny. 


Schäffer, Juan Jorge: Function spaces with translations. Math. Ann. 137, | 
209—262 (1959). 


sn 
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The author gives a study of certain generalizations of Orlicz spaces and contin- 
ues investigations of several authors, in particular those of Lorentz and Wertheim 
(this Zbl. 51, 90), Ellis and Halperin (this Zbl. 51, 87), and Luxemburg and 
 Zaanen (this Zbl. 72, 123, 323). There are considered normed spaces (F,| |r> of 
'strongly measurable vector-valued functions f:J— X, where J=[0,00) and 
<X,|||> is a Banach space, which are Bochner-integrable on every finite sub- 

interval of J. Two restrictions are assumed: (a) the strong convergence in (F,| [r> 
implies the mean convergence on every finite subinterval of J, (b) if ER, gis 
‚strongly measurable and if ||g(t)|| < ||f($)|| a. e.on J,then ge F and |g|r < |/|r. 
These conditions mean that F is a (not necessarily closed) lattice-ideal in the space 
L(X) of all locally Bochner-integrable functions, and the norm topology of F is 
‚finer than the natural topology of L(X). The first part of the paper is devoted to 
general study of embeddings of normed spaces (Y, || ||) into a linear locally convex 
 Hausdorfi space L in such a way that the norm topology of Y is finer than that in- 
‚duced by L. The space 9(L) of all such pairs <Y, || || is a conditionally complete 
lattice with the ordering: <Y,, || |» < <Y,, || ||» if and only if Y,C Y, (as subsets 
of L) and ||y|, > ||y||; for all ye Y,. The unit balls of spaces Y of 9%(L) are 
characterized as the convex, ballanced, radially closed, bounded subsets of Z, and 
there is a lattice isomorphism between (((L) and the class /'(L) of these balls. To 
every Y, the space lc Y spanned on the closure (in Z) of the unit ball of Y is called 
the local closure of Y. A space <Y, || ||) is called quasi locally closed (q.1. cl.) if 
there exists an equivalent norm || ||„in Y such that <Y, || ||o» islocally closed (l. cl.) 
i.e. Y=leY. Relations between local closure and completion in Z are discussed, 
e.g. if Lis complete and Y is q.1. cl., then Y is complete (the converse is not true). 
These general results are applied to the case L=L(X). (F(X) denotes the class 
of all spaces <F,||r> satistying conditions (a) and (b) written above. Let 
(@F=(F(R), R being the set of realnumbers. Theorem: F(X)= {fe L(X): || f(-)||E F} 
\belongs to (F(X) if and only if Fe(F. Some characterizations of l. le. and q.1. cl. 
spaces in (Z(X)aregiven, e.g. FE F is .q.l. cl. ifand only ifthe conditions o,€ F, 
<a <Sp<-.: and g,„>gp in L(R) imply geF. IE Fe(/, then F(X) 
is 1. cl. if and only if F is. cl.; finite lattice meets and joins of l. cl. spaces in / (X) 
are l. cl., and the same holds for q.1. el. spaces in (X). IE FE (7, then F(X) is 
reflexive if and only if both F and‘ X are reflexive. Given r > 0, let Tr i)= 
= flt—r) for t>r and 0 elsewhere on J, and let T, fi) =f(t+r) fort>0. 
Let O(X) be the class of all FE (F(X) such that fEF, > 0 imply ER 
and |7} /{r= |/|r, andlet C* (X) = {Fe Ok): feF > T; fEeR, C= OlR), 
©# — O#(R). AllOrliez spaces on J belong to Ö#, are l. cl. and form a proper sub- 
lattice of ©#; ‘O# is a sublattice of ©, and soisthe class of 1. el. spacesin ©*. One 
section is devoted to the study of the least (in the lattice Ö*) space containing a 
given function. Next, given FE ‘Ö*, let F’ be the set of all strongly measurable 


real-valued functions y on J such that |y|r = sup [pi yi) dt\:pEF, el < 99. 
6 


E FE O#, then FEeO#, F=leF=(leF), and F’=IeF, whence if 
BEeC# is l cl, then F'=F. If FE’O#F is q.]. cel., then it contains 
characteristic functions of any bounded measurable set. Finally, translation properties 
of the least space in (7 containing a given Banach lattice F of measurable functions 
on J are considered, especially in the case FC C where € is the class of continuous 
functions on J. The paper is very detailed, questions are illustrated by examples 
and counter-examples, and some theorems must be ommited in this review. 
Z. Semadeni. 

Schäffer, Juan Jorge: Addendum: Funetion spaces with translations. Math. 

‚Ann. 138, 141—144 (1959). 
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In the preceding paper (reviewed above) the author proved that if Fe O,j] 
a+l N 
4 


then, for every 1> 0, there exists a number a such that the inequality [ |$ (£) \aell 
a 


<al|p|r holds for every «> 0 and pE€F. The purpose of this paper is to give] 
some converse estimations and counter- examples. "Theorem 1: Let FE’O, verRll 


let @ be continuous on a finite closed interval J’CJ, let J’CJ and u(J’) = u(J"),) 
and let the characteristic function %7” belong to F. Then |x,-|r J Ip o) dt <I | 


< 2llp|r. Theorem 2: Let FE’O bel. cl. and let J’ be any finite Sehe of] | 
[6,00] where d=#(F)>0. Then yreF and |yr|r< 21/x where & is the) 
least number satisfying the inequality above for alla > Oand pE F. Z. Semadeni. |\ 

Schwartz, Laurent: Th6orie des distributions ä valeurs vectorielles.. Ann. Inst.|\ 
Fourier 7, 1—141 (1958). 1 

Cet article n’est que le 1° chapitre d’un livre sur la theorie des distributions 
vectorielles, que l’A. avait esquiss6ee dans son Seminaire 1953—1954. La theorie est!) 
essentiellement basee sur la notion de produit e d’espaces localement convexes)) 
Ly,:  , 2, etudiee au $ 1. On appelle produit & des L, l’espace vectoriel des forme 
multilineaires sur le produit des espaces (L;). hypocontinues par rapport aux parties] 
equicontinues des L;, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les pro-) 1 
duits de ces parties. On designe ce produit par e? ZL, oupar Kehl, sin=2 (24 
represente, en general, le dual de l’espace Z muni de la ER de ib convergence], 
compacte). On peut considerer, plus generalement, l’espace analogue e?(L,; M) ) 
d’applications multilineaires du produit des (Z,), dans un espace M, mais on d&montrel 
que e(Z,; M) s’identifie au produit e de e? L, par M; d’ailleurs, le produit & est|) 
associatif. Beaucoup d’autres propretes importantes de ce produit sont etablies au) 
$ 1; nous signalerons ici les deux faits suivants: l’espace e* L, est toujours quasi-i) 
complet, et complet siles L, sont complets; le produit tensoriel topologique L®MN 


| 
S1 


dont le complete est note L ® M par Grothendieck dans sa Thöse, est un sous-| 
espace vectoriel topologique de Le M, ou il est dense pour tout M, si et seulement| 
si L verifie la ‚‚propriete d’approximation“. Le $ 2 est consacre & la definition et al 
l’&tude de plusieurs types generaux de distributions vectorielles. On appelle distri-) 
bution d’ordre <m (O<m<o0) sur R”, & valeurs dans un espace localement; 
convexe E (separe), toute application ee continue T de D” dans B, ou D”| 
est l’espace des fonctions m fois continüment differentiables & support compact dan) 
R*. L’espace de ces distributions, c.äd. l’espace &(D”; HE), est note D’”(E) oul 
simplement ®’(#) dans le cas ou m = 00; on le munit en general de la topologie) 
de la convergence compacte qui coincide avec celle de la convergence bornee pouı| 


m infini. On demontre que r (E) est canoniquement. isomorphe & n° eE I 
il en resulte que, si Z est complet, DL (£) s’identifie & Ds ®, E. D’autre part 
si 9 est un espace de distributions (sous-espace de l’espace D’ des distributions| 
scalaires N R”, muni d’une ns: l. c. plus fine que celle induite par ®’), on] 
pose H(E) =HeE et on voit que H(E) est un sous-espace de D’(Z), muni d’une) 
topologie ni fine que la topologie a On dit que 9 a la propriete (e) si, quel/ 
que soit l’espace quasi-complet E, le produit scalaire <T', e’) se trouve dans 9 pouil 
toute TEH(E) et tout e'€E E’ [on pose par definition <T, e’) (o) = <e', T(@)>] 
La plupart des espaces 9 rencontres dans la pratique v£erifient la propriete (e). Dans) 
le $3 on examine des exemples concrets de distributions vectorielles et on fait un«| 
premiere &tude des operations fondamentales sur ces distributions: ee | 
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| en dans R”; alors, sous certaines conditions, il existe une distribution unique 
TED (E) telle que <T,e', =<f,e') pour tout e’, et on identifie f& T. La deriva- 
tion peut &tre definie comme dans le cas des distributions scalaires. Quant & la 
‚multiplication, on considere deux espaces 9 et & de distributions, 9 &tant en, ; 
sous certaines restrietions, on definit le produit STELX(H) de SEP’ par TEH(E 

en posant (ST,e) =s8«T,e', pour tout e'€ E’. Definitions analogue pour h 
convolution. La transformöe de Fourier 5% T d’une distribution TES’(E) est 
‚definie encore en posant (37) (9) = T(% 9) pour toute € ©. Ensuite V’A. 
'generalise, au cas des distributions vectorielles, sa theorie de la transformation de 
Laplace; si E est un espace (D %), au sens de Grothendieck (ce Zbl. 58, 98), 
‚limage de Laplace d’une distribution convenable T & valeurs dans H est une fonc- 
‚tion holomorphe & valeurs dans # au sens usuel; mais, dans le cas gen£6ral, l’image 
de Laplace de T’n’est qu’une fonction holomorphe au sens large, d’apres Grothen- 
‚dieck (ce Zbl. 51,87). Ala fin du $3 on &tudie la structure des distributions T € D’(E) 
comme sommes de deriv6es de mesures ou de fonctions continues. On sait que, si E 
‚coineide avec le corps des scalaires, toute distribution est localement d’ordre fini; 
cela reste encore vrai si HE est un espace (D’‘y) quasi-complet; mais, dans le cas 
general, on se trouve dans une situation analogue & celle des fonctions holomorphes 
au sens large de Grothendieck. [Remarque: ce fait a permis au rapp. de construire 
une theorie directe des distributions vectorielles en termes de derivees de fonctions 
vectorielles continues (,,‚Sur la definition et la structure des distributions vectorielles‘“; 
‚Publ. Centro Est. Mat. de Lisboa 1958)]. Le $ 4 est consacre & l’etude des noyaux 
 distributions basee sur les produits tensoriels topologiques d’espaces de distributions. 
Soient X!, Y” des espaces euclidiens; un „noyau‘ est un element de D;,,, c’est-&- 
dire une distribution scalaire T,,,sur X!x Y”. L’A. presente d’abord son ‚th&oreme 


des noyaux‘‘ sous la forme ®,,, = D;,(D,) = D; ®&,D). Il considere ensuite les 
espaces de noyaux de la forme 9,€ f,, ou 9, et fi, sont des espaces de distributions 
(ze X',ye Y®) et il donne des criteres d’appartenance & ces espaces. Les espaces 
9 et 8 peuvent &tre de m&me nature: on trouve alors des identites telles que 
u.=E, & Eee, —=0©, & er, & ® &,, ete.; Mais il y a aussi des cas 
 importants oü $ et $! ne sont pas de möme nature: c’est le cas de l’espace &,(D,) = 
€, © D, des noyaux „semi-reguliers en x“, de l’espace C,(D,) des ‚„noyaux semi- 
 compacts en x“, de l’espace &,(D,) n &,(D;) des „noyaux reguliers‘“, ete. Parmi 
les noyaux röguliers l’A. considere en detail les noyaux de convolution, S(2 — Y). 
La classe des noyaux des operateurs differentiels (i. e. operateurs de ‚„caractere 


local“) est &galement &tudi6e en dötail, ainsi que l’espace L} ® L}, des ‚„noyaux 
fonctions‘“ (fonctions localement sommables sur X!x X”). Le sa finit avec une 
etude developpee de la composition, au sens de Volterra, de noyaux distributions, et 
avec quelques mots sur les noyaux ä valeurs vectorielles. Enfin, le $ 5 est reserve & 
la theorie de l’intögration des distributions. Les distributions scalaires ‚„sommables‘ 


‚sur R" sont les el&ments de l’espace D/7;:, dual de l’espace B des fonctions ind6fini- 
ment derivables sur R" convergeant vers 0 & l’infini ainsi que chacune de leurs 
derivees. L’espace des distributions ä valeurs dans Z „sommables‘‘ sur R” sera done 


DLn(E) = DyeE, et l’integrale Y T(x) de d’une distribution 7’ de cet espace est, 
Rn 


pär definition, T(1)E E, l’espace.D7. etant aussi le dual de son dual ®,, constitue 
par les fonetions g€ & bornees ainsi que leurs derivees, et muni de topologie de la 
convergence ecompacte dans le dual. Plusieurs propri6tes classiques de l’integrale se 
generalisent & ce nouveau concept d’intögrale; ’A. reprend l’&tude de la convolution 
des integrales de Fourier, etc. & la lumiöre de cette notion, d’apres les lignes generales 
esquissöes dans son S&minaire 1954—55 (v. B.Malgrange, L. Schwartz, Equa- 
tions aux derivees partielles, ce Zbl. 65, 79). J.Sebastiao e Silva. 
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Sehwartz, Laurent: Theorie des distributions & valeurs vectorielles. II. Ann, 
Inst. Fourier 8, 1—209 (1959). x 

L’objet essentiel de cette deuxieme partie du travail en question (pour la premiere | 
partie, cf. resencion precedente) est de gen£raliser, au cas des distributions vectorielles, 
les diverses notions de produit (produit „scalaire‘“‘, produit multiplicatif et convo- | 
lution), que l’A. avait defini pour des distributions scalaires. Il s’agit la d’un probleme | 
delicat, qui peut se preciser de la facon suivante: Soient 9, 8, & trois espaces de 
distributions (sur R”, par exemple) et V une application bilineaire, (8, > Su T, | 
separement continue, de HxS$t dans 2. Soient d’autre part E, F, @ trois espaces | 
localement convexes et # une application bilineaire, (e,f)—e®f, separement 
continue,de Ex _F dans @. On cherche une application bilineaire O,de H(H)x K(F} 
dans 2&(G), qui soit une extension naturelle de UV, c’est-a-dire telle que © 


($e)v,(Tf)= (8v T)ledf), pour ScH TERLEeEE, FE 


Dans les cas concrets usuels, $ oO 7 est le produit ‚„‚scalaire‘‘, le produit multiplicatif 
ou la convolution. [L’A. appelle produit scalaire d’une fonction g€ 9 par une distri- 
bution TE 9’, et designe par o - T, le nombre complexe 7 (p), qui s’exprime souvent 
comme intögrale du produit multiplicatif @ T sur R"; en generalisant ce produit 
scalaire au cas de fonctions et de distributions vectorielles, l’A. l’appelle encore, pour 
commodite, produit „scalaire‘‘, quoique sa valeur ne soit pas un scalaire, mais bien 
un vecteur]. Le cas le plus simple (dit ‚‚elementaire“, par l’A.) est celui ou d est 


ES 
x 


continue sur ExF, done identifiable & une application lineaire continue 9 de 

E®, F (produit tensoriel projectif complete de E par F) dans G. On peut alors, 

dans cette etude, remplacer @ par E &,.F et 6 par l’application canonique ® de 

ExF dans E Q, F. Dans ce cas, le problöme pos& est possible et determine, sous’ 
des conditions assez larges. Cela resulte d’un theoreme general, nomme „‚theoreme 

fondamental de croisement‘“‘, ou l’on considere, au lieu de 9, 8, ©, des espaces locale- 

ment convexes separes quelconques. Les proprietes usuelles des produits DV sont 

conservees dans cette generalisation: par exemple, le produit multiplicatif reste 

bilineaire et associatif, il verifie encore la regle de derivation du produit, il coincide” 
avec le produit usuel lorsque $ et 7 sont des fonctions, le produit scalaire s’exprime” 
encore comme integrale du produit multiplicatif sur R” (sous des conditions conve- 
nables), etc. etc. Toutefois, dans les cas concrets, l’application bilineaire 9 n’est 
pas toujours continue, mais elle est en general hypocontinue, par rapport & certaines 
familles saturdes, © et T, de parties de # et F, respectivement. On d&montre que, 
sur le produit tensoriel algebrique #® F, il existe une topologie localement con- 
vexe et une seule, pour laquelle les applications lin&aires continues de #® F dans 
G s’identifient aux applications bilineaires de ExF dans G, hypocontinues par 
rapport a © et T. L’A. considere, en particulier, les cas ou S et 7 sont constitudes 
par: 1. toutes les parties bornees, 2. toutes les parties contenues dans des parties 
convexes equlibr6es compactes, 3. toutes les parties bornees de dimension finie; et 
il designe par ,y,ı respectivement, les topologies correspondantes sur E®F. 
On a, suivant l’ordre de finesse: an <P<y< ı. Cela &tant, on peut se ramener au 
cas de la topologie ı, c’est-A-dire au cas des applications bilineaires $ separement 
continues de Ex F dans @; alors il est loisible de remplacer G par le quasi-complete 
de E® F, pour cette topologie, et O par ®. Ainsi, & cöte du „cas el&mentaire“ 
(correspondant & la topologie rsur E® F), on ale ‚cas general‘ (correspondant & 
la topologie ı); par exemple, & cöte du produit multiplicatif e&l&mentaire, il ya un 
produit multiplicatif general, ete. Mais, dans ce cas, il faut introduire des hypotheses 
bien plus restrietives et faire des d&monstrations plus compliquees. Il serait 
difficile de röproduire ici quelques enonces fondamentaux, sans trop allonger ce 
rapport et sans l’obscureir inutilement. L’A. etudie encore l’effet des transformations 
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de Fourier et de Laplace sur la multiplication et sur la convolution ainsi gen6ralisdes, 
dans des espaces convenables de distributions. Dans le dernier $, il presente trois 
contre-exemples, pour montrer que les hypotheses restrictives introduites dans le 
cas general sont bien necessaires. Remarque. La methode directe, employse par 
le rapporteur et par d’autres auteurs dans la construction de la theorie des distribu- 
tions scalaires [Sebastiäo e Silva, Univ. Lisboa, Revista Fae. Ci., II. Ser. A 4, 
79—186 (1955); ce Zbl. 64, 358] peut encore s’appliquer, avec succes, au cas des 
distributions vectorielles, comme le rapporteur l’a montre dans un travail recent, 
‚publie dans Portugaliae Math. 19, 1—80, 243—244 (1960). En particulier, il semble 
que cette möthode permette d’&claireir et de simplifier plusieurs aspects de la gene- 
ralisation des notions de produits, sans avoir recours ä la theorie des produits ten- 
soriels topologiques. J. Sebastiao e Silva. 


Weston, J. D.: Operational ealeulus and generalized funetions. Proc. roy. Soc. 
London, Ser. A 250, 460—471 (1959). 

Dans cet article, ’A. developpe des idees qu’il avait d&jäa exposees dans un 
article anterieur (ce Zbl. 83, 101). Maintenant il commence par donner une defi- 
nition generale de calcul operationnel, relatif & une algebre de fonctions holo- 
morphes comprenant les polynömes ($ 2). Ensuite ($ 3) il esquisse tr&s rapide- 
ment une theorie des distributions d’une variable (‚‚fonctions generalisees“‘) qui 
coineide au fond avec la theorie axiomatique proposee par le rapporteur (ce Zbl. 
64, 358). Dans le $ 4 il precise sa definition de ‚„‚operateur parfait‘“; on peut conclure 
de ses considerations que les operateurs parfaits sont ceux de la forme 


d(y) = To = m SHE Wel du, 


ou 7 est une distribution du type 7’ = D"f, f etant.une fonction continue d’ordre 
exponentielle, nulle & gauche de 0, et oü / est (par exemple) une fonction de möme 
classe. [Donc, les operateurs parfaits s’identifient aux distributions d’ordre exponen- 
tiel, nulles & gauche de 0; mais l’A. continue & Eviter la reference explicite aux di- 
stributions.] Enfin, dans le $5, I’A. introduit une notion de convergence pour les 
operateurs parfaits, qui'n’est peut-&tre pas la plus convenable. Remargque. Le 
rapporteur confirme ce qu’il a dit & propos de l’article precedent de I’A. Les idees 
contenues dans ces travaux sont sans doute interessantes, mais elles nous semblent 
d6passees par la mö&thode des distributions, qui, dans le cas particulier envisage par 
l’A., peut se prösenter d’une facon tout & fait el&mentaire, presque triviale. 
J. Sebastiao e Silva. 

Stokalo (Shtokalo), I. Z.: On the ealeulus of operations. Ukrain. mat. Zurn. 
12, 72—78, engl. Zusammenfassung 78 (1960) [Russisch]. 

Bericht. 

Naechbin, Leopoldo: Algebras of finite differential order and the operational ealeulus. 
Ann. of Math., II. Ser. 70, 413—437 (1959) = Notas Fis. 5, Nr. 10, 105—142 (1959). 

L’A. dit qu’une algebre topologique commutative (supposee complete pour 
simplifier) A admet un calcul operationnel d’ordre n si, en designant par 0" (R) 
l’algebre topologique des fonctions numeriques rn fois continüment differentiables 
sur la droite R (munie de la topologie de la convergence compacte pour les derivees 
jusqu’& l’ordre n), il existe une application continue (f,x)— f(x) de C"(R)xA 
dans A qui se reduit & /(x) au sens ordinaire lorsque f est un polynöme. L’A. definit 
d’autre part la cat&gorie D,., des algebres commutatives A sur R ayant les proprietes 
suivantes: A est compos6e directe d’un nombre fini d’algebres locales A,, dont les 
id6aux maximaux m, sont de codimension 1, et sont nilpotents, la somme des ordres 
de nilpotence &tant < n + 1; en outre, pour tout 2 + 0 dans A, il doit y avoir sur 
A une pre-norme x (semi-norme sur A telle que z(yz2) <n(y)n(k) et z(l)=1) 
telle que (x) + 0. Enfin, il considere une categorie © d’algebres A dont les ideaux 
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maximaux sont de codimension 1 et le radical nilpotent, et satisfont la m&me condi- | 


tion pour les pre-normes que ci-dessus. Il dit enfin qu’une algebre topologique commu- | 


tative A sur R est ©-localement convexe si la topologie de A est definie par des pre- 


normes ayant la propriete suivante: pour tout id&ah® de A tel que A/IEE, la |] 


pre-norme x definit sur A/® une pre-norme 773, qu’on peut aussi considörer comme 
une pre-norme sur 4; il faut alors que = SUp rg. Le theoreme principal de l’A. este 


suivant: pour que toute algebre topologique ©-localement convexe et complete ad- 
mette un calcul operationnel d’ordre n, il faut et il suffit que © soit une sous-cate- 
gorie de D,,,. La definition du „calcul operationnel‘“ ame&ne naturellement, pour 
chaque polynöme 9, & considerer pour une algebre topologique A et un nombre | 
w> 0 le nombre ||p; A, w|| &gal & la borne superieure de z(p(x)) pour toutes les 
prenormes r definissant la topologie de A et tous les zc A tels que z(&)<w. 
Le point essentiel de la demonstration de l’A. consiste & prouver, pour toute algebre | 
AED,, Yinegalit& suivante 


sup 7 oo]; 10, + r<u)< I»; 4, w|| < 


0OsSisn 
2 w)* : 
< I sop(lo®|; |<). 
0sisn id 


Nous ne pouvons entrer ici dans les details de la longue et delicate demonstration de 
cette inegalite, J. Dieudonne. 

Stowikowski, W.: A theory of extensions of map-systems. I. Fundamenta Math. 
46, 2435—275 (1959). 

Dans cet article l’A. reproduit, sous une forme un peu differente, le „th&or&me 
general d’extension algebrique‘“ &tabli par le rapporteur dans sa construction axio- 
matique de la theorie des distributions [Univ. Lisboa, Revista Fac. Ci., II. Ser. A 4, 
79—186 (1955; ce Zbl. 64, 358); voir Notes Finales, I. p. 177—179]. Toutefois 
ilsemble aurapporteur quel’A. ne connait peut-etre pas ce travail, qu’il cite seulement 
dans la Bibliographie de son article. D’apres l’A., un systeme op£eratoire (,‚operator- 
system‘) est tout couple ($, X) ou: a) X est un groupe commutatif & notation 
additive; b) S est un semigroupe commutatif & notation multiplicative, muni 
d’element unite, I; c) a tout AcE 8 correspond un sous-groupe X, de X, et & tout 
couple AE 8,x€ X correspond un element de X note A x, de telle facon que: 1. l’ap- 
plication <&— Ax est un homomorphisme de X, sur X; 2. quels que soient A, BES, 
ona X,5CX» B(X,„)CX, et(AB)x=A(Bx) pourtoutxze X ,„. Un systeme 
operatoire est dit algebriquement ferme, sil’ona X,=X pour tout AES.SiS 
est un sous-groupe de S’, on appelle homomorphisme simple d’un systeme A =($8,X) 
dans un autre W = (8’, X’), tout homomorphisme A de X dans X’ tel que: 
h(X,)=X',eth(Ax) = A(hx); si en outre l’application A de X dans X’ est bi- 
univoque, on dit que h est un isomorphisme de A dans W’. On appelle ideal du systeme 
A = (8, X) tout operateur % faisant correspondre & chaque AE S un sous-groupe 
3(A) de X, de telle fagcon que: S(B)CS(AB) et X, NS (AB) = A-U8 (B)). 
Cela pose, la premiere partie du ‚„theoreme fondamental algebrique‘‘ peut s’enoncer 
comme suit: pour tout systeme VA — (8, X) et tout ideal 8 de W, il existe un (et 
seulement un, ä& un isomorphisme pres) systeme alg&briquement ferme WU’ —= (8’,X') 
et un homomorphisme simple } de X dans W tels que: () = Ah! 0u% est l’ideal 
minimal de U’; (ii) chaque element y’ de X’ est delaforme y„" =4Ax', avec AES, 
x —=h(x), € X. Alors, h sera un isomorphisme, si et seulement sion a 3(/) = 0; 
dans ce cas, X’ peut &tre considere comme une ‚extension‘ de W, si l’on identifie X 
ah(X) = X’. On peut reconnaitre que cette partie du the&oreme &quivaut essentielle- 
ment au theoreme d’extension algebrique du rapporteur (loc. eit., p. 98—99 et, sur- 
tout, p. 177—179). La deuxieme partie correspond au ‚„theoreme d’homomorphisme“‘ 
du rapporteur (loc. cit., p. 114—115). Comme application principale de ce th&or&me, 
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VA. indique le cas ou X est l’espace des fonctions continues dans un domaine 2 de 
R" et 8 est le semi-groupe des operateurs DP:ı DB: ... DPn de derivation; alors 
l’extension X’ obtenue est l’espace des distributions (d’ordre fini) sur @. [Dans 
quelques notes sur le calcul operationnel d’operateurs differentiels & coefficients 
variables, v. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. Ser. 27, 
42—47, 118—122 (1959), le rapporteur emploie les m&mes me&thodes pour introduire 
d’autres fonctions gen£ralisees, qu’il nomme ‚„para-distributions‘“.] Mais dans l’Intro- 
duction I’A. annonce la gen6ralisation (qui sera d&montree dans la partie II de cet 
article) de son th&oreme fondamental, au cas ol S n’est plus commutatif oü ses 
elements A sont des homomorphismes de parties de X dans X, mais non necessaire- 
ment sur X. Or cette gen£ralisation surpasse essentiellement les resultats du rap- 
porteur et aura probablement beaucoup d’interet. J. Sebastia e Silva. 

e Neumark, M. A.: Normierte Algebren. (Hochschulbücher für Mathematik. 
Bd. 45.) Berlin: VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften 1959. 572 S. Leinen 
DM 48,—. 

e Naimark, M. A.: Normed rings. Transl. from the first russian edition by 
Leo F. Boron. Groningen-The Netherlands: P. Noordhoff N. V. 1959. XVI, 560 p. 
$ 12,00. 

Traduction en allemand et en anglais de l’original russe: Najmark, Normi- 
rovannie Kol’ca, Moskau 1956. Voici d’abord l’analyse de l’ouvrage (il a semble 
preferable de detailler surtout le contenu des chap. 3—5). Chapitre I: Ele- 
ments de topologie et d’analyse fonctionnelle. $1. Espaces vectoriels. $ 2. Espaces 
topologiques. $ 3. Espaces vectoriels topologiques. $ 4. Espaces norme&s. $ 5. Espaces 
hilbertiens. $ 6. Integration dans un espace localement compact. Ce chapitre contient 
les notions classiques, mais aussi quelques th&or&mes plus speciaux destines & preparer 
la suite (par exemple: fonctions vectorielles analytiques). La theorie de l’integration 
est exposee le plus souvent ä& la maniere de Bourbaki. Chapitre II. Fondements 
de la theorie des algebres norme&es. $ 7. Preliminaires algebriques. Id&aux maximaux, 
radical, algebres semi-simples (i. e. de radical nul), algebres primitives. Adjonction 
d’un element unite. $ 8. Algebres topologiques. Une algebre topologique est une 
algebre R munie d’une topologie localement convexe telle que x y soit fonction s&pa- 
rement continue de x et y. Si tout x appartenant & un voisinage de 1 admet un in- 
verse et si 2&— x! est continu en 1, on dit que R est une algebre avec inverse 
continu. Propriet& de ces algebres. Resolvante. Cas des corps. $ 9. Algebres normees. 
Theor&me de Gelfand-Mazur. $ 10. Algebres symetriques (i. e. algebres munies d’une 
involution). Formes positives. Algebres normees symötriques (on impose la condition 
|\*|] = |||). Chapitre III. Algebres normees commutatives. $ 11. Realisation 

une algebre commutative comme algebre de fonctions. Correspondance biunivoque 
entre caractere d’une algebre de Banach commutative R a unite et id6aux maximaux 
de R. SoitM l’ensemble des caracteres. Atoutx€ A est associe la fonetion M — x(M) 
—= M(x) sur M. Proprietes de cet homomorphisme. Application: theoreme de 
Wiener. La topologie faible fait de M un espace compact. Quand R est engendree 
par n el&ments, M s’identifie & un compact de ©". Fonctions analytiques d’un element 
de R. Un ideal ferm& est dit primaire quand il n’est contenu que dans un seul ideal 
maximal. Si R est engendree par x, siA, = x(M,) et si ||(« — A)!|| | Im (A — A,) ?—>0 
quand A—4,, alors M, ne contient pas d’autre id6al primaire que M,. $ 12. Homo- 
morphismes et isomorphismes d’algebres commutatives. Tout isomorphisme alge- 
brique entre algebres de Banach commutatives semi-simples est bicontinu. $ 13. Fron- 
tiere de Silov. Extensions des id&aux maximaux. $ 14. Algebres commutatives com- 
pletement symötriques. Soit R une algebre de Banach ä& unite. On dit que R est 
completement symötrique si 1+ x*x est inversible pour tout x. Si R est commu- 
tative, ceci &quivaut A dire que x* (M) =x(M) pour tout zE R et tout MEM; 
la frontiere de Silov de M est alors egale AM. $ 15. Algöbres reguliöres. Une algebre 
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de Banach commutative R & unite est dite reguliere si, pour tout M,EM et toute 
partie fermee F de M ne contenant pas M,, il existe z€E R avec x(M,) #0 et 
x(M) = 0 sur F. Definition, pour toute algebre, de la topologie de Jacobson sur 
l’ensemble des ideaux primitifs. L’algebre R est reguliere si et seulement si la topo- 
logie faible sur M coincide avec la topologie de Jacobson. Analyse et synthese har- 
monique abstraite pour lesalgebresregulieres, poussees jusqu’&a la condition de Ditkin. 
$ 16. Algebres commutatives completement r&egulieres. Une alg&bre de Banach symetri- 
que Rest dite complötement röguliöre si || x* «|| = ||x||?pourtoutxe€ R. Adjonction d’un 
element unite. Les algebres de Banach commutatives completement r&gulieres sont 
les algebres de fonctions continues tendant vers 0 & l’infini sur un espace localement 
compact. Les algebres commutatives completement r&gulieres & unite sont regulieres 
et complötement symötriques. Caleul fonctionnel dans ces algebres. Chapitre IV. 
Representations des algebres symötriques. $ 17. Fondements de la theorie des re- 
presentations. Soit R une algebre symötrique. Une representation — A, de R 
(dans un espace hilbertien 7) est dite cyclique s’il existe un vecteur & tel que les 
A,„E&xe R) soient partout denses dans ZH. Correspondance entre repr&esentations 
cycliques de R et formes positives sur R. Construction de toutes les reprösentations 
eycliques quand R est commutative completement reguliere; application & la theorie 
spectrale des operateurs auto-adjoints dans un espace hilbertien. Soit x— A, une 
representation irreductible d’une algebre symetrique R. Si (A, &, &) = (Az &; &) 
pour tout ze R, &,et &, sont proportionnels. $ 18. Plongement d’une algebre syme- 
trique dans une algebre d’operateurs. Soient R une algebre symetrique a unite, % 
l’ensemble des formes > 0 sur R. Une norme ||x|| sur R est dite r&guliere si et 
seulement si |f(x)| < f(e) ||x|| pour toute f€% (ileen est ainsi si R est complet 
pour || |). Un el&ment x de R s’appelle un zero generalise si f(x* x) = 0 pour toute 
fe 5%, ou, ce qui revient au meme, si f(x) = 0 pour toute fE ‘5. Les zeros generalises 
de R forment un ideal bilatere symetrique / (l’ideal reduisant), et R est dite reduite 
si 7 = 0; R/I est reduite. (Lorsque R est une algebre de Banach symötrique, / con- 
tient le radical). S’il existe dans une algebre reduite une norme reguliere (ce qui est 
toujours le cas pour une algebre de Banach symetrique reduite), il existe une norme 
reguliere plus petite que toutes les autres, telle que ||x ||? = sup f(«* x), ou f parcourt 
l’ensemble des formes positives f sur R telles que f(1) = 1. Pour cette norme, R est 
isomorphe & une algebre symetrique d’operateurs dans un espace hilbertien. $ 19. 
Formes ind&composables et representations irreductibles. Pour qu’une forme posi- 
tive soit ind&composable, il faut et il suffit que la representation correspondante soit 
irreductible. Si R est une alg&bre de Banach reduite, et ige R, 9, #0, il existe 
une representation irreductible &— A, de Rttelle que A,, = 0. $ 20. Applications 
aux algebres symetriques commutatives. Soit R une algebre de Banach syme6trique 
commutative & unite. Soit R, l’algebre reduite obtenue & partir de R par passage au 
quotient, munie de la norme röguliere minimale. Soit R” l’algebre completee de R.. 
Alors, R” est isomorphe & l’alg&bre des fonctions continues sur l’espace M, des id6aux 
maximaux syme6triques de R. Representation d’une forme positive quelconque sur R 
& l’aire d’une integrale sur M, (th&oreme de Bochner abstrait). Dans le cas ou Rest 
completement symeötrique, theoreme de Plancherel abstrait pour les formes positives 
definies sur un ideal partout dense de R. $ 21. Lemme de Schur generalise. Soient 
R une algebre syme6trique, x— A, et x©— B,„ des repr6sentations de R dans des 
espaces hilbertiens 7, H’. Soit T un operateur ferm& appliquant bijecetivement un 
sous-espace partout dense de 7 sur un sous-espace partout dense de H’, tel que 
B,TCTA, pour tout ze R. Alors, les deux reprösentations sont &quivalentes. 
Applications variees de ce th&or&me. $22. Quelques representations de l’algebre B(H) 
des operateurs bornes dans un espace hilbertien 7. L’id&al / des operateurs compacts. 
Toute representation de / est &quivalente a une somme de representations identiques 
de / et d’une representation nulle. Toute reprösentation de B(H) est &quivalente 
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a une somme de representations identiques de B(H) et d’une representation de 
_B(H)/I. Chapitre V. Quelques algebres speciales. $ 23. Algebres completement sym6&- 
triques. Soient R une algebre de Banach compl&tement symetrique & unite. Les 
elements de spectre > 0 forment un cöne convexe. Si / est un ideal A gauche ferm& de 
R distinct de R, il existe une forme positive {sur R telle que f(1)=1, f(x*x) = 0 pour 
tout x€ I. Leradical coincide avec l’id6al reduisant. Si R, est une sous-algebre syme&- 
trique fermee de R contenant 1, toute representation (resp. toute representation irre- 
ductible) de R, se laisse &tendre en une repr&sentation (resp. une representation irreduc- 
tible) de R dans un espace plus grand. Pour qu’une algebre de Banach symetrique Rä& 
unite soit compl&tement symetrique, il faut et il suffit que, pour tout zE R, on ait 
sup f(x* x) = lim ||(x* x)” ||!”, oü f parcourt l’ensemble des formes positives telles 
que f(1)=1. $ 24. Algebres completement regulieres. Elles sont isomorphes ä des 
algebres d’operateurs dans un espace hilbertien. Tout quotient d’une algebre com- 
pletement reguliere par un ideal bilatere ferm& est une algebre completement r&gu- 
liere. $ 25. Algebres duales. Soit R une alg&bre topologique. Notons 2(8), N (5) les 
annulateurs & gauche et A droite d’une partie Sde R. On dit que R est une algebre 
duale si L(R(7)) = I (resp. R(L(7)) = I) pour tout id6al & gauche (resp. & droite) 
ferm& de R. Etude detaill&e de ces algebres, reposant principalement sur l’abon- 
dance des id&aux & gauche ou & droite minimaux. Une algebre de Banach symetrique 
R est appel&e H*-algebre si l’espace de Banach sous-jacent est hilbertien, si (2 y, 2) = 
— (y,x*2) pour &,y,2ER, et #0 >2*z=+0. Une H*-algebre est duale, et 
somme hilbertienne de 4 *-algebres simples; une H*-algebre simple est isomorphe äl’al- 
gebre des op6erateurs d’Hilbert-Schmidt dans un espace hilbertien convenable. Pour 
qu’une algebre de Banach completement reguliere simple soit duale, il faut etil suffit 
qu’elle soitisomorphe äl’algebre desoperateurs compacts dans un espace hilbertien. $ 26. 
Algebres de fonctions vectorielles. Il s’agit prineipalement de fonctions t— x (t) definies 
sur un espace localement compact, ettelles que x(t)E R,pourtoutt,oü R, estunealg&bre 
de Banach variable avec £. On demontre, concernant des algebres de telles fonctions, 
des th&oremes du type ‚Stone-Weierstrass“. Analogue continu du lemme de Schur 
dü & l’A. Chapitre VI. Algebres de groupes. $ 27. Groupes topologiques. Mesure de 
Haar. $ 28. Definition et proprietes de l’algebre d’un groupe localement compact 
(il s’agit de l’algebre L!). Une telle algebre est symetrique, semi-simple, reduite, et 
possede une unite approchee. $ 29. Representations unitaires d’un groupe localement 
compact @. Relations avec les representations de ZL1(G). Theoreme de Gelfand- 
Raikov. $ 30. Fonctions de type positif sur @. Relations avec les formes positives 
sur Z1(G). Continuite de ces fonctions. Analyse harmonique sur @ par les polynömes 
trigonometriques. $ 31. Cas des groupes abeliens. Theorie complete de la dualite. 
Theoremes de Bochner, Plancherel, Pontrjagin, Wiener, Stone. $ 32. Repr&sentations 
des groupes compacts. Chapitre VII. Algebres d’operateurs dans un espace hilbertien. 
$ 33. Topologies varieces sur B(H). $ 34. Sous-algebres symetriques faiblement fer- 
me6es de B(H): ce sont les sous-algebres symetriques &gales ä leur bicommutant. 
$ 35. Equivalence relative. Comparaison des projecteurs appartenant & un facteur; 
finitude des projeeteurs; additivite de la finitude. $ 36. Dimension relative dans un 
facteur, obtenue par la methode de Murray-von Neumann. Classification des fac- 
teurs. $ 37. Trace relative 7 dans un facteur. La formule T(A + B)= T(A) + T(B) 
est &tablie seulement pour A et B permutables. $ 38. Structure et exemples de fac- 
teurs. Les facteurs de classe I sont isomorphes & des algebres B(H). Les facteurs de 
classe II., sont des algebres de matrices sur des facteurs de classe Il,. Exemples de 
facteurs de classe II, obtenus par representation reguliere de groupes discrets. $39. Alge- 
bres unitaires et algebres ätrace: ils’agit de la gen£ralisation des H*-algebres ol on ne 
suppose plus l’algebre complöte; ici, ’ A. &noncelestheorömessansdemonstrations. Cha- 
pitre VIII. D&compositiond’unealgöbred’op6rateursen algebresirreductibles. $40—41. 
Decomposition d’une forme positive en formesind&composables. D&composition d’une 
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algebre d’operateurs. En suivant une methode due & Tomita, on obtient les de- 
compositions en question sans hypothese de separabilite. Applications a la d&compo- 
sition des representations d’une algebre ou d’un groupe en representations irre- 


ductibles. Suivent: 1. une bibliographie s’arretant & peu pres en 1955 (date de paru- I 


tion de l’edition russe); 2. une bibliographie suppl&mentaire plus recente (pour des I 
raisons inconnues, cette bibliographie est absente de l’&dition anglaise); 3. un index | 
des notations (absent dans l’edition allemande); 4. un index terminologique. Le 
rapporteur n’a pas trouv& de differences sensibles entre les editions anglaise et alle- | 
mande (dans le chapitre VIII, oü il a fait la comparaison en detail, la traduction | 
allemande lui a sembl& un peu meilleure par endroits). Le livre contient de nombreuses | 
references bibliographiques et des details sur l’&volution de la theorie. Ces indications | 
sont excellentes et tres utiles. Le rapporteur fait cependant des reserves dans le 
cas du chapitre VIII. L’A. dit que les methodes de ce chapitre ont &te &laborees d’a- 
bord par A.N. Kolmogorov (conference en 1944 & la Societe mathematique de \ 
Moscou). Bien que les travaux de Kolmogorov soient certainement indöpendants de | 
ceux de von Neumann, il convient de rappeler que l’article fondamental de von 
Neumann sur la „Reduction theory‘ (paru en 1949) fut &erit en 1937—38 (v. ce | 
Zbl. 34, 61). (On peut aussi citer les travaux de M. Kondö, Proc. Imp. Acad. 
Tokyo, 20 (1944), 425—431; ce Zbl. 60, 270). Les changements par rapport & la | 
terminologie usuelle (‚„symetrique‘“ au lieu de ‚„involutive‘“, „completement syme- | 
trique“ au lieu de „symetrique“) ne sont peut-etre pas trös heureux. De me&me, | 
„completement r&gulier“ n’est pas tres&vocateur. Si „O*-algebre‘“ parait inesthetique 
(et telle est l’opinion du rapporteur), il semblerait juste de nommer ces algebres ‚‚alge- 
bres de Gelfand-Neumark“. On peut aussi critiquer la redaction de certains 
enonc6s: le lecteur doit chercher leshypotheses et les notations de quelques theor&mes 
importants dans plusieurs des pages qui precedent. Naturellement, il s’agit lä de 
critiqgues mineures, et ce livre, qui est le premier expose d’ensemble consacre & la | 
theorie des alg&bres normees, est un travail de grande valeur. Gräce ä son chapitre I 
(165 pages), l’ouvrage est & la portee des chercheurs debutants. Par ailleurs, ce sera 
un instrument de travail pr&cieux pour les specialistes. Ceux-ci auront plaisir & lire 
de nombreux passages ou l’A. developpe, sans demonstrations ou avec demonstrations 
abregees, des theories plus delicates qui n’avaient pas leur place dans l’expos& gen£ral; 
ces passages n’ont pas &te signales dans l’analyse pr&cedente; citons, & titre d’exem- 
ples: les fonctions analytiques de plusieurs variables dans une alg&ebre commutative, 
un critere analytique de regularit& de Silov, les op6erateurs spectraux de Dunford, 
l’espace de Jacobson (,Strukturraum‘“) d’une alg&bre completement röguliere. les 
representations unitaires irreductibles du groupe de Lorentz homogene, le fait que 
l’algebre des fonctions spheriques sur ce groupe n’est pas completement symötrique, 
les translations gen6ralisees de Levitan, la dualit& de Krejn-Tannaka. 
J. Dixsmier. 

Sja Do-Sin (Sha Tao-shing): On semi-normed rings with involution. Doklady 
Akad. Nauk SSSR 124, 1223—1225 (1959) [Russisch]. 

Ein Bericht über die Resultate der anschließend referierten Arbeit. V. Piak. 

Sja Do-$in: Über halbnormierte Ringe mit Involution. Izvestija Akad. Nauk 
SSSR, Ser. mat. 23, 509—528 (1959) [Russisch]. 

Let R be a complete seminormed ring with an involution (we use Russian ter- 
minology) the topology of which is defined by a system of pseudonorms |x |, where «& 
runs over anindex set A. Each pseudonorm satisfies the relations |e y|, < || |y|« 
and le hi = 1. The author proves essential generalizations of the fundamental theo- 
rems on Banach algebras. Th. 1. Suppose that the topology of Ris given by a sequence 
of norms and that the given involution is continuous. Then each positive linear 
functional on Ris continuous. Th. 2. Suppose that the involution * is continuous. Let 


MM be the set of all real (Fle*) = f(«)) linear multiplicative functionals on R. Let f 
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be a positive linear functional on R. Then there exists a compact M, CM and a 
nonnegative measure u on M; such that u(M,) = 1 and f(x) —= [ x(M) du for all 
Di 


xz€ R. Further, the set of those M € I which are continuous is an to be dense 


in M. Th. 4. Suppose that the involution is continuous. The following conditions 
are equivalent: 1° the inverse (e + x* x)! exists for each ze R, 2° foreachx€ R 


the relation sup f(x x*) = sup lim v] (x* x)”|« is fulfilled, the sup on the left hand 


side being taken over all positive linear functionals f with f(e) = 1. Th. 5. Let R be 
commutative. Let M be the set of all closed maximal ideals in R. Suppose that 
sup |x* x]. = sup |x|, sup |* |. for each ze R. Then Bar leje )#*6for 


each x and x and R is complete with respect to |x|,. Further R is isomorphie to 
C(M) in such a way that |x|, = sup x(M) for a suitable compact M, CM. 
Men 


et 
Th. 6. Suppose that sup |x* a2 — sup la. % for each x. Then |x* x) = |x|2 for 


each x and & and there exists a Hilbert space 7 and projection operators P, such 
that: 1° to each x€ R there corresponds an (unbounded) operator A, in H; this 
correspondence is one-to-one and Ay,—= 4A#, 2° A,P,= P,A, is a bounded 
operator for each a and x, 3° the norms are given by |x|x= |P,4A,|. V. Ptak. 


Horne jr.,J. G.: On the ideal structure of certain semirings and ecompactification 
of topologieal spaces. Trans. Amer. math. Soc. 90, 408—430 (1959). 


Ohne in die zahlreichen in dem Artikel enthaltenen Definitionen, Sätze und 
Beispiele im Einzelnen einzugehen, kann sein Inhalt wie folgt angedeutet werden. 
Es sei $ ein Halbring (mit Eins), R eine transitive Relation auf S. Unter gewissen 
(ziemlich komplizierten) Bedingungen wird S samt R ein R-Halbring (hinsichtlich 


' eines Elementes h € 8) genannt. Die R-Halbringe umfassen u. a. (1) die R-Verbände 


von T. Shirota (dies. Zbl. 48, 89); (2) für = 0, jeden Ring S mit der ‚„strikten 
kanonischen Ordnungsrelation‘‘ (definiert als das relationstheoretische Quadrat von O; 
xO y bedeutet, daß xy—= x und y im Zentrum von $ liegt), sobald S durch diese 
Relation dicht geordnet ist und ein Einselement besitzt; darunter sind auch die 
Ringe K(X) usw. inbegriffen mit [X (X) wird der Ring von allen stetigen komplex- 
wertigen Funktionen auf einem topologischen Raum X bezeichnet]. Es werden 
einige Klassen von Idealen (in verschiedenem Sinne) in R-Halbringen (in einer 
allgemeineren Fassung auch in Halbgruppen) untersucht. Dabei spielt die Stonesche 
(bzw. die duale Stonesche) Paratopologie eine wichtige Rolle [ist M eine Menge, M 
ein System von Untermengen von M, so heißt WACNM abgeschlossen, falls U = 
—{[XEM:XIA}, bzw. A={XEM:XCA} für eine passende Menge ACM 
gilt; vgl.auch R.L. Blair, Duke math. J. 22, 271—280 (1955)]. EinigeAnwendungen 
auf die Theorie von ß X werden gegeben. Es zeigt sich u. a., daß (in einem nahe- 
liegenden Sinne) zur Charakterisierung von ß X jede hinsichtlich der strikten kano- 
nischen Ordnungsrelation dichte Untermenge von K (X) genügt; vgl. A. N. Milgram 
(dies. Zbl. 33, 283). M. Katetov. 
Pärvu, Monica Pavel: On the resolvent. equation. Math. Japonicae 5, 35—37 
1958). 
Bit A une algebre munie d’une quasi-norme, c’est & dire, d’une application 
z— ||z|| tele ge ||«+y||< ||z|| + ||y||, ||| = 0 si et seulement si = 0, 
az|| = JAf]|e|| avee 0o<r<1, |ey||< ||e|| ||y||; om dit que A est une al- 
gebre (QN) si A est un espace metrique complet. L’A. etablit pour les algebres (QN) 
la validit& de quelques propositions connues dans le cas des algebres de Banach, 
concernant les solutions de l’&quation R(A)— R(u)= (u —A)R(A)R(u), oü R(A) 
est une fonction (holomorphe) definie dans un domaine du plan complexe, & valeurs 
dans une algebre (QN). A. Pereira Gomes. 
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Brainerd, Barron: On the embedding of vector lattices in F-rings. Trans. Amer. j 
math. Soc. 93, 132—144 (1959). \ 

Unter einem F-(Freudenthal)-Raum versteht Verf. einen o-vollständigen Vektor- 
verband mit schwacher Ordnungs-Eins, unter einem F-Ring einen verbands-geord- 
neten Ring mit (Ring-) Einselement, das eine schwache Ordnungs-Eins ist. Olm- 
stedt (dies. Zbl. 27, 387) und Nakano (Modern spectral theory, Tokyo 1950, 
dies. Zbl. 41, 234) haben je eine Methode angegeben, einen F-Raum in einen F-Ring 
einzubetten. Verf. zeigt zunächst, daß beide Einbettungen isomorph sind. Aus der 
Einbettbarkeit werden sodann einige Folgerungen für die /-Ideale gezogen, woraus 
sich u.a. ein Kriterium dafür ergibt, daß ein abstrakter F-Raum einem F-Raum 
meßbarer Funktionen isomorph ist. Ist auf dem Booleschen Verband B der idem- 
potenten Elemente des F-Ringes R ein (abzählbar additives) Maß u vorgegeben, 


1, \ 
so ist U= Ire ar Var I) = 0) ein abgeschlossenes Ideal in R. Der 


Quotientenring R/U wird untersucht. Schließlich werden die beschränkten, linearen 
Funktionale auf einem regulären (d.h. zu jedem aER existiert in zeR mit 
axda—=a) F-Ring als Linearkombinationen von Ring-Homomorphismen von R 
auf den Körper der reellen Zahlen charakterisiert, und es wird untersucht, unter 
welchen Bedingungen sich ein lineares Funktional auf einem F-Raum zu einem solchen 
auf dem erzeugten (s. 0.) F-Ring fortsetzen läßt. @. Bruns. 

Brainerd, Barron: F-rings of continuous functions. I. Canadian J. Math. 
11, 80—86 (1959). 

Im Anschluß an eine frühere Arbeit des Verf. (s. dies. Zbl. 86, 314) werden 
charakteristische Eigenschaften algebraischer Natur des Ringes der reellen stetigen 
Funktionen auf gewissen topologischen Räumen gesucht, nämlich: 1. auf verall- 
gemeinerten P-Räumen, d.h. O-dimensionalen topologischen Räumen, in welchen 
die zugleich offenen und abgeschlossenen Mengen eine o-Algebra bilden. 2. auf 
s;-kompakten P-Räumen, d.h. auf solchen P-Räumen, bei denen jede offene Über- 
deckung eine abzählbare Teilüberdeckung enthält. Für reguläre F-Ringe R (vgl. 
die zitierte Arbeit des Verf.) werden die folgenden Eigenschaften betrachtet: x) 
Sei ® ein Ideal in R von der Form B=N[MEA|MIB} und existiere für 
jedes MER mit M2%B ein Hauptideal J mit BC JECM. Dann ist 8 Haupt- 
ideal (2 ist die Menge aller abgeschlossenen maximalen Ideale von R; vgl. die zitierte 
Arbeit). $) Jedes eigentliche abgeschlossene Ideal von R ist in einem abgeschlossenen 
maximalen Ideal von R enthalten. Die Resultate der Arbeit (Sätze 4 und 6) sind die 
folgenden: 1. Ein regulärer F-Ring R ist dann und nur dann isomorph zum Ring 
aller stetigen Funktionen auf einem verallgemeinerten P-Raum, wenn R ein M- 
Ring ist (vgl. die zitierte Arbeit) und Eigenschaft «) hat. 2. Ein regulärer F-Ring 
Rist dann und nur dann isomorph zum Ring der stetigen Funktionen auf einem x;- 
kompakten P-Raum, wenn R die Eigenschaft ß) hat. W.Nef. 

Curtis jr., Philip C.: Order and commutativity in Banach algebras. Proc. Amer. 
math. Soc. 9, 643—646 (1958). 

Let A be a real Banach algebra with identity ofnorm 1, let € be the closure of 
the set of finite sums of squares of elements of A, and suppose that A is lattice ordered 
with C as its positive cone. It is proved that each extreme point of the set of positive 
linear functionals f with ||f|| <1 is a homomorphism of A, and hence that A is 
commutative. Similar results are also obtained with A taken to be a Banach algebra 
with identity and with a continuous involution x — x*, and with C taken to be the 
closure of the set of finite sums of elements x x*. F. F. Bonsall. 

Luchins, Edith H.: On radieals and continuity of homomorphisms into Banach 
algebras. Pacific J. Math. 9, 755—758 (1959). 

A Banach algebra B is said to be absolute if every homomorphism of a Banach 
algebra into B is continuous, and is said to be strietly semi-simple if those regular 
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maximal right ideals of B that are also two-sided ideals have zero intersection. By a 
heorem of Rickart (©. E. Rickart, this Zbl. 37, 200), semi-simple commutative 
3anach algebras are absolute. It is here proved that an absolute Banach algebra 
ontains no non-zero nilpotent elements, and that a strietly semi-simple Banach 
lgebra is absolute. For certain special Banach algebras B (including semi-simple 
innihilator algebras) it is proved that if B contains no non-zero nilpotent elements, 


hen B is strietly semi-simple (and hence absolute). F.F. Bonsall. 
Wermer, John: On a subalgebra of L(— 00,00). Amer. J. Math. 82, 103—105 
1960). 


Let Z denote the Banach algebra of functions summable on (— oo, 00) with the 
isual norm and convolution. A. B. Simon [Amer. J. Math. 81, 613—616 (1959)] 
roved that Zt = {f:f(«)=0 for x <0} is a maximal closed subalgebra of L. 
"he author gives a new proof of this theorem applying the following lemma. Let B be 
‚, commutative semi-simple Banach algebra with maximal ideal space homeomorphic 
o the unit eircle S = {A}: || = 1}, such that the functions A and 1/A on $ correspond 
o some elements of B and generate a dense subalgebra of B. Let B* be the set of 


ll fin B such that the corresponding f(A) on S are restrietions of functions analytic 
or || < 1 and continuous for |A|< 1. Then B*+ is a maximal subalgebra of B. 
t is proved that the algebra B of all functions f*(A) + const on S, where f*(A) = 
= f [—:(1-+A)/(1—A)] and f(t) is the Fourier transform of fin Z, satisfies the 
ıypotheses of the lemma, and B* = {f* + const: fe Lt}. Z. Semadeni. 

Saitö, Teishirö: On incomplete infinite direet product of W*-algebras. Töhoku 
nath. J., II. Ser. 10, 165—171 (1958). 

Soit (H,) une famille infinie d’espaces hilbertiens, et soit 7 un produit tensoriel 
ncomplet des H, au sens de von Neumann [Compositio Math. 6, 1—77 (1938); 
e Zbl. 19, 311). Tout operateur continu dans un 4, definit un operateur continu dans 
7. Soit, pour tout € /, M, une algebre de von Neumann dans F,. Ceci definit une 


lg&bre de von Neumann M, dans H, et l’algebre de von Neumann M engendr6e 


ar les M, est le produit tensoriel incomplet des M,,. L’A. prouve que cette notion 
oincide avec celle de produit tensoriel restreint introduite par Takeda (ce Zbl. 65, 
49). Si les M, sont des facteurs, M est un facteur. J. Diemier. 

Takesaki, Masamichi: On the eonjugate space of operator algebra. Töhoku math. 
., II. Ser. 10, 194—203 (1958). 

Soient M une O*-algebre, p un etat pur de M, m, l’ideal & gauche des ze M 
els que »(x* x) = (0. Alors l’espace de Banach M/m, est hilbertien, et canonique- 
nent isomorphe & l’espace de la representation de M definie par @. (On le demontre 
’abord pour les algebres de von Neumann, puis pour M en passant & l’algebre de 
‘on Neumann universelle de M). Ceci permet de retrouver certains rösultats de 
Xadison [Proc. nat. Acad. Sci. USA, 43, 273—276 (1957); ce Zbl. 78, 115]. Une forme 
ositive sur une algebre de von Neumann M est dite singuliere si elle ne majore aucune 
orme positive non nulle ultrafaiblement continue. Si M, (resp. ML) est l’ensemble 
les formes ultrafaiblement continues sur M (resp. des combinaisons lineaires de 
ormes singulieres), M* est la I!-somme de M, et M;. Une application lin&aire ®: 
7— N entre algebres de von Neumann est dite singuliere si '#(N*) CM}. A 
artir des propri6tes de ces notions, l!’A. retrouve des rösultats de Feldman et Fell 
ce Zbl. 80, 101). J. Dixmier. 

Takesaki, Masamichi: On the singularity of a positive linear funetional on 
perator algebra. Proc. Japan Acad. 35, 365—366 (1959). 

Nouvelle d&monstration d’un rösultat de l’article precedent, faisant usage du 
höoreme suivant: une forme positive p sur une algebre de von Neumann M est 
inguliere si et seulement si, pour tout projecteur e=+ (0 de M, il existe un projecteur 
#0, f<se de M tel que o(f) =. J. Dismier. 
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Cotlar, Mischa and Rafael Panzone: On almost orthogonal operators in LP= | 
spaces. Acta Sci. math. 19, 165—171 (1958). | 
Es’ seien A, 20 ec R” integrierbare Funktionen, K=K,+:::+Ky, 


und (1) (ZI). = (f* KR) Er (y) K(«—y)dy. Die Kerne K, seien nahezu | 
orthogonal im folgenden Sinne: ER |K,,(@ «+ M— K,(@)|de< ce ||”? für | 
Rn | 


1<i<sitj<N und jedes } aus-R", wobei K,,=K,+K,, 0<Se<1I undZ 
0<y<n. Setzt mannun p=2n/(n+y) und 1/p+1/g=1, so gibt es eine | 
nur von g,y und c, dagegen nicht von N und den X, abhängende Konstante c, derart, 
daß (3) ||7Tf|,< ec ||f||, für jedes f aus Z,. Läßt man weiter in (1) die Variable y 
den Raum R”, hingegen x einen als Unterraum von R” aufgefaßten Raum R” mit | 
m<n<m-+ 2y durchlaufen und betrachtet dementsprechend Tf als Funktion | 
in R”", so erhält man die Ungleichung (3) unter denselben Voraussetzungen mit einer | 
nur von &, y und c abhängenden Konstanten c,, wenn p= (n + m)/(m +q) und) 
1/p+1/q=1 ist. Das entsprechende gilt, wenn yin R” und x in R” variiert. Der | 
erste dieser drei Sätze wurde im Fall y=0, d.h. p = 2, schon früher vom ersten | 
der beiden Verff. bewiesen (dies. Zbl. 71, 333). Ein einfacherer Beweis dieses Spezial- 
falls durch B. Sz.-Nagy (dies. Zbl. 80, 329) stützte sich auf ein Lemma über reelle | 
Zahlen, von dem auch die vorliegende Arbeit Gebrauch macht. Im übrigen verwendet | 
der Beweis die Theorie der Fourierschen Transformation. Die Verff. betrachten als | 


Anwendung Operatoren der Form (H,„f) (x) + H. fiy) |e—y|?”"” dy, wobei der | 
W 4 


Integrationsbereich W die Menge aller y = (y,,- . -,4,) mit 0<y, fürrı=]1,...,n | 
ist, und erwähnen zum Schluß einige mögliche Verallgemeinerungen, zum Teil als | 
ungelöste Probleme. K. Krickeberg. 


Livsie, M. 8.: Isometrie operators with equal defieieney indices, quasi-unitary 
operators. Translated by Stephen P. Hofiman jr. Amer. math. Soc., Translat., II. 
Ser. 13, 85—103 (1960). 

Vgl. die Besprechung des russischen Originals in diesem Zbl. 40, 353. 


Iochvidov (Iohvidov), I. S. and M. 6. Krejn (Krein): Speetral theory of opera- | 
tors in spaces with an indefinite metrie. I. Translated by J. L. B. Cooper. Amer. math. ! 
Soc., Translat., II. Ser. 13, 105—175 (1960). 

Vgl. die Besprechung des russischen Originals in diesem Zbl. 72, 134. n 

Brodskij (Brodskii), M.S. and M. S. Livsie: Speetral analysis of non-self- ) 
adjoint operators and intermediate systems. Translated by Stephen P. Hoffman jr. | 
Amer. math. Soc., Translat., II. Ser. 13, 265—346 (1960). 

Vgl. die Besprechung des russischen Originals in diesem Zbl. 82, 116. 

Sz.-Nagy, Bela et Ciprian Foias: Une relation parmi les veeteurs propres d’un | 
op6rateur de l’espace de Hilbert et de l’operateur adjoint. Acta Sci. math. 20, 91—96 | 
(1959). | 

Es sei T ein beschränkter linearer Operator in einem Hilbertraum 9, und es sei | 
E: [T] der Teilraum aller Elemente ze 9 mit Txz={x, wobei £ eine komplexe 
Zahl bedeutet. Wenn 7 normal ist, so gilt bekanntlich Z; [T] = Ex [T*], wobei | 
T* der zu T adjungierte Operator bedeutet. Nach einem Satz von B.Sz.-Nagy 
und F. Riesz (dies. Zbl. 28, 165) gilt diese Relation auch noch für den Fall, daß 7 eine | 
Kontraktion ist und |[{|=1 ausfällt. In der vorliegenden Arbeit wird dieses 
Theorem auf den Fall verallgemeinert, daß Randpunkteiner zu 7 gehörigen Spektral- | 
menge im Sinne von J.v. Neumann ist. E. Heinz. 

Hewitt, Edwin: A survey of abstraet harmonie analysis. Surveys appl. Math: 4, 
105—168 (1958). | 

This monograph describes the state of development reached in 1956 by certain 
parts of abstract harmonic analysis. The survey covers a rich variety of results | 
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whose authorship is carefully catalogued through extensive bibliographical references. 
Although the attention is mainly directed towards key problems, some highly infor- 
mative side-investigations are also included. This monograph exceeds in scope the 
elegant, but otherwise comparable survey “L’analyse harmonique dans les groupes 
abeliens’” (Monographies de l’Enseignement mathematique, Geneve 1956) by Jean 
Braconnier, — although the latter has a more general treatment of group repre- 
sentations. The basic object is a locally compact group @; the non-Abelian case 
is explored to some extent. Chapter 3 features a relatively detailed discussion of 
the structure of the Banach algebra of bounded Radon measures on G, the space 
of Fourier-Stieltjes transforms, and generalizations of the class of positive-definite 
functions. Chapter 4 deals authoritatively with the spaces Z,(@), where 1< p< oo; 
translation-invariant subspaces, the Fourier transform on L,(@). In connection with 
the Hausdorff-Young inequality, some still unpublished results are announced (re- 
lating te non-Abelian groups). Chapter 2 is concerned with the structure of the 
convolution algebra L,(G), and comprises a sketch of the non-Abelian case. Group 
representations appear briefly in Chapter 1 (the non-Abelian case is also consi- 
dered). There are a few innocuous misprints; e. g., on p. 118, replace O by @. 
@G. Krabbe. 


Rudin, Walter: Measure algebras on Abelian groups. Bull. Amer. math. Soc. 
65, 227—247 (1959). 

Dans cet article on expose une serie de r&sultats concernant l’analyse harmoni- 
que dans les groupes abeliens; l’expose ne vise pas & presenter tous les aspects de la 
theorie (par exemple on a laisse de cöte le probl&me de la synthese spectrale) mais 
surtout ceux qui touchent de pres l’auteur et dans lesquels celui-ci a des contribu- 
tions importantes: Apres quelques pr&liminaires l’A. considere l’algebre des mesures 
bornees /4.(G) d’un groupe abelien localement compact@; on considere Z!(G) identifie 
ä un ideal ferm& de /N(@). Si I’ est le groupe de caracteres de @ on definit sur /’ de 
facon usuelle la transformee F.S. (Fourier-Stieltjes) de toute mesure ve M(G). 
Comme /H(G) est une algebre norme&e commutative avec el&ment unite on peut consi- 
derer l’isomorphisme de Gelfand de /4(G) sur une sous-algebre de fonctions conti- 
nues sur l’espace compact A de ses id&aux maximaux. On identifie A avec l’espace 
de tous les homomorphismes de /4(G) dans le corps de nombres complexes, ce qui 
permet de plonger /'dans A. La transformee F. S. d’une mesure u se trouve 6tre ainsi 
la restrietion ä /' de la transforme de Gelfand de u. L’A. etudie les rapports qui 
existent entre /'et A (on sait que pour @ discret ['= A). En general, /'n’est m&me 
pas dense dans A. L’A. d&montre un r6sultat important dü & J.H. Williamson 
[Communication at Internat. Congress Math. Edinburgh 1958]. Si@ est un groupe 
abelien localement compact non-disceret, alors l’algebre N (G) n’est pas symötrique, 
l’adherence de /’ dans A ne contient pas la frontiere de Silov et le phönomöne de 
Wiener-Pitt (i. e. l’existence d’une transformation de F.S. dans /’ telle que son 
inverse soit born&e mais pas une transformation de F.S.) a toujours lieu. Ceci gen£ralise 
le rösultat bien connu de Ju. A. Sreider (ce Zbl. 38, 273), ainsi que celui de E. He- 
witt (ce Zbl. 85, 100). L’A. indique encore quelques autres proprietes interessantes: 
ainsi, la transform&e de Gelfand d’une mesure absolument continue de /4 (G) s’annulle 
en dehors de J'; si /' est connexe A l’est aussi, ete.; on pose aussi quelques problemes 
non resolus. L’A. passe ensuite au probleme de l’isomorphisme des ‚group algebras‘‘. 
Apres avoir rappel& que des groupes non isomorphes peuvent avoir des „group 
algebras“ isomorphes, on indique les conditions afin que l’isomorphisme de Z21(G,) 
et L!(@,) implique @, isomorphe & @,. Ainsi, si J'est connexe @, et @, sont isomorphes; 
ou bien si l’isomorphisme de Z1(G,) sur L1(G,) est isometrique, la m&me conclusion 
resulte. On passe ensuite au probleme suivant: Quand un isomorphisme de MH (G,) 
sur /A(G,) est un isomorphisme de Z!(G,) sur L1(@,)? D’apres un rösultat recent de 
P.J. Cohen, ceci a toujours lieu lorsque@, et@, sont abeliens localement compacts. L’A. 
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etudie brievement les mesures idempotentes, i.e. u* u = u; on introduit la notion 
de mesure u € M(G) irröductible et on trouve que toute mesure idempotente peut 
toujours &tre d&composee en une somme de mesures irröductibles. Enfin, la derniere 
partie de l’article est consacree au probleme tres interessant de la dötermination des 
fonctions® qui operent sur les algebres A (I') des transform6es de Fourier et B(I') des‘ 
transformees de F. S. sur /'. Le probleme a &t€ completement rösolu par ’A., H. Hel- 
son, J. P. Kahane et Y. Katznelson [Acta math»102, 135—157 (1959)], qui ont, 
trouv& des conditions n6cessaires, (c’estla partie difficile) et suffisantes. L’Analytieite 
de ® est essentielle. Par exemple, si I’ n’est pas compact, ® opere sur B(I') si (et, 
seulement si!) elle peut ötre prolong& en une fonction entiere. G.Gussi. 

Hirschman jr., I. I.: A maximal problem in harmonie analysis. II. Pacific J. 
Math. 9, 525—540 (1959). 

[I. voir Hewitt, Hirschmann; ce Zbl. 56, 105]. @ est un groupe topologique 
compact, dx la mesure de Haar valant 1 pour @, A un ensemble complet de repr6-' 
sentations unitaires deux & deux non &quivalentes r&alis6es par des matrices carrees | 


r(&) x r(&) notees [9 (&, 2, 7, 2), &€ A. Pourtoute fE L? (G), on pose c (x, i, j, N) 
— (@)g(a,i,j,e)*de. LA. &tablit pour 1<p<2 et >+7= 1 les ine 


& 
galites suivantes: 
| = & r(&) Een ql2 ra 
\< r(a)2= 8 Be le(&, 8,5, f| | 


ER | 


* 


< ill 
r(e) R: /2 \1/ 
‚= ee > ll 


= 
Il ER en Si que l’egalite a lieu si et seulement si f la de forme f(x) —= 


que |X7(&% © ER —=r(&) SzEH (H sous-groupe invariant ouvert et ferme) et x, un | 
el&ment arbitraire de @. A. Revuz. | 


Devinatz, A. and I. I. Hirschmann jr.: Multiplier transformations on l®«, Ann. | 
of Math., II. Ser. 69, 575—587 (1959). | 


Let & be the class of all complex- valued functions = wi; ={0, +4,43, 43... 

The set 1%* consists of all F in & such that o = N, (F\= {| F(n) ( In -L Te | 
neQ}; the norm F— ||F |. = [N,(F)]'/?2 makes _ into a Banach space. This] 
article deals with linear transformations of 1>* that commute with convolution. | 
Let © be the class of all such functions in © that vanish off finite subsets. f FE &, | 
let F,. denote the convolution operator that is defined for all@in © by the equation | 
F«@)=F*G. The class M,={F,:FeE6&} is clearly contained in the class, 
SM of all linear transformations of © into &. Let M be the class of all the members. 
of MW’ that commute with each member of M,. HE TEM, it is easily seen that | 
— 7 D), (where D is the function defined as Re Dn)=1 2 r=03 
whlles Din) 0211570; ne€2). Suppse —4<x<} throughout. As! 
usual, the operator-norm M, [T] is the supremum er the er {|TFlo„.:FeoSyl 
and [Fle. = 1}. Let M, denote the set of all Tin M such that M,[7T] +. It 
is shown that W,is a semi-simple, abelian and self-adjoint Banach algebra with unit. 
Suppose TEM,, and define 7” as the Fourier transform of TD; the authors 
establish that 7 is then the “multiplier transformation determined by 7” in the | 
sense defined by Hirschman in a previous article (this Zbl. 85, 92). Suppose TE M.; 
it is proved that the spectrum o(T; M,) coincides with the essential range of the | 
function 7“. Moreover, || 7“ ||o is the spectral norm of T in the algebra M,. \ 
The proofs are based partly on a thesis of A. Broman (‘On two classes of trigono- | 
metrical series’, Uppsala 1947); they also depend on articles contained in the | 
Cornell Symposium on Harmonie Analysis (Cornel-Univ. Ithaka. USA 1956). | 


hc 


Unlike the spectrum, the point-spectrum P(T;M,) varies with x. The authors 
| denote by A (A) the set of all d in the domain of 7 such that T* (0) = A. The second 
_ part of the article generalizes the following result of Toeplitz: if TEM,, then a 

necessary-sufficient condition that AE P(T;M,) is that A(A) be a uy-negligible set 

(ip = Lebesgue measure). In case x > 0, the authors define on the Borel sets a 

funetion u, (it turns out to be a “capacity” in the sense of Choquet). The Fourier 

transform T> of TD can accordingly be re-defined by the relation 7 (0) = 

SI {[T D] (n) - exp rind :n € Q} almost-everywhere with respect to the capacity 

ix. This comes from Borman’s thesis [loc. eit.]. Results of C. S. Herz in the Cornell 

Symposium lead to the following theorem: If x > 0 and TEM_,, then a necessary- 

suffieient condition that A& P(T;M_.) is that A (A) be a us-negligible set. This still 

holds in the case «x < 0, after u, has been re-defined in a suitable way; but in this 
case 4. is not a capacity. @. L. Krabbe. 

Kac, M. and Harry Kesten: On rapidly mixing transformations and an appli- 
eation to continued fraetions. Bull. Amer. math. Soc. 64, 283—287 (1958); Correetion. 
Ibid. 65, 67 (1959). 

Es sei (2, $, 4) ein Maßraum mit normiertem Maß u, d.h. u(2)=1. Es sei 
ferner 7 eine eindeutige maßtreue Abbildung von 2 auf sich. Man setze für BER 
mit u(B) + 0 

1, weB u(An DB) u(A nÄBAart”B) 
’(wo)= 0, w€B und »(4)= SITE DA BAT"E) 
AcEK undm=1,2,.... Verff. skizzieren nun den Beweis von folgendem Grenz- 
wertsatz: Gelten für jede meßbare Menge AcE fl die Bedingungen 
(7T-* A) — u(7T-*A)|= » (T-® A)—u(A)| SHe-ku(A), 
IE aa A) — u(A)| rkAan el. .im=l2:..., 
für eine absolute Konstante e> 0 und eine mit m veränderliche Zahl 4, d.h. 
ist die Transformation 7 ‚exponentially rapid mixing‘‘, so konvergiert 
Zi viT® ee B)) Bi ve 2 n — ur/208 | 

us a (Ta) —-ulB)< m VE ja ) gegen (Azur e au, 
für n — 00, wobei o im allgemeinen nicht explizit bekannt ist. Obiger Satz wird zum 
Beweise eines Satzes der Theorie der Kettenbrüche angewandt, wie aber Verff. später 
bemerken (Correction) ist der Satz und die Art des Beweises bereits bekannt (W.Doeb- 
lin, dies. Zbl. 22, 370). D. A. Kappos. 


Chaplanov (Haplanov), M. G.: Infinite matrices in an analytie space. Amer. 
math. Soc., Translat., II. Ser. 13, 177—183 (1960). 
Vgl. die Besprechung des russischen Originals in diesem Zbl. 73, 334. 


RogoZin (Rogoghin), V. S.: A class of infinite systems of linear algebraie 
equations. Doklady Akad. Nauk SSSR 114, 486—489 (1957) [Russisch ]. 

In der russischen mathematischen Literatur sind gegenwärtig Arbeiten über die 
Behandlung von Gleichungen durch "Transformation in einen anderen Bereich weit 
verbreitet. Hier werden einige Angaben gemacht über die Verwendung der ‚„Laurent- 
transformation‘ zur Lösung von unendlichen algebraischen linearen Gleichungs- 


oo 


systemen von der Form «, m Ss tb. n=: —23, —1,0,1,2,...)oder 


oo 


„= en a, %, + db, (n= 0,1,2,...). Diese Transformation besteht darin, daß 
-1 


+0, 


“ 


einer Zahlenfolge {a,} (n=:-.:—1, 0, 1,...), mit R= | lim Va 


no 


ME. AZRETEEE oo 
r— lim Vla_,| == 00 im Falle R>r die Laurentsche Reihe A(z) = 3 E28, 


no m — 
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die eine im Ring r < |z|< R reguläre Funktion darstellt, zugeordnet wird, hin- 


gegen im Falle R<r die beiden Reihen A* (z) = 2, a, und Ara =E 


> a,2*. Die Umkehrung wird durch die Formeln der Darstellung der Ko- 


effizienten der Reihe geleistet: 7 


1 " A(z)dz = F> H 
ErT J Ta R m -,—l, ul... 
2] =e 
1 * At(z)dz 1 f A7(z) dz 
bzw. gr; \ PA ErT / Fr (4 <R, > r). 
lz| =eı ll = @ 


Diese Transformation vollzieht einen Übergang von den genannten Zahlenfolgen zur | 
Theorie der komplexen Funktionen, insbeondere führt sie die algebraischen Ausgangs- 
gleichungssysteme in spezielle Aufgaben der Funktionentheorie über, und zwar in 
Aufgaben der Bestimmung von in gewissen Gebieten regulären oder fast überall 
regulären Funktionen X(z), X*(z), X”(z) (den Koeffizienten x, analog zu- 
geordnet) aus Funktionalgleichungen zwischen ihnen und den Laurenttransformierten 9 
A(z) und B(z) der Koeffizientenfolgen fa,} und {b,} der gegebenen Gleichungs- I 
systeme. Die Größen x, liefern dann die Lösung. — Diese Aufgaben der Funktionen- 
theorie sind verwandt mit der ebenfalls in der russischen Literatur vielfach behan- 
delten Riemannschen Randwertaufgabe (vgl. den Bericht von Gachov, dies. Zbl. 
49, 57) und lassen sich in ähnlicher Weise lösen, z. T. sind sie auch direkt auf letztere | 
zurückführbar. — Als Leitfaden zur Durchführung dient dem Verf. eine weitgehende 
Analogie des geschilderten Verfahrens zur Methode der Lösung der Integralglei- 
chungen 


vo= ] Ke@-s)yi)ds+ ie), ya) = | Ke—dyi)ds+fe) @>0) 


vom Faltungstypus durch Anwendung der Fouriertransformation, wie sie von Fock 
[Mat. Sbornik, n. Ser. 14 (56), 3-50 (1944)], Hopf und Wiener (dies. Zbl. 3, 
307) entwickelt worden ist. Die Fouriertransformation führt nämlich diese Inte- 
gralgleichungen auch in Aufgaben der Funktionentheorie über. Wie bei Fock 
spielt im Falle des homogenen Gleichungssystems die Laurenttransformierte A@)— 1 
die Rolle einer Diskriminanten, deren Nullstellenverteilung für die Aufgabe maß- 
gebend ist. — Die Ergebnisse gestatten die Resultate einer Arbeit von Fel’d 
[Doklady Akad. Nauk SSSR 102, 257—260 (1955)] zu präzisieren. Am Schluß 
wird erwähnt, daß es möglich ist, auch Verallgemeinerungen der untersuchten Glei- 
chungssysteme anzugeben, die mit derselben Methode behandelt werden können. 
E. Svenson. 


Haimoviei, Adolf: Sur la methode de Fourier pour certaines &quations dans 
un espace de Banach. An. sti. Univ. Al. I. Cuza Iasi, n. Ser. 5 (1959), 23—31, russ. 
Zusammenfassung 32 (1959). 

The author considers a certain type of equations in Banach algebras satisfying 
some additional conditions. Unfortunately the only algebras satisfying these 
. conditions are: algebra of real numbers, algebra of complex numbers, algebra of real 
quaternions and symmetric tensorial product of two algebras mentioned above. That 


makes the considerations of no further interest. W. Zelazko. 


Granas, A.: Theorem on antipodes and theorems on fixed points for a certain 
class of multi-valued mappings in Banach spaces. Bull. Acad. Polon. Sci., Ser. Sei. 
math. astron. phys. 7, 271—275, russ. Zusammenfassung XXIII (1959). 

The definitions and notations are those of a recent paper of the author (see this 
Zbl. 87, 323). It is proved that if a multi-valued completely continuous mapping 
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® of a closed sphere V of E. into HE. is such that the image of the boundary of V 
lies in V, then there is at least one fixed point. The proof is easy: the characteristie 
of the mapping y(x,t) = x —t-D(x) for O<t<1 is constant and does not va- 
nish for t= 0. From this proposition the author deduces a theorem of Bohnen- 
blust and Karlin (this Zbl. 41, 257). Further, making use of an extension to H, 
of a classical theorem for E,, it is stated that if a non vanishing completely conti- 
nuous multivalued field 9(x) = x— ®(x) maps the boundary of a sphere of HE into 
Es — (0) and if it isodd: 9(x) = —p(— x), its characteristic is also odd. It follows 
that if the same op, when defined on a sphere V, is such that either it is odd, or 
ol) nAp(—2)=0, A>0, xe8,S boundary of V, then there exists a fixed 
point under the mapping ®. C. Racine. 

Vajnberg (Vainberg), M. M.: On the convergence of the method of steepest 
descent for nonlinear equations. Soviet Math., Doklady 1, 1—4 (1960); Übersetzung 
aus Doklady Akad. Nauk SSSR 130, 9—12 (1960). 

Il metodo della discesa piü veloce, applicato dai vari autori negli ultimi tre 
lustri per la risoluzione delle equazioni negli spazi ad un numero finito di dimensioni 


ed esteso poscia nello spazio hilbertiano per le equazioni lineari ed alcuni equazioni 


non lineari, si dimostra ad essere convergente nello spazio Banach per equazioni 
non lineari. L’A. ne valuta pure l’errore della soluzione approssimata. L’idea del 
procedimento & cristallizzata nel teorema 1 del testo: Sia F(x) un operatore poten- 
ziale (v. questo Zbl. 70, 123; 65, 106) derivabile Bel senso di Gäteaux, dato nello 
spazio E e soddisfacente ja, condizione 


Irllrtlal< (A (©) 1,1) < Mille|) IIAIP, 
ove y(f) & una funzione crescente e tale che y(0) = 0, y()= +00, Aeun 


operatore lineare limitato operante va E* vu E (Br © iR spazio coniugato di #) 

e soddisfacente la condizione (Y%, ‚ per ogni ye E*. Allora P’equszione 

ie — ar ne ha nello E una en Aral alla cui converge il processo iterativo 

— „A F(x,), per ogni a eune iniziale x, se 1/2 M,„||A|?< 

B E En i/M, all ed ove M), = max {1,4 (R,)}, R,= IIe.1i+ IIA|| Ira 2.) 0. 
D. Mangeron.: 

Trenogin, V. A.: Die Verzweigungen nicht-linearer Gleichungen in einem Ba- 

nachschen Raume. Uspechi mat. Nauk 13, Nr. 4 (82), 197—203 (1958) [Russisch |. 

Das Verzweigungproblem wird für die Gleichung F(x, y) =0 in Banachschen 
Räumen behandelt. J. Tagamlitzki. 


Butzer, Paul L.: Zur Frage der Saturationsklassen singulärer Integraloperatoren. 
Math. Z. 70, 93—112 (1958). 


Consider a Banach space with elements x and norm ||- ||. T(&), (£> 0) is a family 
of uniformly bounded operators such that strong lim T(£) 2 — x. The author raises 
0 


the following questions: i) What is the effect of structural properties of x (e.g., a 


Lipschitz condition) on the manner in which | TO)x=—x||>0 as E>0? üi) 
Can any conclusions concerning the structure of x be drawn from the behavior of 
IT&)xz—z|| as E>0? iii) Can a class of functions be found for which T(£) x 
furnishes a “best-possible” approximation ? The third of these questions is considered 
in relation to twelve classical singular integral operators on © and Z,,. The problem is 
clarified by the introduction of the notion of ““saturation class”. Suppose there exists 
a function D(&))0 as £E)0 such that || T(&) a —x|| + o(D(E)) for all non-in- 
variant x (i. e., x such that || 7(&) x — x|| + 0). If the class of non-invariant x such 
that || T7(&) x — x|| = 0 (D(£)) is non-empty, it is called the saturation class of T. 
In many of the cases considered the operators T'(£) form a semi-group. Results of 


‘the author and E. Hille are used [Hille and Phillips, Functional Analysis and 


Semi-groups (1957; this Zbl. 78, 100), pp. 326— 327]. A simple example of the results 
Zentralblatt für Mathematik. 89. 8 
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is the following: For the Poisson integral, 


o(t, r) _ 1 x(t + u) Ir du, 


2rcosu-+r? 


the saturation class in L,(p > 1) is the class of x(t) such that ©’ (t)€ L,. The best f 
degree of approximation is o (log 1/r), and the invariant functions are the constants. 
. D. Waterman. | 
Mamedov, R. G.: On the order of he approximation of functions by linear 
positive operators. Doklady Akad. Nauk SSSR 128, 674—676 (1959) [Russisch]. 
Let CO = CO [a,b] be Banach space of continuous functions, W, a sequence of 
positive linear operators such that W, x) =1' for. every n,r2.l:) WE 
Ww.H;)—- fe, = az W„(t—x]|;x): The author proves that for any li 
4, | 


function f€ € the nennen A„(f; x)|< 2w(A,) holds where w(ö) is the oscillation | 
of f on ö. Furthermore, if f satzsfios Lip. condition |f(t) — f(«)| <M |t—x| on ö 


then |A,(f;2)|< MA, (zE ö). Similar results are deduced for the functions and 


some integral operators in spaces L, and also for functions of two variables. 
S. Kurepa. 


Nieoleseu, Lilly Jeanne: On direet second order differentiability of the second 
order in Fr&chet’s or Gäteaux’s sense. Acad. Republ. popul. Roumaine, Revue Math. | 
pur. appl. 3, 217—223 (1958). 

Bemerkungen über Definition der zweiten Ableitung (als Grenzwert von geeig- 
neten zweiten Differenzenquotienten) im Sinne von Gäteaux und Frechet bei! 
Funktionen in normierten Räumen. D. Laugwitz. 


Kurepa, Svetozar: Remark on the (F')-differentiable functions in Banach spaces. 
Periodicum math.-phys. astron., II. Ser. 14, 213—216 (1959). | 

The following theorems generalizing known results for finitely dimensional | 
Euclidean spaces are proved. Theorem A. Let F be a mapping from an open ball f 
K of a Banach space to itself, posessing the Frechet differential F’(a) (ae K). HET 
zero is not in the spectrum of F’(a) then there exists a ball X, around « such that | 
F(x) =# F(a) whenever «= x€ K,. Theorem B. Let F be a mapping from an open 
ball X of a Banach space to itself, Frechet differentiable at every point of K. If V 
there exist two sequences z,=+%y, of points of K such that F(z,) = F(y,). \ 
Ix„—y„||> 0 and such that the open balls K, with centers 4(«, + y,) and | 
radii ||«,— y,„|| satisfy KIK,DK,;„, then there exists a vector «€ K such that | 
zero is in the spectrum of F’ (a). A. Alewiewiez. 


Sobolevskij (Sobolevskii), P. E.: The use of fractional powers of self-adjoined \ 
operators in the investigation of some non-linear differential equations in Hilbert | 
space. Soviet. Math., Doklady 1, 53—56 (1960); Übersetzung von Doklady Akad. 
Nauk SSSR 130, 272—275 (1960). 

The non-linear differential equation v’ + A(t,v) = 0, v(()=w, ((<t<T)| 
is considered in a Hilbert space H (v(t)E H). The existence of a solution of this | 
problem is proved under some ek which are not simple to state here. The 
possibility of application of the iteration method is also discussed. The assumptions 
which are made are of the kind that A is a positive selfadjoint operator and thatthe | 
domain of some power of A(t, v) does not depend on t, v. The problem is related to 
the problem of a linear equation. For this the author proves that if B(t) (0 <t< T) 
is a positive selfadjoint operator such that the domain of [.B(t)]® (for some o) does 
not depend on t, then the operator-valued function U(t,r) strongly continuous in 
both tandr, O<r<t<T, exists such that U(r,r) = identity operator and for | 
t>r, U, + Bit) U=0 in a certain sense. In such a way the results of the author 
[Doklady Akad. Nauk SSSR 115, 240—243 (1957)] are improved. 8. Kurepa. 
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Kurepa, Svetozar: Funetional equations for invariant of a matrix. Periodieum 
math.-phys. astron., II. Ser. 14, 97”—110 (1959). 
Sich den Ergebnissen von M. Kucharzewski, M. Kuczma und M. Hosszü 
in Publ. math., Debrecen 6, 181—198, 199—203, 288—289 (1959)] anschließend 
! und die Methode des letzteren weiterführend untersucht der Verf. Matrizenfunk- 
tionalgleichungen der Gestalten (1) F(A+ B) = K(G(A)@(B), H(A) + H(B)), 
(2) F(A B)=K(G(A)G(B), H(A)-+H (B)), wo F,G, H unitär invariante [F(U* A U)— 
F(A) usw. mit beliebigen unitären U] für quadratische Matrizen n-ter Ordnung mit 
komplexen Elementen definierte und Matrizen n-ter Ordnung als Werte annehmende 
Funktionen sind, während Veränderliche und Funktionenwerte bei X alle Matrizen 
n-ter Ordnung sind. Bei (1) wird bewiesen, daß F(A) = f(Spur A), und bei (2), daß 
F(A) = f(Det A) sein muß, wo f eine Funktion einer komplexen Veränderlichen ist 
mit Matrizen n-ter Ordnung als Werten, die eine Funktionalgleichung der Gestalt 
| He + y) = K(g(@) - g(y), ha) + hiy)) bzw. fay) = Klg(a) -g(y), ha) + hy) 
‚ erfüllt. Als Spezialfälle werden die Funktionalgleichungen F(A+B)=F(A)+ 
| F(B),, F(A+ B)=F(A)F(B), F(AB)=F(A)+ F(B), F(AB)=F(A)F(B) 
vom Verf. eingehender betrachtet und auch bezüglich orthogonal invarianter 
ı (F(0' A 0) = F(A) für alle orthogonalen O) Funktionen von Matrizen mit lauter 
‚ reellen Elementen gelöst. — Auch auf die Funktionalgleichung F(A+B)-+ 
F(A— B)=2F(A)+2F(B) wird bezüglich regulär invarianter Funktionen 
 (F(871 4A 8) = F(A) für alle regulären Matrizen $) von Matrizen mit reellen Ele- 
 menten eingegangen. Diese Untersuchungen stützen sich auf ein Resultat des Verf. 
' [Acad. Sci. Serbe, Publ. Inst. Math. 13, 57—72 (1958) ]. Die Lesbarkeit dieser schönen, 
‚ interessanten und übrigens klar geschriebenen Arbeit wird durch manchmal spürbare 
Übereilung und durch fehlende bzw. nur später gegebene Erklärungen erschwert. 
J. Aczel. 


in 


Praktische Analysis: 


Bass, J. et J. Guilloud: Methode de Monte-Carlo et suites uniformement denses. 
Chiffres, Revue Assoc. frang. Calcul 1, 149—155 (1958). 

Die Verff. interessieren sich für die Berechnung bestimmter Ausdrücke mit Hilfe 
der Monte-Carlo Methode. Erwähnt wird die Berechnung des bestimmten Inte- 


1 = 
grals / — f f(x) de. Hierzu wählt man üblicherweise eine Zufallsfolge von Zahlen 
ö 


N 
2, %9--.,%,... und bestimmt den Mittelwert I! = = s z f(z,) für genügend 
große N. Die Verff. weisen auf die oft vorkommenden Unzulänglichkeiten bei der 
Wahl der Zufallszahlen hin und schlagen die Bestimmung von gleichmäßig dichten 
Folgen vor, für die ein Kriterium von H. Weyl angegeben wird. Unter Zuhilfenahme 
dieser gleichmäßig dichten Folgen wird gezeigt, wie sich die Monte-Carlo Technik 
‚in verschiedenen Fällen verwenden läßt. H. P. Künzi. 


Egervary, J.: On the applications of matrices and hypermatrices in engineering 
analysis. Mm. Publ. Soc. Sci. Arts Lettr. Hainaut, Volume hors Serie, 44—57, 5 Ta- 
_ feln (1958). 

h Nach einleitender Gegenüberstellung kontinuierlicher und diskreter Behandlungs- 
weise physikalischer Aufgaben wird die Inverse einer Matrix H bestimmter Bauart, 
_ wie sie bei Netzwerksaufgaben auftritt (Differenzengleichung als Näherung der Pois- 
 sonschen Differentialgleichung), mit Hilfe von vertauschbaren Untermatrizen vorge- 
führt unter beträchtlicher Arbeitsersparnis gegenüber der Inversion im Ganzen. 
Anschließend wird gezeigt, wie man von bekanntem H=! aus die Inverse H77! einer 
"Untermatrix gewinnt, welche aus H durch Streichen gleichnamiger Zeile und Spalte 
"hervorgeht. Das Problem tritt auf, wenn ein rechteckiges Gebiet durch quadratische 


8* 
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Einschnitte variiert wird. Erläuterung durch ein Zahlenbeispiel für ein quadratisches ] 
Netzwerk. R. Zurmühl. 


Vernotte, Pierre: Ex6&eution de ealeuls num6riques tres diffieiles par Putilisa- |) 
tion d’une propriete de r&gularite. M&m. Publ. Soc. Sci. Arts Lettr. Hainaut, Volume | 
hors Serie, 410—416 (1958). | 

Verf. bemerkt, daß falls man für eine alternierende Reihe mit allgemeinem |) 
Term (—1)*” u, und Summe $ die Größen V, = (—1)”"+1(8 — 8,) bildet und damit |] 
W„=V,[V.., die Zahlen W, ein Differenzenschema haben werden, welches für |) 
jede Kolonne Terme gleichen Zeichens enthält, welches Zeichen von einem gewissen | 
Range an alternieren wird. Indem man nun einen willkürlichen Wert für $ ansetzt |) 
und das Schema bildet, wird die Zeichenkonstanz für nicht genaues 8 gestört werden |) 
und aus der Nummer der Stelle, an welcher die Diskrepanz auftritt, kann man schlie- ! 
ßen, ob der angesetzte Wert von Szu groß oder zu klein ist. Das Verfahren bleibt an- | 
wendbar auf summierbare divergente Reihen und kann verbessert werden, indem man |l 
an Stelle der Differenzen ö eine Funktion p(ö) verwendet. Diese Verzögerungsfunk- 
tion führt dann zum Werte »(S). Verf. behandelt beispielsweise: die konvergente ! 
Reihe für e”0-®, die divergente Reihe &(—1)” n!. Zum Schluß wird das Verfahren | 


a 
rein heuristisch angewandt auf I n! mit der Verzögerungsfunktion 1% ö. 
E. M. Bruins. 


Pham, Daniel et Monique Ghinea: Sur une meöthode d’iteration dans la theorie | 
des &quations. C. r. Acad. Sci., Paris 249, 2262—2264 (1959). 


Let 2,41 = % + F,(%,) be an iteration formula of speed p>2 so that 
F,(e) =—- («e—a) +Al@—a)P + Bie—-a)!..... Then F,,@ 2 a) 7 
p"F,(x) [1 + F,(x)] defines an iteration of degree p + 1. This speed-increasing |) 
process cannot be applied if p—= 1. Then, however, a function f(x) can be chosen |) 
such that F,(x) = t(x) F,(x) has the speed 2. Moreover, if F,(x) is a polynomial, 
even a polynomial t(x) can be found so that all F,(x) (p > 2) are automatically‘ 
polynomials. [For literature on polynomial iteration see the reviewer’s note in‘ 
Canad. math. Bull. 2, 9”—110 (1959); this Zbl. 85, 11]. Further the authors pro- | 
pose a general formula of the Schroeder type for iteration of speed p: F, = 1 


1 1 1+ RM H 
Pr, + gr F@H+ + PP, 1 where 6, — 7, = 


—= (k—1)@,@,1+ €), which can be verified by the Pe described above, 
if at every step irrelevant terms are neglected. There are some applications to | 
—4-=0. H. Schwerdtfeger. 


Ul’m, $.: Über die Konvergenz des Verfahrens berührender Parabeln im Falle | 
einer reellen Gleichung unter Bedingungen Cauchyschen Typs. Izvestija Akad. Nauk | 
Estonsk. SSR, Ser. techn. fiz.-mat. Nauk 8, 296—298, deutsche Zusammenfassung 299 | 

(1959) [Russisch]. | 
Sei P(x) = 0 eine reelle Gleichung in der reellen Unbekannten x. „Methode der | 
berührenden Parabeln‘“ nennt Verf. das Iterationsverfahren Be Be 
aa ern Pe) (IHRE) Pie) we R@) = HP Fe 
Es wird hier gezeigt, daß unter de von Mysovskich (dies. Rn 48, “ für das | 
Newtonsche Verfahren angenommenen Bedingungen eine Verfeinerung im Konver- ! 
genztheorem auch bei der Methode der berührenden Parabeln erzielt werden kann. 
Dabei wird auf allgemeinere Resultate des Verfassers über Operatorgleichungen 
[ibid. 153—165 (1959)] zurückgegriffen. H. Schwerdtfeger. 


Ul’m, $.: Über die Konvergenz einiger Iterationsverfahren in verallgemeinert- 
normierten Räumen. Izvestija Akad. Nauk Estonsk. SSR, Ser. techn. fiz.-mat. Nauk 
8, 300— 303, deutsche Zusammenfassung 303 (1959) [Russisch]. 
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Sei X ein linearer Raum, normiert vermittels des halbgeordneten Raumes Z: 
wenn zE X, soist |x|€Z. Sei U eine Abbildung von X in X. Es sei die Operator- 
gleichung «= U(x) durch das Iterationsverfahren x,,, = U(x,) zu lösen. Es 
werden Konvergenzbedingungen aufgestellt, welche den in den Sätzen der vorstehend 
besprochenen Abhandlung des Verf. genau analog sind, wo X als ein gewöhnlicher 
normierter linearer Raum angenommen war. Auch für die Beweise wird auf diese Ab- 
handlung verwiesen. Als Anwendung wird ein allgemeines reelles nicht-lineares 
System von zwei Gleichungen in zwei Unbekannten u(&,n)=0, v(&,n)=0 be- 
handelt. H. Schwerdtfeger. 

Stojakovid, Mirko: Sur l’inversion d’une elasse de matriees. M&m. Publ. Soc. 
Sci. Arts Lettr. Hainaut, Volume hors Serie, 188—192 (1958). 

In einer früheren Mitteilung (dies. Zbl. 81, 15) angegebene Formeln zur direkten 
und rekursiven Berechnung der Inversen der Vandermondeschen Matrix und deren 
Anwendung zur Lösung der Interpolationsaufgabe werden hier an einem einfachen 
Beispiel vorgeführt. R. Zurmühl. 

Oldenburger, Rufus: Ein schnelles Lösungsverfahren für algebraische Glei- 
chungen. I, I. Regelungstechnik 4, 261—266 (1956); 5, 15—19 (1957). 

A method to determine the numerical values of the roots of algebraic equations 
with real coefficients is described. The roots are assumed to have negative real part. 
This assumption simplifies the practical procedures. The problem is considered under 
the purely practical viewpoint of control engineering. This justifies the second assump- 
tion that the equations under consideration do not have more than four complex 
roots. A first approximation for the smallest real root is obtained from the two highest 
terms of the equation. Improved approximations are then calculated by dividing 
the original polynomial by the linear approximation polynomial from “right to 
left”. A practical scheme of this procedure is given. It is shown that the “right to 
left”’ division has certain advantages with respect to the determination of the smallest 
root. A first approximation for the largest root is analogous determined from the 

two lowest terms of the equation. The original polynomial is then divided by the 
linear approximation term in the usual way from “left to right”’ to obtain improved 
values. By means of these two procedures all real roots can be determined with any 
desired accuracy. The eventually remaining four complex roots, finally, are approxi- 
mated by splitting the polynomial up into two quadratic factors. The procedure 
holds for equations of degrees larger than four, but it becomes impräctical. Several 
examples are given. In the case of slow convergence or divergence of the procedure 
the polynomial can be brought into an adequate form by means of a linear parallel 
transformation. 8. H. Lehnigk. 

Karmisin, A. V.: Eine Methode zur Lösung von Systemen fünfgliedriger alge- 
braischer Gleichungen, die sich auf gewisse Aufgaben der Baumechanik beziehen. 
Inzenernyj Sbornik 25, 111—121 (1959) [Russisch]. 

Es wird eine Anwendung der Cramerschen Regel für besonders geartete fünf- 
gliedrige Gleichungssysteme gegeben, in welchen jede Gleichung des Systems fünf 
aufeinanderfolgende Unbekannte enthält mit Ausnahme der ersten und der zweiten 
Gleichung mit nür je drei bzw. vier ersten Unbekannten und der beiden letzten mit 
entsprechend nur je vier und drei der letzten Unbekannten (fünfgliedrige Diagonal- 
form). Es werden eine Systematik für die Durchführung der Berechnung und für 
diesen Sonderfall geltende Formeln angegeben. Verf. weist darauf hin, daß dieser 
Lösungsweg bei Drei-, Vier- und Fünfmomentgleichungen Verwendung findet, 
ebenfalls bei der Integration von Differentialgleichungen vierter Ordnung, wenn zu 
Differenzengleichungen übergegangen wird. @. Feldmann. 


Christeller, Silvio: Ermittlung der Wurzeln einer Gleichung 4. Grades durch 
Aufspalten in quadratische Faktoren. Z. angew. Math. Phys. 10, 525—527 (1959). 
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Das bekannte Aufspalten einer Gleichung 4. Grades, hier bei fehlendem kubi- | 
schen Glied in der Form 


A+aR+bat=@+se+p)(@®—se+tg), 
durch Wahl von p und Nullmachen einer Testfunktion T(p) wird — an Stelle sonst | 
angewandten reinen Probierens — mittels Newton-Verfahren unter Verwenden der 
Ableitung 7’ (p) durchgeführt und an einem Zahlenbeispiel erläutert. R. Zurmühl. | 

Hickerson, T. F.: Interseetion of straight line with spiral. J. Elisha Mitchell sei. | 
Soc. 75, 86—88 (1959). 
Verf. leitet Iterationsgleichungen für die Bestimmung der drei Schnittpunkte | 
einer Geraden mit drei parallelen Spiral-Stücken gleichen Abstandes her und gibt | 
das Ergebnis der 2. Näherung bei einem Beispiel an. Auf die Konvergenzfragen | 
wird nicht näher eingegangen. Aber es werden Formeln für zweckmäßige Ausgangs- | 
werte der Iteration mitgeteilt. H.Tolle. | 
Householder, Alston $. and Friedrich L. Bauer: On certain methods for expand- | 

ing the charaeteristice polynomial. Numerische Math. 1, 29—37 (1959). 1 
Von den Verfahren zur Bestimmung des zu einer (n, n)-Matrix A gehörenden | 
charakteristischen Polynoms werden diejenigen betrachtet, die mit dem Vorgehen | 
von Krylov — Bildung der iterierten Vektoren d,, =Wv, mit i=1,2,...—] 
in Zusammenhang gebracht werden können. Ausgegangen wird dabei von den be- | 
reits früher mitgeteilten Untersuchungen über die Danilewski-Methode (vgl. Bauer, | 
dies. Zbl. 81, 125), die hier auf das Hessenbergverfahren erweitert werden. Dabei | 
wird zunächst in allgemeiner Form auf die Bildung der Hessenbergmatrix (Ähnlich- | 
keitstransformation) und die Bestimmung der Frobeniusmatrix (Koeffizienten des | 
charakteristischen Polynoms) eingegangen. Neben anderen wird dann das Verfahren | 
von Arnoldi (vgl. dies. Zbl. 42, 128) diskutiert, aus dem sich ergibt, daß eine Hessen- | 
bergmatrix mittels einer Orthogonaltransformation erzeugt werden kann. Es werden | 
nun verschiedene Wege vorgeschlagen, die die Orthogonalmatrix in einer Produkt- |) 
darstellung liefern (vgl. auch W. Givens, Numerical computation of the character-. 
istic values of a real symmetrie matrix, dies. Zbl. 55, 350). Durch diese Vorgehen wird | 
schrittweise eine Elimination der Elemente unterhalb der Subdiagonale vorgenom- 
men und so eine Hessenbergmatrix hergestellt (vgl. auch das folgende Referat). Schon 
in der oben zitierten Arbeit über das Danilewski-Verfahren war auf die Bedeutung | 
der Wahl eines geeigneten Anfangsvektors (bzw. Vorschalten eines Iterationsschrittes) 
im Hinblick auf die numerische Stabilität hingewiesen worden. Diese Tatsache wird 
hier verstärkt hervorgehoben und es werden einige Vorschläge zur Ermittlung eines 
günstigen Startvektors mitgeteilt. H. Unger. 
Bauer, F. L.: Sequential reduction to tridiagonal form. J. Soc. industr. appl.. 
Math. 7, 107—113 (1959). | 
In Fortsetzung einer früheren Arbeit (s. vorstehendes Referat) werden hier 
Ähnlichkeitstransformationen einer quadratischen, nicht-hermiteschen Matrix X der. 
Ordnung n auf Dreidiagonalgestalt (Jacobi-Matrix) als Spezialfall der Hessenberg- | 
transformation besprochen. Eine erste Vorgehensweise nimmt die Reduktion in 
n — 1 Schritten vor: | 

; ; 0 . el) 

YE+D) — IE = ) Ya ke = mit VO — Y, | 

Die dabei auftretenden Abbildungsprobleme (die Komponenten von a@ sind die | 
n — ı letzten Elemente der i-ten Spalte, die Komponenten von b’@) die n — i letzten. 
Komponenten der i-ten Zeile der Matrix A®) 

& 
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werden allgemeiner diskutiert und mehrere Lösungsmöglichkeiten angegeben. Die 
D,- und D; !_Matrizen werden mit den a” und b® aufgebaut. Da D, durch E— up’ 
dargestellt werden kann, wird auch die Bildung der Inversen durch Modifizierung 
nach Householder herangezogen. Als zweite Vorgehensweise wird eine Zweiachsen- 
transformation vorgeschlagen, die mit Q-Matrizen der Ordnung 2 bewerkstelligt 
werden kann. Ist X symmetrisch, dann liegt Übereinstimmung mit der Methode von 
Givens, Numerical computation of the characteristie values of a real symmetrie 
matrix (dies. Zbl. 55, 350) vor. Fragen der numerischen Stabiltät werden diskutiert. 
H. Unger. 

Lotkin, Mark: Determination of characteristie values. Quart. appl. Math. 17, 

237—244 (1959). 


Die in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 73, 338) angegebene Methode fortgesetzter 
unitärer Transformationen der Ausgangsmatrix A—= A, auf Matrizen A,, deren 
Elemente oberhalb der Diagonalen systematisch verkleinert werden, so daß die 
Diagonalelemente sich den gesuchten Eigenwerten nähern, wird hier in verbesserter 
Form rascherer Konvergenz durchgeführt. Maß für die Verkleinerung der oberhalb 
der Diagonalen gelegenen Elemente ist die Norm M, dieses Teiles der Matrix A,. 
Gegenüber der früheren Forderung M,., — M,<0 wird jetzt M,ıı — M,< Hnin 
verwirklicht mit dem stets negativen Minimum eines im wesentlichen kubischen 
Ausdruckes H. Mehrere Beispiele bestätigen die Erwartung rascherer Konver- 
genz. Das Verfahren bewährt sich an zwei 8-reihigen Matrizen von bekannt 
bösartigem Verhalten. R. Zurmähl. 


Ostrowski, A. M.: On the convergence of the Rayleigh quotient iteration for the 
computation of the characteristie roots and veetors. III: Generalized Rayleigh quo- 
tient and eharacteristie roots with linear elementary divisors. IV: Generalized Rayleigh 
quotient for nonlinear elementary divisors. Arch. rat. Mech. Analysis 3, 325—340, 
341—347 (1959). 


Die Untersuchung von TeilI, II (dies. Zbl. 83, 120) für reell symmetrische 
Matrix wird auf allgemeine nichtsymmetrische Matrix A ausgedehnt unter Ver- 
wenden des verallgemeinerten Rayleigh-Quotienten R(x,y) = y’ Ax/y'x bei be- 
liebigen Spalten x,y mit y’x= = 0. Ist o ein Eigenwert von ausschließlich linearen 
Elementarteilern und sind x, bzw. y, zugehörige Rechts- bzw. Linkseigenvektoren, 
so ist R(x, y) wieder stationär in x,, Y%,. Das entsprechend abgewandelte Iterations- 
verfahren 

), = R(@, Y), (A— A, ID) 241 = Yard AT) = Yr 
erweist sich wiederum als kubisch konvergent im Sinne der asymptotischen Formel 
(Ayıı — Oo)/(A, — 0)? > g + 0 für k— 00. — Besitzt der interessierende Eigenwert o 
der Matrix A auch nichtlineare Elementarteiler, so zeigt das Verfahren aus Teil III 
nur gewöhnliche, und zwar ziemlich langsame Konvergenz. Durch verschiedene 
Maßnahmen läßt sich diese verbessern, und es läßt sich insbesondere unter gewissen 
Voraussetzungen quadratische Konvergenz herbeiführen. R. Zurmähl. 

Abramov, A. und M. Neuhaus: Bemerkungen über Eigenwertprobleme von 
Matrizen höherer Ordnung. Me&m. Publ. Soc. Sci. Arts Lettr. Hainaut, Volume 
hors Serie, 176—179 (1958). 

Berechnung einer Näherung 

(20: 420) 20:20) =Ao + (Yo, (Ao Z An) Y)/LXo, &o) + + Yo Yo] A 
Ayo Aoı . 7 
x Ar dabei 


ist: 2, ke) Y=(d IA) "App X Aoo Lo = Au Co (Ay; %, werden als bekannt 


vorausgesetzt). Vorgeschlagene Anwendung: Vermehrung der Anzahl der Ansatz- 


für die größte charakteristische Zahl in einer hermiteschen Matrix A = ( 
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glieder beim Verfahren von Ritz-Galerkin führt von Matrizen A,, auf Matrizen A. | 
— Ähnlich: Ein Iterationsverfahren zur Bestimmung eines invarianten Unter- } 
raumes eines linearen Raumes. J. Albrecht. 


Nitsche, Joachim A.: Einfache Fehlerschranken beim Eigenwertproblem sym- | 
metrischer Matrizen. Z. angew. Math. Mech. 39,_322—325 (1959). 

Es sei W eine reell symmetrische Matrix und’y, ein’ System von n orthonormierten | 
Vektoren, die Näherungen der Eigenvektoren r, sind. Dann werden einfach zu hand- | 
habende Fehlerschranken für die Näherungen u; = Yy; WAY; (Rayleigh-Quotienten) 
der Eigenwerte }, und für die Näherungen 4, der Eigenvektoren r, hergeleitet. Die | 
Abschätzungen lassen sich auch auf den Fall abwandeln, daß nur m < n Näherungen | 
u, von Eigenvektoren zu den m ersten Eigenwerten (den größten) bekannt sind, | 
sofern diese Eigenwerte einfach sind. R.Zurmähl. 


Bruaux, A.: Quelques applications du ealeul matrieiel. Mem. Publ. Soc. Sei. 

Arts Lettr. Hainaut, Volume hors Serie, 333—341 (1958). 

Behandlung dreier Anwendungsbeispiele zum Matrizenkalkül aus der Physik: | 

1. Angenäherte Lösung einer linearen Differentialgleichung und 2. numerische ! 

Behandlung einer Integralgleichung, beides aus der Theorie der elektromagnetischen | 
Linsen. 3. Ein Beispiel aus der Theorie der Trennverfahren gelöster Stoffe. 

R. Zurmähl. 


Boesler, J.: Binomische Reihen als Ersatz von Differentialgleiehungen. Öes- | 
kosl. Akad. Ved. Apl. Mat. 5, 216—223, russ. und deutsche Zusammenfassung | 
223—224 (1960) [Tschechisch ]. 

Die Frage des Auswaschens von Benzin in einem System von Waschtürmen führt auf ein 
System von Differentialgleichungen, dessen exakte Lösung für die praktische Anwendung zu 
langwierig ist. Für die Praxis genügt es, die Differentialgleichungen durch Differenzengleichungen | 
zu ersetzen und diese nur für die ersten Differenzen zu lösen. Verf. leitet in seiner Arbeit eine | 
tabellarische Methode ab, welche im gewissen Sinn eine Umkehrung des Differenzenvorganges | 
ist und durch welche das Problem befriedigend gelöst wird. Deutsche Zusammenfassung. 

0’Brien, J. P.: Note on deeomposition into first order of multi-order linear | 
differential equations with constant coeffieients. Computer J. 2, 144 (1959). 

Gol’cov (Goltsov), N. A.: The use of a certain funetional series in dedueing for- | 
mulas involved in various numerical methods of solving ordinary differential equa- 
tions. Doklady Akad. Nauk SSSR 120, 450—453 (1958) [Russisch]. | 

Ansätze zur Gewinnung von Formelgruppen für die numerische Lösung gewöhn- 
licher Differentialgleichungen führen meist zur Untersuchung von Funktionalreihen 
der Gestalt 


p men. 
(*) Y(z, SE h) rn = = hk Or y® (2, Sr Ki h), My, = Mo; My; ... My: 


Hierbei bedeutet p die höchste tatsächlich auftretende Ordnung der Differential- 
quotienten der gesuchten Funktion und m, die Anzahl der in der Rechnung vor- 
kommenden Differentialquotienten gleicher Ordnung. Die Koeffizienten C/,, werden 
aus einem Gleichungssystem bestimmt, welches durch Gleichsetzen der Koeffizienten- | 
summen, die nach der Zerlegung der Einzelglieder der Reihe (*) nach Potenzen und 
nach Zusammenfassen von Ableitungen gleicher Ordnung zustande kommen, ge- 
wonnen wird mit den Koeffizienten entsprechender Glieder der Taylorreihenent- 
wicklung. Ein solches Gleichungssystem läßt sich in der Form 


I—ı me 1 
(**) e> e On sm der I=1,2,..,m Hm + :::+ma:..,4 


schreiben, wobei qg die Maximalanzahl der Gleichungen bedeutet, für welche eine 
Lösung des Systems (**) gefunden werden kann. Es ist bei vorgewählten «,, linear. 
Verf. weist darauf hin, daß nunmehr übrig bleibt, ein solches System (**) daraufhin 
zu untersuchen, für welche konkreten Zahlenwerte der Koeffizienten «,, sich optimal 
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wirksame Formeln für die numerische Integration ergeben, was mit modernen 
Rechenmaschinen leicht durchführbar ist. Als Beispiel folgt die Aufstellung eines 
Gleichungssystems (**), welches die Koeffizienten (,, von (*) für m, = m, = m, — 4 
bestimmt, und eine tabellarische Übersicht über den Wirkungsgrad (Approximations- 
fehler, Verzerrungskoeffizient usw.) für einige bekannte und zwei neue Quadratur- 


formeln. G. Feldmann. 


Budak, B. M. and A. D. Gorbunov: Stability of caleulation processes involved 
in the solution of Cauchy’s problem for the equation dy/d«=f(x,y) by multipoint 
difference methods. Doklady Akad. Nauk SSSR 124, 1191—1194 (1959) [Russisch]. 

The authors compute the solution of the differential equation dy/d& = f(x, y), 
f(z, y) satisfying a Lipschitz condition, with the initial value y(x,) = Yy,, by & 
computational process 


m N 
er &; Ya = hp: hen» bh = Y;), 


l,m, n being integers, m > 0, n > 0, «,, P, real numbers, &, = 1; Bor Ans B, Nob 
vanishing, with the initial conditions Y, = 9(% h), , = g(@;h),i= —1,—2,..., 
—(p—q9—1), p=max(k,k+l, g=min(k—m,k-+-I—n) and g(x,h) some 
differentiable function which can be chosen for each value of h. The authors define a 
convergence of such computational processes and if Y is an approximate solution 


of the process and D, = y(x,) — Gin di. =Y%— Y they call such a process stable of 
the order » if the inequality holds |A”’d,,|< h’&, where &, is a quantity which 
tends to zero if h tends to zero. They quote five theorems, mainly concerning necessa- 
ry and sufficient conditions for stability of order zero and one. E. M. Bruins. 


Davidenko, D. F.: On the use of nets in solving Dirichlet’s axially symmetrical 
problem for Laplace’s equation. Doklady Akad. Nauk SSSR 126, 471—473 (1959) 
[Russisch ]. 

In seinem Beitrag (dies. Zbl. 72, 148) über die Lösung des achsensymmetrischen 
Dirichletschen Problems für die Laplacesche Gleichung Au = (1/r) du/Or + &u/ör: 
+ &u/&2—=0 mit der Radialkoordinate r und der achsenorientierten Koor- 
dinate z, gibt Verf. als Beispiel eine Näherungsformel an für die Lösung im Falle eines 
quadratischen Netzes von Stützwerten mit der Schrittweite A und 9 Stützpunkten, 
deren Restglieder folgende Kleinheitsordnung besitzen: für nicht auf der Achse 
gelegene Stützpunkte O(A®) und für auf der Achse gelegene O(h®); hierbei erhielten 
einige der Koeffizienten in den auftretenden Gleichungen für ,—=h und ,—=2h 
negative Werte. In der vorliegenden Arbeit verbessert Verf. seine Ergebnisse dahin, 
daß in den neugewonnenen Neunstützpunktdifferenzengleichungen nunmehr für 
(„> h alle vorkommenden Koeffizienten nur positive Werte annehmen und das 
Restglied die Größenordnung |R|< 0,h° M,+ O(hP) hat, wobei 0, eine völlig 
bestimmte von der Schrittweite A und von u unabhängige Konstante und M, den 
dem Betrage nach größten Wert unter den auftretenden partiellen Ableitungen 
sechster Ordnung von u im zugrunde liegenden Gebiet bedeuten. @. Feldmann. 


Engeli, M., Fh. Ginsburg, H.Rutishauser and E. Stiefel: Refined iterative methods 
for computation of the solution and the eigenvalues of self-adjoint boundary value 
problems. Mitt. Inst. angew. Math. techn. Hochschule Zürich Nr. 8, 107 p. (1959). 

Die Schrift enthält vier eng zusammenhängende, in einem Team entwickelte 
Arbeiten der genannten Verff.-und kurze gemeinsame Schlußbemerkungen. In 
Kap. I (Selbstadjungierte Randwertaufgaben, von Stiefel) werden die Differenzen- 
gleichungen, die einer elliptischen Differentialgleichung oder der biharmonischen 
Gleichung entsprechen, hergeleitet, indem ein zugehöriger quadratischer Ausdruck 
in den Funktionswerten an Gitterpunkten, ein „Energie-Ausdruck“, zum Minimum 
gemacht wird. Diese Methode, das finite Analogon zu den Variationsprinzipien zu 


122 


benutzen, erweist sich als besonders nützlich am Rande, indem die in Randnähe zu | 
benutzenden abgeänderten Differenzengleichungen sich ganz natürlich ergeben. Als | 
Testbeispiel für verschiedene Methoden wird eine belastete quadratische Platte | 
(eine Seite eingespannt, gegenüber liegende Seite gestützt, die beiden anderen | 
Seiten freie Ränder) gewählt. — Kap. II (Theorie der Gradienten-Methoden, von | 
Rutishauser) bringt eine Theorie der Iterationsverfahren bei linearen Gleichungs- | 
systemen Ax+b= 0 (in üblicher Matrizen-Schreibweise). x, sei die k-te Näherung | 
mit dem Residual-Vektor ,—Ax,-+b. Bestimmt man die nächste Näherung | 
%,,] als Linearkombination Z der früheren Residuen:: Ax, = 2%, —% — L(rgf1..-,7%); | 
so heißt das Verfahren eine Gradienten-Methode. Bei einer solchen läßt sich r, dar- | 
stellen als R,(A) r,, wobei R,(A) ein Polynom k-ten Grades in A ist. Als wichtige | 
Spezialfälle werden Zwei- und Drei-Term-Rekursionsformeln besprochen, denen | 
sich viele bekannte Verfahren unterordnen (z.B. vonRichardson, Tschebyscheff, | 
Methode der konjugierten Gradienten, die nach endlich vielen Schritten die exakte | 
Lösung liefert, usw.), ferner Kombinationen dieser Methoden, Methoden mit Spektral- | 
Transformationen, ‚innere‘ und „äußere“ Methoden; die Kombination der konju- | 
gierten Gradienten (c. g.)-Methode als äußerer und einer Tschebyscheffmethode als | 
innerer wird cgT-Methode genannt. Bei Eigenwertaufgaben von Matrizen werden | 
Q-D-Algorithmus, Spektraltransformationen und andere Methoden besprochen. — | 
Kap. III (Experimente mit Gradienten-Methoden, von Ginsburg) berichtet über | 
die Erprobung der verschiedenen Methoden an der Rechenanlage ERMETH an der | 
ETH Zürich und an der IBM 704. Außer dem obigen Testbeispiel I (bei der Maschen- | 
weite A=1/8 hat man ein Gleichungssystem mit 70 Unbekannten und der P- | 
Kondition 1600) wurde ein Testbeispiel II (Stabproblem mit 44 Gleichungen und der 
wesentlich ungünstigeren P-Kondition » 7. 10°) behandelt und als Eigenwertauf- | 
gabe die Matrix A von Beispiel I. Der Einfluß von Glättungen bei Relaxationen wird | 
untersucht; übersichtliche graphische Darstellungen zeigen die Abhängigkeit von | 
Fehlermaß und benötigter Rechenzeit bei verschiedenen Methoden. — Kap. IV 
(Overrelaxation und verwandte Methoden, von Engeli) beginnt mit einer Theorie | 
der allgemeinen Relaxation. Für den Fehlervektor A, beim k-ten Schritt gilt ' 
hr, = Th, mit einer gewissen Matrix 7’. Als praktisches Gütemaß wird die durch- 
schnittliche Zahl M von Relaxationsschritten eingeführt, die zur Reduktion der 
Norm des Fehlervektors auf 1/10 nötig sind: M —= — 1/(logıo Amax) mit A als Eigen- | 
wert von T. Ausführlich besprochen werden Overrelaxation mit verschiedenen | 
Spezialfällen und Varianten und der von D. Young eingeführte Begriff der ‚‚Pro- 
perty A“ einer Matrix. Ferner zwei ganzseitige Diagramme für die Eigenwerte des | 
Operators der Youngschen Overrelaxation und die Ergebnisse der numerischen | 
Erprobung an denselben Beispielen wie in Kap. III. — Kap. V gibt zusammenfassend | 
auf Grund des reichen Erfahrungsmaterials wertvolle Ratschläge für die Behandlung | 
von Matrizenproblemen auf Rechenanlagen, so z. B.: 1. Wenn die Matrix auf der 
Anlage gespeichert werden kann, ist das Eliminationsverfahren zur Lösung von 
Azx=b allen anderen Methoden überlegen; 2. bei mittlerer P-Kondition von 4 ist | 
die Overrelaxation bei passender Wahl des Overrelaxations-Faktors » allen Gra- | 
dienten-Methoden überlegen; 3. Bei sehr schlechter P-Kondition sind die egT- und 
cg-Methoden allen anderen Iterationsverfahren überlegen. 4. Für einige niedrige 
Eigenwerte einer symmetrischen positiv definiten Matrix wird die cgT-Methode trotz 
ihrer Kompliziertheit sehr empfohlen. L. Oollatz. 


Diaz, J. B.: Upper and lower bounds for eigenvalues. Proc. Sympos. appl. Math. 
8, 53— 78 (1958). 

Übersichtliche und einheitliche Darstellung der Rayleigh-Ritzschen Methode, 
ihrer Verallgemeinerung durch Aronszajn und der Weinsteinschen Methode zur Auf- 
stellung oberer und unterer Schranken für die Eigenwerte } bei der am Rande einge- 
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spannten Platte mit AAw— 2? w=0 inD, w—= öw/ön = 0 auf ©. Dabei ist D ein 


beschränkter offener Bereich mit der als glatt vorausgesetzten Randkurve (. 


L. Collatz. 

Sokolov (Sokoloff), Ju. D. (G.): Sur une methode de la rösolution approch6e 
des &quations integrales non lineaires ä limites variables. Ukrain. mat. Zurn. 10, 419 — 
432, französ. Zusammenfassung 432—433 (1958) [Russisch]. 

In Erweiterung früherer Arbeiten des Verf. (vgl. dies. Zbl. 66, 103; 80, 88) über 
die Behandlung Fredholmscher und linearer Volterrascher Integralgleichungen wird 
hier im 1. Teil der Weg zur Gewinnung einer approximativen Lösung der nichtlinearen 
Integralgleichung (a SE <r<sa-+h) 


(A) yie) = Pla) + S Kia, & Fr, & ylO)1dE 
beschrieben. Es wird von 
(B) yılz) = pie) + [ Ka, &) Fr, &01]dE 
a+h 


| 
. 


mit (CO) Au = f Yyı(x) de ausgegangen und (B) in (C) eingesetzt. «“P, 2, ... 


a 
seien reelle Wurzeln dieser so erhaltenen Gleichung für &,. In zweiter Näherung wird 


gesetzt: 
a+h 


Yy=pl@ (+ [KR DTEENE + ade mit ha, = ade x) — yılz)) de. 


Für y,(£) wird einer der Werte a,® eingesetzt. a5), Be, ... seien die Wurzeln 
der neuen Gleichung. en wird y,„(2) gewonnen aus 


Ya) = px D+ [Kt ey, ed told (m=3,4,...) 


a+h 
mit ha,„= Y (y„(®) — y,_ı(®)) dx, wobei y,_,(£) einer Folge a,(), &g(iı, ta); - - 
a 


1 (Üpos 52,1) entnommen wird. Im 2. Teil werden unter bestimmten 
Voraussetzungen über p(x), K (x, &) und f(x, &, y) die Frage der Existenz mindestens 
einer reellen Wurzel der jeweiligen Gleichung und die Konvergenz des Verfahrens 
genauer diskutiert. Für |y— y,„| wird eine Abschätzung mitgeteilt. Die vorgeschla- 
gene Methode läßt sich auch auf allgemeinere mehrdimensionale Integralgleichungen 
ausdehnen. Der 3. Teil der Arbeit bringt acht Anwendunssbeispiele.. #. Unger. 

Struzik, T.: Mathematical treatment of the kineties of the reaction of haemo- 
globin with oxygen and with earbon monoxide. Zastosowania Mat. 4, 300—326, russ. 
und engl. Zusammenfassung 326—327 (1959) [Polnisch]. 

Praktische Lösung der Differentialgleichungen des Problems. 


Weeg, Gerard P.: Numerical integration of f eo (2) Jı (£) xndx. 
r & & 


Math. Tables Aids Comput. 13, 312—313 (1959). 

Chovanskij, 6. S.: Einige Fragen der praktischen Nomographie. Vy£islit. 
Mat. 4, 3—103 (1959) [Russisch ]. 

Verf. bringt im wesentlichen eine Zusammenfassung der Ergebnisse früherer 
in ausführlichen Einzeldarstellungen erschienenen Mitteilungen. Die ersten drei Ab- 
schnitte behandeln Schiebeblattnomogramme in übersichtlicher Zusammenstellung. 
Es werden spezielle Funktionstypen mit bis zu sechs Veränderlichen untersucht. In 
den meisten Fällen sind die Skalengleichungen der Variablen für das Grundblatt 
und das bewegliche Blatt in übersichtlicher Weise tabellarisch zusammengestellt. 
Nomogrammskizzen veranschaulichen das Ganze. Die Möglichkeit der Einführung 
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einer willkürlichen Funktion (Abschnitt III) erlaubt eine günstige Netzdarstellung j 


der Variablen. Im Abschnitt IV untersucht Verf. 2 Funktionstypen mit 2 Veränder- 
lichen und 3 willkürlichen Parametern und spezielle Formen dieser Funktionen. Sie 
werden als Schiebeblattnomogramme und in einigen Fällen auch als Fluchtlinien- | 


tafeln skizziert. Diese Funktionen können infolge ihrer Schmiegsamkeit als Nähe- | 


rungsgleichungen für empirische Funktionen eingesetzt werden, wobei die Nomo- 
gramme zur Bestimmung der Parameter bzw. zur Bestimmung des absoluten oder 
relativen Fehlers benutzt werden können. Abschnitt V behandelt ausführlich die 
näherungsweise Darstellung eines Systems von zwei Gleichungen vom Cauchyschen 
Typ mit 4 Variablen durch eine Fluchtlinientafel mit 4 parallelen geradlinigen Trä- 
gern. Die günstigsten Näherungsparameter werden hierbei vorteilhafterweise durch |) 
ein Hilfsnomogramm ermittelt. Zum Ablesen des Ergebnisses ist das Anlegen nur | 
einer Lösungsgeraden erforderlich. Es ist ein ausführlich durchgerechnetes Beispiel 
angegeben. Der letzte Abschnitt zeigt die Anwendung und zweckmäßige Auswahl | 


von Nomogrammen an zwei Beispielen zur Analyse funktionaler Zusammenhänge, | 


die sonst nur unter größten Schwierigkeiten vorgenommen werden könnten. 
A. Stammberger. 


Chovanskij (Chovansky), G. $.: Nomographie methods for an approximate re- | 
presentation of a function of one variable. Doklady Akad. Nauk SSSR 121, 56—58 | 
(1958) [Russisch ]. 5 : 

Verf. behandelt 2 Funktionen mit 2 Veränderlichen und 3 willkürlichen Para- 


metern, die nach W. Margoulis als Schiebeblattnomogramme. allgemeiner Art dar- I 


zustellen sind. Diese Funktionen und die ihnen entsprechenden Nomogramme sind. 
zur Lösung folgender Aufgaben geeignet: 1. zur Interpolation, 2. zur Angleichung ! 
empirischer Funktionen an diese Funktionen durch Bestimmung der 3 Parameter, 


3. zur Bestimmung des absoluten und relativen Fehlers der so gefundenen Näherungs- |) 


lösungen, 4. Bestimmung einer Näherungslösung mit 4 Parametern mit Hilfe der ! 
2. vorgegebenen Funktion. Verf. gibt ferner spezielle Formen der Ausgangsfunktionen . 
an, die ihrerseits durch spezielle Gleittafelnomogramme oder auch durch Flucht- |} 
linientafeln dargestellt werden können. Für Anwendungsbeispiele wird auf die im |} 
Bericht angeführte Literatur verwiesen. A. Stammberger. 


Pentkovskij, M. V.: Ein neues Verfahren zur projektiven Transformation von 
Nomogrammen auf einem Netz mit parallelen invarianten Geraden. Izvestija Akad. 
Nauk Kazach. SSR, Ser. Mat. Mech. 7 (11), 40—51 (1959) [Russisch]. 

Verf. hat schon in seinem Lehrbuch ‚‚Nomographie‘“ [Deutsche Übersetzung, 
Berlin 1953 (dies. Zbl. 51, 352)] die Konstruktion von Nomogrammen auf den von | 
ihm eingeführten Netzen mit invarianten Geraden behandelt. Das dort angegebene || 
Verfahren zur Konstruktion von Nomogrammen auf dem Netz mit festen parallelen | 
Geraden bezieht sich nur auf Nomogramme vom Cauchyschen Typ. In diesem Be- | 
richt wird das Verfahren verbessert und zur Konstruktion von beliebigen Nomo- 
grammtypen brauchbar gemacht. Es ist das bisher bequemste Verfahren zur Trans- 
formation von Nomogrammen. Damit erhält dieses Netz mit festen parallelen Ge- 


raden eine bevorzugte Stellung vor den anderen Netzen. Bei dieser Konstruktions- | 


methode kann auch ein evtl. vorgegebener zulässiger Ablesefehler berücksichtigt 
und so die beste Darstellung gefunden werden. An der Normalform des Cauchyschen 
Typs wird das Verfahren erläutert. A. Stammberger. 


Fischer, Johannes: Projektiv-verzerrte Netze. M&m. Publ. Soc. Sei. Arts Lettr. 
Hainaut, Volume hors Serie, 266—269 (1958). 

Verf. empfiehlt, für die Betrachtung von parallelen Ausgleichsgeraden in Funk- 
tionsnetzen (z. B. logarithmischen, bzw. doppelt-logarithmischen Netzen) eine pro- 
jektive Verzerrung derart vorzunehmen, daß die unendlich ferne Gerade ins Endliche 
rückt und die Fluchtpunkte der betrachteten Geradenscharen aufs Zeichenblatt 
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fallen. Das ist insbesondere dann von Vorteil, wenn man in Umkehrung der Rechen- 
richtung den Anstieg der Geraden mit einer gewissen Toleranz vorgeben will. 
H. Tolle. 

Wilkes, M. V.: The second decade of computer development. Computer J. 1, 
98—105 (1958). 
07243aSamelson, K.: Der Stand der Technik des Maschinenreehnens.. MTW, Z. 
modern. Rechentechn. Automat. 7, 1—4 (1960). 

Fotheringham, J. A. and M. de V. Roberts: An input routine for the Ferranti 
Mercury computer. Computer J. 1, 128—131 (1958). 

Gill, S.: Current theory and practice of automatie programming. Computer J. 
2, 110—114 (1959). 

Geppert, F.: Allgemeine Grundsätze zur Programmierung von Digital-Rechen- 
automaten. Unternehmensforsch. 3, 1—16 (1959). 

In der vorliegenden Arbeit werden einige Grundsätze der Programmierung von 
Digital-Rechenautomaten besprochen. Zunächst wird die allgemeine Art des Vor- 


 gehens bei Behandlung einer Aufgabe mit einer programmgesteuerten Rechenmaschine 


dargelegt. Sodann wird die Aufstellung von Flußdiagrammen und von Maschinen- 
programmen erörtert und an Hand von einigen Beispielen illustriert. Th. Geis. 
Podderiouguine, Vietor: Automatisation de la programmation. Mem. Publ. 
Soc. Sci. Arts Lettr. Hainaut, Volume hors Serie, 324—327 (1958). 
Kurzbericht über eine leicht geänderte Version des programmierenden Pro- 


gramms PP für die BESM (vgl. Ersov, dies. Zbl. 88, 99). G. Beyer. 


Podlov&enko, R. I.: Über die Grundbegriffe des Programmierens. Probl. Kyber- 


" netik 1, 128134 (1958) [Russisch]. 


Die Menge der Informationseinheiten, auf die ein Algorithmus ausgeübt werden 
soll, besitzt oft im Hinblick auf diesen eine gewisse Struktur. Beispiel ist die Matrizen- 
struktur in der linearen Algebra. Verf. greift die Aufgabe an, die Wirkungsweise 
algorithmischer Operatoren auf solche strukturierten Mengen systematisch zu er- 
fassen. Die Note beschränkt sich allerdings auf eine Aufzählung nicht sehr klar for- 
mulierter Definitionen, deren Zusammenhang mit der Programmierungslehre kaum 
angedeutet ist. @. Beyer. 

e Andree, Richard V.: Programming the IBM 650 magnetie drum computer 
and data-processing machine. New York: Holt, Rinehart and Winston, Inc. 1958. 
VI, 109p. $ 2,9. 

Für die verschiedenen Rechenanlagen gibt es Programmierungsanweisungen 
der Herstellerfirmen, welche dem erfahrenen Programmierer gute Dienste leisten; 
dagegen fehlt es meist an einführenden Lehrbüchern für den Anfänger. Das vorlie- 
gende Buch füllt hier eine Lücke. Es ist als Anleitung zum Erlernen des Programmie- 
rens für die Rechenanlage IBM 650 im Selbststudium oder in Kursen gedacht. In 
den ersten vier Kapiteln werden ausführlich und leicht verständlich die einzelnen 
Operationen, das Aufstellen einfacher Programme, die Verwendung von Unter- 
programmen und die Bedienung der Rechenanlage behandelt. Die weiteren Kapitel 
bringen eine Übersicht über symbolisches Programmieren (SOAP), Blockdiagramme 
und Fehlersuche, interpretierende Programme (Bell-System) und kompilierende 
Programme (IT, Fortransit). Das Buch enthält viele Beispiele, Aufgaben und prak- 
tische Hinweise für die Arbeit an Rechenanlagen. W. Wetterling. 

Greenwald, Irwin D.: A technique for handling marco instructions. Commun. 
Assoc. comput. Machin. 2, Nr. 11, 21—22 (1959). 

Naur, Peter (Editor), J. W.Backus, F.L. Bauer, J. Green, C. Katz, J. Mac 
Carthy, A.J. Perlis, H. Rutishauser, K. Samelson, B. Vauquois, J. H. Wegstein, 
A. van Wijngaarden and M. Woodger: Report on the algorithmie language Algol 
60. Numerische Math. 2, 106—136 (1960) = Commun. Assoc. comput. Machin. 3, 
299—314 (1960) = Acta polytechn. Scand. Nr. 284, Math. comput. Machin. Ser. 


Nr. 5, 40 p. (1960). 
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A conference in January 1960 resulted in a (final) form of the algorithmie | 
language ALGOL which is intended to be used without further alterations for a | 
certain period of time at least. The paper contains a concise exposition of the syntax 
and semantics of this ALGOL 60. Changes and refinements compared to the previous ) 
version [A.J. Perlis and K.Samelson, Numerische Math. 1, 41—60 (1959)] ! 
mainly concern conditional statements, for statements, procedure statements, and ! 
certain properties of declarations. ech Koch. 


Knuth, Donald E.: Runcible, algebraie translation on a limited computer. 
Commun. Assoc. comput. Machin. 2, Nr. 11, 18—21 (1959). 

e Ralston, Anthony and Herbert S. Wilf (edited by): Mathematical methods for ! 
digital computers. New York and London: John Wiley & Sons, Inc. 1960. XI, 293 p. 
$ 9,00. 

In 26 unabhängigen Beiträgen werden von verschiedenen Autoren einzelne Auf- | 
gaben und Lösungsmethoden der numerischen Mathematik geschildert, welche für | 
die Behandlung mit digitalen Automaten in Frage kommen. Das Buch soll, wie die | 
Herausgeber betonen, kein Lehrbuch über angewandte Mathematik sein, sondern | 
als Nachschlagewerk dienen. Trotz der Vielfalt der dargestellten Gegenstände wurde | 
dadurch, daß sich die Verfasser an einige Richtlinien zu halten hatten, eine gewisse 
Einheitlichkeit in die äußere Form gebracht. So enthält jedes Kapitel außer einer aus- | 
führlichen mathematischen Diskussion des Problems die konzentrierte Rechenvor- | 
schrift für den betreffenden Algorithmus sowie ein Flußdiagramm mit Erklärungen. | 
Das Stoffgebiet umfaßt die Darstellung der elementaren Funktionen in Rechenauto- 
maten (Polynom- und rationale Approximationen), lineare Gleichungen und Matrix- 
inversion, gewöhnliche und partielle Differentialgleichungen, Statistik sowie einzelne 
Kapitel über einige ausgewählte Probleme wie z. B. Nullstellen von Polynomen, 
numerische Quadratur, Matrixeigenwerte nach Jacobi. P. Läuchli. 


Beck, F.: Harmonie analysis using a digital computer. Computer J. 1, 117 
(1958). 
Strachey, C.: On taking the square root of a complex number. Computer J. | 
2, 89. (1959). 

® Lebedev, A. N.: Analogrechengeräte. [Stetno-resajuscie ustrojstwa.] Moskau: 
Wissenschaftlich-technischer Staatsverlag für Maschinenbauliteratur 1958. 3798. 
R. 9,45 [Russisch]. 

Lehrbuch nicht des Programmierens, sondern des Aufbaus von Analogrechen- 
geräten, geschrieben für Ingenieur-Studenten. Es werden die wichtigsten Bauele- 
mente — Summatoren, Multiplikatoren usw. bis zu den Integratoren — beschrieben, 
und zwar im 1. Teil mechanischer Natur, im 2. Teil elektromechanischer und elektri- 
scher. Das Rückkoppelungsprinzip wird zunächst nur zur Umkehrung der Rechen- 
operationen (Auflösung von Gleichungen) eingeführt; ein mit G.I. Tachvanov 
gemeinsam verfaßtes Kapitel behandelt erst später die Operationsverstärker allge- 
mein. @G. Beyer. 


Cremosnik, 6., A. Frei und M. J. 0. Strutt: Neue Anwendungen von Impedanz- 
netzwerken als Analogierechengeräte. Sci. electrica 3, 37—53 (1957). 

Die Lösung von Poissonschen Differentialgleichungen ist mit Hilfe von Netz- 
werken möglich. Es wird gezeigt, daß dies bei eindimensionalen Aufgaben mit linearen 
Widerstandsketten, bei zweidimensionalen Aufgaben mit ebenen Widerstandsnetzen 
gelingt. Das Verfahren ist iterativ. Zuerst wird die Laplacegleichung AP = 0 gelöst, 
indem die Spannung an die Elektrodenpunkte gelegt wird. Aus der gewonnenen 
Potentialverteilung werden die Einspeiseströme in den Maschenpunkten ermittelt,) 
mit denen sich die erste Näherungslösung der vollständigen Gleichung AP = f(P- 
ergibt. Das Verfahren wird mit den neuen Potentialwerten fortgesetzt, bis keine Ände- 
rung im Potentialverlauf mehr auftritt. An den Beispielen der Bestimmung des Raum 
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ladungsfeldes einer Zylinderdiode mit konstanter Austrittsgeschwindigkeit und einer 
ebenen Triode wird das Verfahren mit ausgeführten Netzwerken eingehend beschrie- 
ben. Dabei wird auch auf die Randeffekte und die auftretenden Meßfehler eingegan- 
gen. Für Fälle, in denen eine erste zeitliche Ableitung in der Differentialgleichung 
auftritt, wird das Netzwerk als Widerstands-Kapazitäts-Kette bzw. -Netzwerk 
aufgebaut. Als Beispiel werden die Diffusionsgleichung für Halbleiter-Dioden behandelt 
und die Meßergebnisse mitgeteilt. W. Breitling. 


Backer, W.de: Error analysis of a DC integrator. Ann. Assoc. internat. Caleul 
analogique 2, 13—23 (1960). 

Ein Integrator in einem Gleichstrom-Analogrechner besteht aus einem Verstär- 
ker sehr hoher Verstärkung, der am Eingang Ohmsche Widerstände enthält und als 
Rückführung einen Kondensator. Es werden die Fehler analysiert, die durch den 
nichtidealen Verstärker verursacht werden (Drift, endliche Verstärkung, dynamisches 
Verhalten) und durch die Fehler der Widerstände und des Kondensators. Die Aus- 
wirkung der Fehler auf eine Lösung hängt auch ab von der Art der Schaltung, in 
der ein Integrator vorkommt. Es werden daher auch die Anforderungen an eine 
‚brauchbare Rechenschaltung diskutiert. R. Herschel. 


e Roginskij, V. N.: Elemente der Struktursynthese von Relais-Steuerschal- 
tungen. [Elementy strukturnogo sinteza releinych schem upravlenija.] Moskau: 
Verlag der Akademie der Wissenschaften der UdSSR 1959. 168 S. R. 8,75 [Russisch]. 


Dans ce livre on presente les fondements de la theorie des schemas & relais et 
les travaux en ce domaine du laboratoire des systemes de transmission de l’infor- 
mation de l’Academie des sciences de ’U.R.S.S. Dans le 1° chapitre on donne 
les definitions des notions qu’on utilise dans le livre: les elements des sch&emas & 
relais, les &tats d’un schema & relais, circuits en serie, en parallele et en pont, sch&emas 
des contacts, la conductibilit& des circuits dans les schemas ä relais, sch&emas & 
sequences, ete. Dans le 2®me chapitre on &erit la structure d’un sch&ma & relais & 
l’aide des matrices & &l&ements dans l’algebre de Boole. On donne aussi l’&criture 
des conditions du fonetionnement des schemas & contacts par des syst&mes de nom- 
bres associes et des sch&mas ä sequences par des matrices d’inclusion, de correspon- 
dence, ete. Dans le 3@m® chapitre on presente la synthöse des schemas ä sequences: 
l’elaboration du tableau des inclusions, la determination du nombre des relais, le 
probleme du nombre minimum des Contacts dans les circuits executifs, la reduction 
du nombre des relais, le passage au schöma quand on a le tableau des inclusions, 
etc. Dans le 4me et 5°me chapitre on considere les transformations algebriques des 
schö&mas & contacts: on introduit l’appareil mathematique (l’algebre de Boole), les 
formes canoniques des fonctions logiques et on considere les transformations des 
schemas en serie, en parallöle et en pont, l’&quivalence des schemas, les solutions 
generales et la simplification de ces solutions. Dans le 6°%° chapitre on considere 
de nouveau les systemes de nombres associes et les op6rations fondamentales avec 
ces systemes. Dans le 7°®° chapitre on prösente une möthode graphique pour la 
construction des schömas & contacts, des schemas symetriques, des multipöles 
(1—%) et des multipöles (p — 2). Dans le 8®m° chapitre on considere les transfor- 
mations des schemas A relais: &quivalence, l’inversion des schemas A relais, ete. On 
introduit aussi des ölements & conductibilite finie. Dans le 9m° et 10®me chapitre 
on considere la construction des sch&mas ä relais, avec un nombre donn& des relais, 
et les schömas & relais et condensateurs. Dans le 11®"® chapitre on presente l’auto- 
matisation par la machine du proced& de la synthese des sch&mas & relais. L’&tendue 
du livre n’a pas permis d’&puiser toutes les methodes existantes- de la synthöse et 
lanalyse des sch&mas & relais. Les möthodes prösentees sont utiles surtout aux 
specialistes dans le domaine de la technique des relais, pour obtenir les sch&mas les 
plus simples et &conomiques. P. Constantinescu. 
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Wunsch, Gerhard: Ein über die en Methoden und Ve | | 


843857 (1959). | 

Der vorliegende 1. Teil der Arbeit gibt eine wertvolle Zusammenstellung der! 
Eigenschaften linearer Zweipole mitkonzentrierten Elementen. Insbesondere werdendie! 
verschiedenen heute bekannten Synthesemethoden für Zweipole kurz beschrieben. | 
Die wichtigsten Literaturstellen sind übersichtlich geördnet. W. Nonnenmacher. 


Vetuchnovskij (Vetukhnovsky), F. Ja. (F. J.).: On the number of undecom- 
posable nets and some of their properties. Doklady Akad. Nauk SSSR 123, 391—394| 
(1958) [Russisch ]. | 

L’A. s’occupe des schemas ind&composables et s’interesse pourn > 7 de nowabre 
des sch&mas ind&composables ä& n branches. On sait que (n/e log? n)" <®*(n) <|) 

(2 n/e log? n)" ot ®* (n) est le nombre des schemas inde&composables pas isomörpkedi \ 
& n branches et on sait aussi que pour une suite {n,} le nombre D(n,) des sch&masil 
ind&composables & n branches est borne inferieur par (c„‚log? n,)“ oü la constante C | 
n’est pas evalu6. On donne une borne inferieure pour les ®(n) des sch&mas ind6- | 
composables pas isomorphes & n branches et on construit la classe de ces schemas. | 
On a ©®(n) > (n/2elog?n)" pour n assez grand. P. Constantineseu. 


Parchomenko (Parkhomenko), P. P.: Principles of mechanization of the ana- |) 
lysis of eireuits with eontaet-containing relays. Soviet Phys., Doklady 4, 30—34 (1959), | 
Übersetzung von Doklady Akad. Nauk SSSR 124, 83—86 (1959). 1 

The author gives the principles of a special logical machine for the analysis of | 
relay devices. The constructed machine possesses, in principle, unlimited capacity, | 
it has manual notation and automatic output, is able to determine the time sequence |f 
of the action of the elements, to compare circuits, to solve logical problems. The block | 


scheme is also given. P. Constantinescu. 


Murskij (Murskii), V.L.: Equivalent transformations of contact eireuits. | 
Doklady Akad. Nauk SSSR 127, 262—265 (1959) [Russisch]. 
L’A. considöre des transformations des schömas &quivalents qui s’obtiennent en‘ | 
remplacant les sous-schemas par des sous-schemas &quivalents. On s’occupe seule- | 
ment des circuits . P. Oonstantineseu. 


Nediporuk (Nechiporuk), E. I.: Scheme synthesis by linear transformations of! 
variables. Doklady Akad. Nauk SSSR 123, 610—612 (1958) [Russisch]. 

On considere le probleme de la synthese des schömas qui r&ealisent une fonction | 
boolöenne f(x), .. .,%,). Soit Z le groupe des transformations linsaires (A,x) ou] 
x&—= Ay-+.a. L’ensemble des fonctions est partag& en classes d’equivalence en rapport |) 
& L. On donne la condition n&cessaire et suffisante pour que les fonetions f(x) et’ h(x) | 
soient equivalentes. On donne une methode pour trouver le repr&esentant, avec un 


nombre minimum des contacts, d’une classe. P. Constantinescu. 


Zakrevskij (Zakrevskii), A. D.: A method of synthesizing funetionally stable | 
automatic mechanisms. Doklady Akad. Nauk SSSR 129, 729—731 (1959) [Russisch ]. | 
The author considers reliable ceireuits with less reliable elements taking into | 
account the dependence of the reliability on time. One obtains a method of synthesis | 
of logical structures, sufficient for the location of a single error. P. Constantinescu. 


Korolev, L. N.: Cireuit switching funetion of a searching arrangement operating | 

in aceordance with a given table. Doklady Akad. Nauk SSSR 125, 482—484 (1959) 

[Russisch ]. 

.. One builds a switching device in which is given to input the binary code of one | 

word which belongs to a finite dietionary and to output one obtains the order number ! 

of this word in the dietionary. The method utilizes the matrices having its elements 
in a boolean algebra. P. Constantinescu. 
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Jablonskij (Iablonsky), S. V.: On the impossibility to eliminate the trial of all 
funetions from Ps in solving some problems of the eireuit theory. Doklady Akad. 
Nauk SSSR 124, 44—47 (1959) [Russisch]. 


On sait les rösultats de Lupanov et Shannon pour ZL,(n) = max _L(f, n) 


€ 
ou @ est une classe quelconque de l’algebre de la logique P, et L(f, A nombre 
minimum de contacts pour la realisation de la fonction f(x], %g, %;,....,,) dans la 
classe des sch&emas & contacts: Lp,(n) = %"/n. Le problöme de la forme de la 
fonction Lp,(n) reste ouvert. L’A. donne la formulation du probleme suivant: 


Construire l’ensemble M®des fonctions de P, de la forme M’= {f(n,), (nn), - - -, 
ln...) .. .}, pour lequel il y a une telle succession (n;) ainsi que 
E (fr, me)[Lp, (nz) — 1(n, — 00), oü fP(m,...,n,) est ainsi que L(P,n) = Lp,(n). 


L’A. donne la solution du probleme pour une classe d’algoritmes. 
P. Constantineseu. 


Vasil’ev, Ju. L. (Iu. L.): Minimum contaet eireuits for Boole’s functions of 
four variables. Doklady Akad. Nauk SSSR 127, 242—245 (1959) [Russisch]. 


Pour trouver les schömas avec le nombre minimum des contacts pour les fonc- 
tions booleennes ä quatre variables, I’A. fait l’analyse des types de ces fonctions et 
donne l’evaluation inferieure du nombre des contacts pour tous les sch&mas possibles 
qui realisent une fonction donnee, en considerant aussi des circuits en pont. 

P. Constantinescu. 


Karpova, N. A.: Contact schemes for monotonie functions. Doklady Akad. 
Nauk SSSR 123, 25—27 (1958) [Russisch]. 


L’A. fait une comparaison entre la complexite de realisation des fonctions mono- 
tones dans la classe des sch&mas & contacts ‚‚travail’ et dans la classe des schemas & 
contacts ‚„‚travail” et ‚‚repos’’. Soit la derniere la classe A et la premiere la classe B. 
Si on designe par L(f) le nombre des contacts dans le schema, avec un nombre mini- 
mum des contacts, de la classe A et par L* (f) le sch&ma correspondant dans la classe B 


ona Au)= max Alf) ouAl(f) = Lr(fJ/L(f) etil y a une suite {f,} ainsi que 
fäan argument 
2.) 3. ; P. Constantineseu. 


e Fel’dbaum, A. A.: Rechengeräte in automatischen Systemen. [Vy£islitel’'nye 
ustrojstva avtomaticeskich sistemach.] Moskau: Staatsverlag für physikalisch- 
mathematische Literatur 1959. 800 S. R. 37,15 [Russisch]. 

Der Inhalt des vorliegenden Buches umfaßt zunächst zwei einleitende Kapitel. 
Das erste ist den automatischen Systemen gewidmet, wobei die theoretischen Grund- 
lagen der Regelungstechnik, Stabilität, optimalen Prozesse und statistischen Ver- 
fahren soweit beschrieben werden, als sie für das Verständnis des wesentlichen Ka- 
pitels III notwendig sind. Im Kapitel II folgt eine Beschreibung von Digital- und 
Analogrechenmaschinen in Technik und Anwendung. Den Hauptteil des Buches 
bildet das Kap. III (etwa 400 S.), das der Kombination von automatischen Systemen 
und Rechengeräten gewidmet ist. Für diese kybernetischen Systeme höherer Ord- 
nung bemüht sich der Autor um klare Definitionen der außerordentlich mannig- 
faltigen Sachverhalte. Die Schwerpunkte dieses Hauptteiles liegen bei den folgenden 
Gesichtspunkten : Zusammenwirken von automatischen Systemen und Rechengeräten, 
wobei letztere die verschiedenartigsten Aufgaben im Rahmen des automatischen 
Systems haben können; Theorie und Realisierung optimaler Systeme; selbsteinstel- 
lende Systeme unter besonderer Berücksichtigung automatischer Optimisatoren; 
Realisierung von Optimisatoren mit herkömmlichen Rechenanlagen; Theorie der 
selbsteinstellenden Systeme; optimale automatische Suchvorgänge. Soweit dem Ref. 
bekannt ist, befindet sich eine deutsche Ausgabe dieses Buches inVorbereitung. 

R. Herschel. 
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Kozlov, Ju. M.: Über die Bereehnung von Nachlaufsystemen mit sieh selbst }) 
regelnden Parametern. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Otd. techn. Nauk, Energet. |)| 
Avtomat. 1959, Nr. 2, 65—70 (1959) [Russisch]. 

Eine Nachlaufregelung werde durch 

N mM 
(3-1) > a,(0) Pl) = I b;lo) ge) 
k=0 i=0 7 


beschrieben, wo g(t) das Eingangssignal, x(t) die Ausgangsgröße und a,(o), d.(0) 1 
Kennwerte sind, die von einem zeitlich veränderlichen Parameter o = o(f) abhän- 


gen. Die Regelung werde außerdem durch ein weißes Geräusch gestört. Der ‚„‚Gesamt- 


fehler‘‘ des Systems ist F(t) = o,?(t) + 0,?(t), wo o, der dynamische und Vs? der | 


Fluktationsfehler sind. Wie muß o (ft) gewählt werden, damit F(t) zu jedem Zeitpunkt 1 
minimal ist ? Es wird gezeigt, daß man unter gewissen Voraussetzungen o(f) nähe- I 


rungsweise aus einer algebraischen Gleichung (OF [t, o(t)]/de = 0) bestimmen kann. |) 
Fehlerabschätzungen und Anwendungsgrenzen des Verfahrens werden nicht an- ? 
gegeben. P. Sagirow. | 

Nelepin, R. A.: Dynamik einer Regelung mit Hilfsenergie unter Berücksichti- |) 
gung der Coulombschen Reibung im Schieber und Stellmotor und der nichtlinearen | 
Sättigungskennlinie des Stellmotors. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Otd. techn. Nauk. | 
Energet. Avtomat. 1959, Nr. 1, 65—73 (1959) [Russisch]. 

Die Regelung eines Kraftwerks wird unter Vernachlässigung der Trägheits- | 


kräfte des Reglers durch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer |!) 


nichtlinearen rechten Seite beschrieben. Da die Nichtlinearität aus linearen Teil- | 
stücken besteht, kann diese Gleichung bereichsweise durch lineare Gleichungen | 
ersetzt werden. Die Lösung der Ausgangsgleichung wird mit viel Fleiß auf einer | 
zehnblätterigen Phasenebene durch Stückelung der linearen Teilverläufe erhalten. | 
Die Stabilität der Lösung wird ausführlich untersucht. Bedingungen für das Auf- |) 
treten von Dauerschwingungen werden angegeben. P. Sagirow. | 

Trees, R. E. and €. De W. Coleman: Tables for diagonalizing second-order | 
matrices. J. Res. nat. Bur. Standards 60, 201—214 (1958). u 

In der Arbeit werden 12 Seiten Tabellen gegeben, mit deren Hilfe man die be- |} 
kannte Jacobi-Methode zur Diagonalisierung einer reellen symmetrischen Matrix — 
heute vielfach zur Eigenwertberechnung mittels Rechenautomaten herangezogen — |) 
auch für das Arbeiten mit der Tischrechenmaschine in übersichtlicher Form und bei | 
erträglichem Arbeitsaufwand anwenden kann. Der Gebrauch der Tafeln wird am 
Beispiel einer dreireihigen Matrix erläutert. R. Zurmüähl. ii 

Dummer, K.-F.: Zum Rechnen mit dekadischer Ergänzung. Wiss. Z. Hoch- |) 
schule Elektrotechn. Ilmenau 5, 175 (1959). j 


Wahrscheinlichkeitsreehnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


e Vrani@, Vladimir: Wahrscheinlichkeitsreehnung und Statistik. [Vjerojatnost i 
statistika.] Zagreb: Tehnicka knjiga 1958. 315 S. Din 920,— [Kroatisch]. 

Dans cet manuel universitaire, l’auteur a essay& de donner une introduction dans 
la theorie de la probabilite et de la statistique, pour faciliter ainsi aux lecteurs l’&tude 
ulterieure de ces oeuvres et travaux qui traitent plus profond&ment et plus en detail 
cette matiere. L’auteur a voulu montrer ä cette occasion le lien partieulier qui 
existe entre les notions de probabilite et les notions de statistique, en considerant que | 
les notions statistiques ne peuvent pas &tre correctement comprises si les notions | 
fondamentales de la theorie de la probabilite ne sont pas claires. Le livre comprend 
deux parties. La premiere partie traite la theorie de la probabilite et se divise en 
chapitres suivants: notions fondamentales de la theorie de la probabilite, partie dans 
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laquelle on traite la notion du hasard et de la probabilite, la loi des grands nombres, 
la probabilit& contraire, totale, composee et. conditionnelle, puis les th&oremes 
d’addition et de multiplication et en relation avec cela le theor&me de Bayes. Le 
deuxieme chapitre comprend l’esperance math&matique. L’auteur traite les notions 
fondamentales de la theorie de la probabilite de la maniere comment cette theorie 
s’est d&veloppee en general, en considerant que cette voie est la plus apte au point 
de vue didactique, prenant en consideration surtout que le livre est destin& premiere- 
ment aux &tudients et aux personnes qui commencent & s’occuper de cette matiere 
et doivent seulement faire connaissance des notions de la probabilite. L’auteur pense 
qu’il est le mieux de suivre la voie historique parce que, de la maniere comment 
certaines notions se sont developpees historiquement, ainsi elles sont aussi le plus 
accessibles pour entrer dans cette theorie. Ce n’est qu’apres, quand les notions fonda- 
mentales sont representees de cette maniere, que l’auteur, dans un chapitre ä& part 
qui porte comme titre ‚Theorie math&matique de la probabilite‘‘, expose largement 
cette theorie de la maniere habituelle dans la litterature scientifique de nos jours en 
montrant specialement l’axiomatique de Kolmogoroff. Les chapitres suivants sont 
‚consacres & la probabilite des epreuves r&petees et dans lesquels le lecteur fait con- 
naissance de la formule de Moivre et de Laplace, ainsi que de l’integral de Gauss. 
Dans le chapitre sur les probabilites continuees, l’auteur traite en premier lieu les 
probabilites geometriques etles variables al&atoires. — La deuxieme partie de ce livre 
est dediee aux fondements de la statistigue mathematique. On y traite les ensembles 
statistiques, les moments, les distributions binomiale, normale et celle de Poisson, 
puis le chapitre sur les courbes gen£rales de frequence dans lequel on parle de courbes 
de Pearson. Un chapitre special est consacr& & la gammadistribution ainsi qu’aux 
fonctions generatrices et aux fonctions caracteristiques. Dans le chapitre sur la 
theorie de la correlation, l’auteur examine la correlation lineaire, nonlineaire, multiple 
et partielle. On traite enfin dans le livre les notions fondamentales sur la theorie des 
echantillons et en relation avec cela le th&or&me central limite, le y?-test, ainsi que 
le test de „‚Student‘“ et le z-test de Fisher. Dans un appendice special l’auteur traite 
aussi les fondements des combinaisons, la m&thode des moindres carres ainsi que la 
theorie des erreurs. Comme supplement au livre, on a ajoute quelques autres publi- 
cations de l’auteur, &dit6es deja avant, parmi lesquelles il faut distinguer surtout 
le traite sur la notion du hasard ou l’aspect philosophique de cette notion est etudie. 
La valeur de ce livre est encore agrandie par un grand nombre d’exemples illustratifs, 
‚ainsi que des exercices avec resultats calculös. Le livre comprend aussi les tables 
de valeurs de la distribution normale et des probabilites de y?. Ce livre est sans 
contestation une belle contribution a la litterature croate-serbe, pauvre dans ce 
domaine. Nous considerons qu’avec ce livre l’auteur a r&ussi vraiment de donner un 
manuel qui sera d’une grande utilite ätous ceux a qui cette matiere est necessaire dans 
leur travail quotidien, ainsi qu’& ceux qui montreront l’interöt de faire connaissance 
de cette branche si interessante des mathämatiques, d’autant plus que le livre est 
compos& tres methodiquement, il est Ecrit d’une langue claire et tres lisible par un 
expert qui connait cette matiere & fond. N. Saltykow. 

Kiesow, Horst: Einige Bemerkungen zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeits- 
theorie in elementaren Sprachen. Arch. math. Logik Grundlagenforsch. 4, 124—127 
(1958). 

Unter Voraussetzung der Kolmogoroffschen Axiome (bzw. eines äquivalenten 
Axiomensystems) ist das Einfachheitsprinzip, welches Verf. in einer früheren Ab- 
handlung (siehe dies. Zbl. 84, 248) betrachtet hatte, bei Zugrundelegung einer ele- 
mentaren endlichen Sprache äquivalent mit der Konjunktion der beiden folgenden 
Axiome: (1) Ein Isomorphieaxiom, welches besagt, daß eine Permutation der In- 
dividuenvariablen die Wahrscheinlichkeiten nicht ändert, und (2) eine Art Induk- 
tionsaxiom mit folgendem Inhalt: Liegen als Erfahrungstatsache r Beispiele vor, 


9* 
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für welche das Prädikat P gilt, und s Beispiele, für welche das Prädikat P nicht | 


gilt, so ist unter dieser Voraussetzung die Wahrscheinlichkeit dafür, daß auf ein N: 


weiteres Individuum das Prädikat P zutrifft, größer als die, daß das Prädikat nicht | 

darauf zutrifft, genau dann, wenn r>s. Hermes. I 
Renyi, A.: On mixing sequences of sets. Acta math. Acad. Sei. Hungar. 9, 

215—228 (1958). = 'R 
Sei (2,4, P) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (WV). Eine Folge A,EW |! 


wird vom Verf. als mischend bezeichnet, wenn für jedes BEX mit P(BJ>OT 
die Beziehung (1) im P(A,|B)=x« gilt, wobei 0<a<1 gefordert und a als || 


Dichte der Mischung bezeichnet wird. Eine P-treue Transformation 7 in 2 ist stark- 
mischend im üblichen Sinne (vgl. Halmos, Lectures on ergodie theory, dies. Zbl. 
73, 93), wenn für jedes AEW die Folge A,„—= TA mischend ist. Mittels einer |l 


bekannten Aussage über schwache Konvergenz von Folgen im Hilbertraum 2? zeigt |) 
Verf., daß (1) füralle BE gilt, wenn (1) für B=A,(k=1,2,...) und B=2# 
richtig ist. Als Folgerung ergibt sich: 7 ist genau dann mischend, wenn | 


lim P(T# An A) = P(A)? (AEN) gilt. Verf. betrachtet nunmehr Folgen £, von |} 
Zufallsvariablen (ZVen) und bildet mit irgendwelchen C,, D,€ R!, welche D, > 0, | 
D,—% erfüllen, die ZVen Ni 


Bela. ed, | 
Eine Folge £, von ZVen heißt mischend mit der Grenzverteilungsfunktion F (x), wenn 
(2) lim P(„<z|B)=F(e) (P(B)>0) 


für jede Stetigkeitsstelle x von F gilt. Es wird gezeigt: Sind die &, unabhängig und | 
gilt lim P(£* < x) = F(x) für jede Stetigkeitsstelle x von F, so sind die &* mischend | 
n 


mit der Grenzverteilung F; (2) gilt sogar, wenn man P durch ein Q<P ersetzt. | 
Die Bedeutung dieser letzten Aussage wird allerdings etwas eingeschränkt durch die | 
Tatsache, daß die £, nicht bezüglich zweier verschiedener WVen P, Q@ unabhängig 
und gleichverteilt sein können, wenn Q < P gilt (verschiedene ergodische stationäre ‚|| 


WVen sind stets trägerfremd). In einem abschließenden Abschnitt wird ein Teil der \) 


vorstehenden Ergebnisse auf einen sinngemäß erklärten schwachen Mischungsbegriff |} 
übertragen. K. Jacobs. |) 

e Couffignal, Louis: Les notions de base. (Information et cybernetique. 1.) |) 
Paris: Gauthier-Villars 1958. 60 p. ! 

Verf. gibt einen allgemeinen Überblick zur Informationstheorie und zur Kyber- | 
netik vom geschichtlichen und praktischen Standpunkt aus ohne auf mathematische | 
Methoden einzugehen. H.P.Künzi. | 


e Zemanek, Heinz: Elementare Informationstheorie. Wien und München: | 
R. Oldenbourg 1959. 120 S. DM 14,20. | 

Dieses Buch ist aus einer Vorlesung des Verf. an der Technischen Hochschule | 
Wien entstanden. Dem Wesen der Informationstheorie entsprechend ‚‚inmitten einer | 
Welt auseinanderstrebender Spezialisierung ein Gemeinsames aller wissenschaftlichen | 
Arbeit ins Licht zu rücken“, vermittelt es jedoch nicht nur dem Ingenieur, sondern | 
jedem an der Methodik wissenschaftlicher Arbeit interessierten Leser die Grund- | 
konzeption einer Theorie, die in den letzten Jahren große Bedeutung erlangte und | 
deren ordnendes Eindringen in die verschiedenartigsten Gebiete der Wissenschaft | 
noch längst nicht abgeschlossen ist. — Im Gegensatz zu den meist sehr mathematisch 
gehaltenen Originalarbeiten (Boltzmann, Szilard, Hartley, Nyquist, Küpf- 
müller, Fisher, Wiener, Gabor und schließlich Shannon) setzt Verf. ein Mini- 
mum an mathematischer Vorbildung voraus. Die drei Ebenen, Logisches Netz, | 
Statistische Verteilung und Statistische Zuordnung bilden die „Elementare Infor- | 
mationstheorie“. — Im 1. Kap. werden aus dem logischen Netz die Grundbegriffe 
Elementarvorrat, Entscheidungsgehalt, Entscheidungsfluß und Entscheidungsaus- | 
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nutzung abgeleitet und hierfür einige allgemeingültige Werte angegeben. Die Berück- 
sichtigung der statistischen Verteilung der Zeichen führt hin zur eigentlichen Infor- 
mationstheorie mit den Begriffen Informationsgehalt, -fluß, -diehte und Redundanz. 
Mit der systematischen Herstellung von Codes, die die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
der Zeichen berücksichtigen und mit einer Fülle von Beispielen aus den verschieden- 
sten Gebieten — Sprache, Schrift, Nervensystem, Ohr, Auge, informationstheoretische 
Beschreibung des menschlichen Körpers, der Keimzelle, der Genome — schließt das 
2. Kap. — Weiterführend werden Zeichenserien mit vorgegebener Folgewahrschein- 
lichkeit behandelt und Begriffe wie Transinformationsgehalt, Informationskanal, 
Kanalweite und Kanalkapazität erklärt. Ein Beispiel für einen fehlerkorrigierenden 
Code und eine Möglichkeit für eine Idealübertragung werden angegeben. — Die beiden 
Grenzen für eine Nachrichtenübertragung (Bandbreite und Störpegel) gestatten es, 
auch kontinuierliche Funktionen durch ein logisches Netz zu beschreiben. Es werden 
die Quantisierung im Zeit- und Amplitudenbereich, der Informationsgehalt kontinuier- 
licher Signale und des weißen Rauschens sowie dessen Transinformationsgehalt und 
Kanalkapazität behandelt. Als technische Realisierung der Möglichkeit zur Vermin- 


' derung des Störeinflusses wird die Puls-Code-Modulation und ihre Umkehrung 


7“ 


besprochen. — Ein sehr sorgfältig ausgewähltes Schrifttumsverzeichnis und ein 
Tabellenanhang der Binärlogarithmen sowie der statistischen Funktion des Binär- 
kanals bilden den Abschluß des Buches. H. Schließmann. 

600d, I. J. and K. Caj Doog: A paradox concerning rate of information. Inform. 
and Control 1, 115—126 (1958). 

Let N be a Gaussian noise of power N and autocovariance function N yy(T), 
© a statistically independent Gaussian source signal of power 5 and autocovariance 
function Sye(r), and R= S-+-N the received signal. Let /(&7,Rr) be the 
amount of information concerning the process © in the time interval 7', contained 
in the process NR given onthe same interval. By Riemannian rate of transmission of 
information over the interval 7 is meant the quantity Jr = T!1(©7,Rr). It is 


easy to verify (see also I.M. Gel’fand and A.M. Jaglom, this Zbl. 78, 322) that 


this quantity becomes infinite in the case ys(T) = yy (T) if the corresponding 


spectral function F(w), y(r) = [ eio AF(w), contains an absolutely continuous 


component. This fact, applied especially to the case in which W is band-limited 
white noise, is considered by the authors as a paradox. White noise limited to the 
band (0, W)-is defined as 

£ sinn(2Wt—n) 


m=- 2 n a2 Wt—n) ’ 


n=—o 


where the random variables X, have independent normal distributions of mean 0 
and variance N (respectively 8). By a well-known sampling theorem, f(f) is so com- 
pletely determined for — oo <t< + 00 by its values at a set of points (infinite set) 
at distances apart of 4 W. But it is wrong to deduce from this that f(f) is completely 
determined in the finite interval 7 by its values at a set of 2W T points. The necessary 
number of points is also in this case infinite, so that such arguments as Shannon’s 
argument depending on degrees of freedom, are only approximate. Strietly speaking, 
every band-limited process is singular in the sense that one can get all the infor- 
mation in any period of time however short. A number of errors is corrected in a 
supplementary note (see the following review). A. Perez. 

600d, I. J. and K. Caj Doog: A paradox concerning rate of information: corree- 
tions and additions. Inform. and Control 2, 195—197 (1959). 

Apart from a certain number of minor corrections to an earlier paper (see the 
preceding review), this supplementary note contains a corrected proof of the theorem 
stated at the top of page 125 and certain other additions. 4A. Perez. 
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Tverberg, Helge: A new derivation of the information funetion. Math. Scandinav. 


6, 297—298 (1958). | 

In this note the following theorem is proved: Let a function 4 satisfy the | 
conditions: (i) H is defined for any set of non-negative arguments with sum 1, and I 
it is symmetric in all arguments; Ar 
(ü) H (2,0... 1, Wr) Ela 2.) +2 He | 
whenever all terms of the equation have a meaning; (iü) Z (x, 1— x) is integrable, 


in the sense of Lebesgue, on the interval O<x<1. Then up to a multiplicative sr 


constant 
H (2,2%. %,) lg. Fe log 2: 


The Fadeev’s version of this unieity theorem (D. A. Fadeev, this Zbl. 71, 131, N 


English translation in A. Feinstein, Foundations of information theory, this Zbl. U 
82, 346) is, between others, a weaker one because assumes, beside conditions (i) and 1‘ 


(ii), the continuity of H(x,1—.«). A. Perez. 


Li Chen Von (Li Heng Won): On the theory of optimal filtering of a signal in | 
the presence of internal random noise. Theor. Probab. Appl. 4, 422—426 (1961); 


Übersetzung aus Teor. Verojatn. Primen. 4, 458—464 (1959). 
The problem of the synthesis of an optimal correcting device for an automatic 


control system in the case when the internal stationary random noise is applied in se- |) 
veral points ofthe system is considered. It is assumed thatthe correction isintroduced |} ı 


in the feed-back, being parallel bounded to the automatic control object. The problem |} 
is reduced to the solution of a certain integral equation for the weight function of || 
the system which is solved in a special case (stationary processes with rational spectral |} 
density). R. Theodoreseu. 


Adam, A.: Entropie and Streuung. Metrika 1, 99—110 (1958). 


L’A. illustre en trois exemples son opinion que l’entropie, 7, introduite par la N 
theorie de l’information dans le cas des espaces de probabilite finis, est une notion |) 
statistique fondamentale de m&me importance que la dispersion. Le premier exemple |) 


concerne une certaine propriete d’additivite de l’entropie [Axiome 3’ de Fadeev; 'R 
voir (Chintschin u. a., Arbeiten zur Informationstheorie I, ce Zbl. 83, 143)] qui || 
se laisse formellement etendre au cas de la dispersion sous la condition qu’on puisse ||’ 


la definir (variables al&atoires numeriques). Le second exemple concerne une version 
„entropique‘“ de la definition des coefficients de contingence (Bestimmtheitsmaße) | 
introduits dans l’analyse de regression orthogonale, oü le röle de la dispersion et des | 


dispersions conditionnelles est remplace par celui de l’entropie et des entropies I 


conditionnelles moyennes respectives. Il se trouve, en particulier, que, surtout pour 
le cas de tres faibles corr&lations, la mesure ‚‚entropique‘‘ de contingence (dependance) | 


d’une variable al&atoire u par rapport A une variable al&atoire x, donnee par lerapport I 


de l’information / (u, x) par l’entropie H (u), se comporte mieux que la mesure respec- 


tive de Pearson. Le troisieme exemple concerne certaines particularit6s bien connues |), 


de la loi normale. 4A. Perez. 


Venteel’ (Venttsel’), A. D.: On boundary conditions for multidimensional 
diifusion processes. Theor. probab. Appl. 4, 164-177 (1960); Übersetzung aus | 
Teor. Verojatn. Primen. 4, 172—185 (1959). 5 


In this paper the following problem is considered: given an elliptical operator X | | 


in a closed bounded domain K, the most general boundary conditions are sought, 
which restriet A to an infinitesimal operator of a Markov process in X. This problem '! 
is solved for the case when K is a cirele or a sphere and only for processes invariant | 
‚by rotations. In the general case when a process is given, boundary conditions are 
found, which are satisfied by all smooth functions in the domain of the infinitesimal 
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operator of the process; however, it is not known whether this domain can be 
eonstructed from the boundary conditions. (After the author’s summary.) 
Weiss, Lionel: The convergence of certain functions of sample spaeings. Ann. 
math. Statisties 28, 778—782 (1957). 
In this paper, the author generalizes his previous result (cf. this Zbl. 68, 
ı 121—122). Let g(w,...,%,) be a continuous function which has similar pro- 
| perties to those of the linear function + ::-+u, i.e, glu,...,%) is 
 homogeneous of order r, monotonie nondecreasing in each of u,, positive whenever all 
u,s are positive, is such that for any given K (0 < K< oo), there is anumber R(K) 
| such that g(u,-..,%)<K and w>0,...,%20 implythat „+: +u,< 
<R(R). Let U,,..., U, denote chance variables with joint density e= ++ un) 
Ho m>0,...,.w,>0, and zero elsewhere, and set Ult) = P{g(Ü,,... 
.., U,) Zt}. Suppose X,,..., X, are independently and identically distributed 
chance variables, each with the bounded density f(x), having a finite number of 


% 
discontinuities and oscillations, and F (x) denotes N f(&) dx. Define Y,= Y,=S--- 
-<Y,„ a8 the ordered values of X,,...,X,, and define T,as Y,.—Y, 


(i eu 3 {Ar n— 1). Let R,(t) denote the proportion of the values 
1 2 n—k 
el). 23), el) TE... Panel alla: Tanı) 
which are less than or equal to t/n’, where o(v) is a bounded nonnegative func- 
tion with a finite number of discontinuities, defined fr O<v<1. Then, the 
author gives a function S(t) such that sup |R,(t)— S(t)| converges to zero 
| 120 


stochastically as » increases. This result is applied to the problem of fit concerning 
the distribution F(c x + b) where c, b(c > 0) are unknown constants while the form 
of F(x) is known. K. Matusita. 
| Feldman, J.: Correetion to “Equivalence and perpendieularity of Gaussian 
processes”. Pacific J. Math. 9, 1295—1296 (1959). 
Verf. korrigiert seine frühere Arbeit (dies. Zbl. 84, 130) im wesentlichen dadurch, 
daß er seinen früheren Beweis für den Fall nichtseparabler Räume Z, (u) und Z,(v) 
— wobei u und » die entsprechenden Maße sind — ergänzt, da dieser Fall nicht aus- 
reichend mit erfaßt war. E. Henze. 
Kawata, T.: Some convergence theorems for stationary stochastie processes. 
Ann. math. Statisties 30, 1192—1214 (1959). 
Für einen stetigen, stationären zufälligen Prozeß e(t) mit verschwindendem 
Mittelwert und stetiger Kovarianzfunktion beweist der Verf. Grenzwertsätze spezi- 
eller Art, die analog zu gewissen Sätzen aus der Theorie der Fourierschen Integrale 


sind. Es werden Integrale des Typs f X(t—s) K(s,n)ds betrachtet, wobei 


X(t) = f(t) 4 e(t) ist; dabei seien f(t) und X (t, n) nichtzufällige Zeitfunktionen und 
n ein Parameter. Solche Integrale spielen eine Rolle z. B. in der Theorie der Schät- 
zungen, der Vorhersage und des Filterns zufälliger Prozesse. Für n—0oo wird 
nun das asymptötische Verhalten solcher Integrale untersucht und in zwei Sätzen 
dieser Ausdruck und die Art der Annäherung an diese aufgezeigt. Im nächsten Ab- 
schnitt wird für den Spezialfall X (t) =e(t) et; K(t,a) = K(at) die Wienersche 
Formel verallgemeinert («a — oo), die den asymptotischen Zusammenhang zwischen 


dem obigen Integral und dem Zufallsspektrum des Prozesses wiedergibt. Schließlich 
T 2 

wird das Periodogramm des Prozesses J(T) = EN ) elt).e ı=° a betrachtet 
a7 | 

und für den Erwartungswert der Differenz |J(T)— J(T')|, 7’ > T, sowie für die 
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Kovarianz von J(T) Grenzrelationen für T— oo hergeleitet. Es wird bewiesen, }| 
daß unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen das Periodogramm J(T) im Mittel 
nicht gegen eine Zufallsvariable konvergiert, mit Ausnahme der Stellen &, an denen | 
die Dichte p(£) = 0 ist. An Druckfehlern sind zu korrigieren: A statt win F( Jin] 
der Zeile nach Gl. (1.5), X( ) statt x( ) in der Gl. (1. 7) und vier Zeilen tiefer, sowie 
J(T) statt J(t) in Zeile 4 v. u., S. 1200. E.Henze. |" 


Spitzer, Frank: Some theorems concerning 2-dimensional Brownian motion. 
Trans. Amer. math. Soc. 87, 187—197 (1958). 2. 
Let Z(t) = X(t) in i ii ) be a Brownian motion in the 2-dimensional Euclidian |... 


space and R(t) = |Z(t)|, A(t) = argZ(t). The asymptotie behavior of R(t) and 6(f) Me f 


is treated. It is Be that P{R(t) > g(t) yt for all sufficiently large t} is equal to [1 R 

lor0if 8 [k |log g(k)|]"! converges or diverges resp. (g(t) is a nonincreasing | 
K=1 

function). If R(0)=0 it is proved that 


lim P[ od) < log | =! r P. Reuese. 
g 


AR 2 TE 

Pyke, Ronald: The supremum and infimum of the Poisson process. Ann. math. 1 
Statistics 30, 568—576 (1959). 

Let {X(t);t> 0} be a separable Poisson process with shift such that 

log E(i X®) = — itox + At(e® — 1) IM 

for all real w anda, A> 0. The task of obtaining o(«, T) = P A < | | 


explieitly for general stochastie processes is intrinsically diffieult. However, Baxter Ä I 


and Donsker (this Zbl. 78, 320) following the methods and results of Spitzer | ii 


(this Zbl. 71, 130) have obtained the double Laplace transform of o (x, T') for processes 


with stationary and independent increments. In this paper the author obtains l In 


o(xz, T) for finite T and gives some applications of his results in queueing theory. 
A. Pistoia. 


Lambert, Francois: Les prohlentes d’attente. Cahiers Centre Etud. Rech. oper. 
Nr. 2, 5—28 (1959). 
L’article fait une r&capitulation de quelques problemes d’attente et des methodes | 


de solution de ces problömes. L’A. traite le caractöre des donn£es, la methode de /|| \. 


Monte-Carlo et les möthodes analytiques basees sur la th&orie des servo-möchanismes 
ainsi que sur celle des probabilites. J. Mogyorddi. | 

Karlin, S., R. 6. Miller jr. and N. U. Prabhu: Note on a moving single server 
problem. Ann. math. Statisties 30, 243—246 (1959). 

A single server queueing process is considered in which eustumersare arriving ac- 
cording to a Poisson process of density &, the service times have the distribution ||) 
function B(t) and the initial occupation time of the server is 7. Denote by p(k, T)the | 
probability that exactly k costumers will be served during the first busy period. Let | 


Bi T)= 3, plk T)x*. B.MeMillan and J.Riordan (this Zbl. 85, 347) | | 


conjectured that P(x, T) satisfies the following relation 
P(«, T) = exp T hi —xz[ Pt) Zoll 
ö 


The authors prove this relation and show that H (s, T), the Laplace-Stieltjes trans- | 
form of the distribution function of the length of the first busy period satisfies the | 
relation 


Amen Tan |i- = H(s,t) dB(t) ol) 


0 
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In the particular case when the service times are constants they determine P(x, T) 
and H(s, T) explicitly. L. Takacs. 


e Girault, Maurice: Initiation aux processus aleatoires. Le processus de Poisson, 
files d’attente, pannes de machines. (Probabilite, Statistique, recherche operationnelle 
Sect. ©.) Paris: Dunod 1959. X, 107 p. 

Le present manuel se propose d’aider les &tudiants, ing&enieurs ou chercheurs; 
en un mot tous ceux qui veulent s’initier aux processus aleatoires et röflechir & 
leurs utilisations. Il suppose la connaissance des math&matiques tres classiques et 
des notions fondamentales du calcul des Probabilites. Table des matieres: Chapitre 
premier: Introduction — La notion de processus al&atoire. Chapitre II: Le processus 
de Poisson. Chapiter III: Resultats complementaires. Lois associ6es au processus 
de Poisson. Chapitre IV: Applications directs du processus de Poisson. Chapitre V: 
Evolution d’un processus. Chapitre VI: Processus d’engorgement et files d’attente. 
Chapitre VII: Conelusion. Appendice; Tableaux. 4A. Pistova. 


Pierson, Willard J. and Leo J. Tiek: Stationary random processes in meteorology 
and oceanography. Bull. Inst. internat. Statist. 35, Nr. 2, 271—281 (1957). 

Nach einem knappen Überblick über einige Ergebnisse der Theorie der stationä- 
ren Zufallsprozesse gehen die Verff. auf Anwendungen dieser Theorie in der Meteoro- 
logie und der Ozeanographie ein. Einige dieser Probleme sind: Turbulenz und turbu- 
lente Diffusion in der Meteorologie sowie Wellenbewegungen (im Ozean) und die 
Schiffsbewegung in der Ozeanographie. J. Zierep. 


Breny, H.: Sur quelques problemes d’analyse statistigue poses par la physique 
des mierocorpuseules. II. Un aspect peu ötudie de la th6orie stochastique des compteurs 
ä temps mort. Ann. Soc. sci. Bruxelles, I. Ser. 72, 81—96 (1958). 

[Part I s. Ann. Soc. sci. Bruxelles, II. Ser. 71, 135—160 (1957)]. — A counter 
has a dead time of fixed length t, not depending on the distribution of the moments 
at which particles arrive at the counter. Let the moments of arrivals of particles, 
P,, form a stationary Poisson process of intensity A; at some of these moments also 


 arecording takes place. The moments of recording, a,, form also a stochastic process. 


@,;] — Q@, is a random variable; it is proved that Pla, — a, > a + la] = e= 
(a > 0) where the condition denotes the event that a recording has taken place at 
Ay... By this formula the “retrograde’’ structure of the considered process is charac- 
terized; the practical importance of the results is illustrated by an example taken 
from microcorpuscle physics. P. Medgyessy. 


e Kemeny, John 6. and J. Laurie Snell: Finite Markov chains. (The University 
Series in undergraduate Mathematics.) Princeton, N. J., Toronto, London, New York: 
D. van Nostrand Company, Inc. 1960. VIII, 210 p. $ 5,00. 

Verf. gibt eine elementar gehaltene, vielfach originelle Darstellung der Grund- 
züge der Theorie der Markoff-Ketten mit endlich vielen Zuständen und konstanten 
Übergangswahrscheinlichkeiten sowie einiger wichtiger Anwendungen in der Physik, 
Genetik, Spieltheorie, Soziologie, Psychologie und den Wirtschaftswissenschaften. 
Nach Einführung der zur Klassifikation der Zustände und der Ketten nötigen Be- 
griffe wird die Herstellung der kanonischen Form der Übergangsmatrix gebracht. 
Ausführlich werden sodann behandelt: die absorbierenden Ketten (Zeit des Verwei- 
lens in transienten Zuständen, Visitenproblem für transiente Zustände, Absorptions- 
wahrscheinlichkeiten), die regulären Ketten (schwaches Gesetz der großen Zahlen, 
Erstdurchgangszeiten, zentraler Grenzwertsatz) und die ergodischen Ketten. Es wird 
durchgängig die Matrizenschreibweise verwendet und bei.den hergeleiteten Formeln 
Wert auf bequeme numerische Berechenbarkeit gelegt. Die Klassifikation der Über- 
gangsmatrizen P erfolgt ohne Verwendung charakteristischer Zahlen. Die wichtigen 
Größen werden weitgehend durch die Elemente einer ‚„Fundamentalmatrix‘“ aus- 
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gedrückt. Diese lautet für reguläre Ketten Z= [IT — (P— A)] mit A = lim P®7 


n>o 


und wurde übrigens vom Ref. schon 1936 verwendet. Der Text enthält viele Zahlen- 


beispiele und Übungsaufgaben. Leider fehlen in der Darstellung der Theorie Lite- 
raturzitate völlig. @. Schulz. 


Woll jr.. John W.: Homogeneous eis processes. Pacific J. Math. 9, 


293-324 (1959). 


Sei @ eine lokal kompakte topoloeineh EN H eine kompakte Untergruppe | 
und G/H = X die linke Faktorgruppe von G@ modulo H. Verf. untersucht stationäre | 


Markoff-Prozesse im homogenen Raum (X,@) als Verallgemeinerung derselben auf | 
der reellen Geraden. Er zeigt, daß für jede kompakte separierbare Teilmenge von X > 


die Familie der Masse Pt, x,- )/t für {—0 auf X — {x} gegen ein nicht unbedingt |! 
beschränktes Borel-Maß Q,(-) konvergiert. Zudem werden sog. „verbundene“ | 
Poisson-Prozesse untersucht. Unter anderem beweist Verf., daß jeder homogene } 
Prozeß als Grenzwert von verbundenen Poisson-Prozessen aufgefaßt werden kann. |‘ 


H. Ammeter. 


Dynkin, E. B.: Neue Methoden in der Theorie der Markovschen Prozesse. Trudy U 
tret’ego vsesojuzn. mat. S’”’ezda, Moskva, Ijun-Ijul’1956, 3, 334—342 (1958) [Russisch] 


This is some sort of a review of methods in the theory of Markoff processes in 1 


general and of the contributions of the author to this theory in particular. The fun- 


damentals of the theory of Markoff processes are given in the work of A. N. Kolmo- I 


goroff (this Zbl. 1, 149). Each class of Markoff processes possesses its own charac- | 
teristie properties: itmay bethe factthatin the finalform the process may beexpressible | ' 


by means of a differential equation. One class of such processes is characterized by | 


one -parametric semi-group linear operators. This approach was developed by several | 


mathematicians (E. Hill, Functional Analysis and Semi-Groups, this Zbl. 33, 65; 


Yosida, K., this Zbl. 37, 353; 39, 352) and the power of the semi-group method was | 


clearly demonstrated by W. Feller in his series of papers [this Zbl. 47, 93; 57, 98; J 


64, 113 and Trans. Amer. math. Soc. 77, 1—31 (1954)]. The next technique in Mar- 


koff processes theory is provided by the theory of stochastie integral equation | 
(K. Itö, this Zbl. 54, 58). Diffusion processes based upon stochastic integral equa- 
tions are treated by J. L. Doob (this Zbl. 68, 113). Next the author | 
in a few of his papers [Doklady Akad. Nauk SSSR 105, 206—209, 405—408 I 
(1955) ;thisZbl. 68, 126] has shown that a combination of the semi-group techniqueand /} 
the analysis of the behavior of trajectories enables one to obtain much better results. | 


As the next item the author describes the nature of Markoff processes, the infinitesi- 
mal operator and the differential equation of the Markoff process of the form 
ou; 


— — Au u ENTE JPead io). 


ot 


with u(f, 2) — f(x) for t—0. The fundamental eur of the infinitesimal. ope- | 


rators of a chain of Markoff processes is. discussed verythoroughly; the author passes 


to the continuity of the chain of Markoff processes; this is followed by a thorough | 
discussion of some other characteristic properties of such processes. The presen- 


tation ends with a formulation of two particular problems. M.Z.v. Krzywoblocki. 
Reuter, @. E. H.: Denumerable Markoy processes. II. J. London math. Soc. 
34, 81—91 (1959). 


Im ersten Teil dieser Arbeit (dies. Zbl. 79, 347; die dortigen Bezeichnungen wer- | 


den übernommen) wurde u. a. die Konstruktion von Prozessen, d. h. Übergangsfunk- 


tionen p,,(f) zu gegebenen g,, behandelt, so daß p;,(0) =q,,. Im vorliegenden 


Teil wird unter der Voraussetzung FI q;. —= 0 für alle i eine Konstruktion angegeben, 


die die vorherigen einschließt und im Fall eines eindimensionalen Lösungsraums der 


Gleichung 1 =0QL (für ein und damit für alle }) alle solehen Prozesse außer dem 
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minimalen (Fellerschen) liefert. Ferner wird der Einfluß einer Erweiterung des Zu- 
standsraums E durch ein zusätzliches Element untersucht. K. Krickeberg. 

Vere-Jones, D. and David @. Kendall: A eommutativity problem in the theory of 
Markoy ehains. Teor. Verojatn. Primen. 4, 97—100 (1959). 

Let us consider a Markov chain with a finite set of states, having as transition 
matrix P=(p,,) and denote by // the matrix whose (j, k)-th element is z,, = 
—(C, 1) lim pr, where p;; is the (j, k)-th element of P"; in this case IT commutes 

n—xo 

with every matrix A which commutes with P and I’=o(P), where g isa certain 
polynomial. For a Markov chain with a denumerable infinite set of states P and IT 
may be considered as operators acting on the space 1 of absolutely convergent series; 
in this case a Markov chain has either the strong or the weak commuting property 
whenever either // commutes with all operators A commuting with P or commutes 
with those operators A which commute with P and which are themselves adjoints 
of bounded linear operators on c,, where c, is the space of bounded sequences 
Y = (Yı; Ya; - - -) for which y„„— 0 (x— oo). It is proved that every Markov chain 
‚with a denumerable set of states has the weak commuting property; further, it has 
the strong commuting property if and only if 

(IP 07 or (b) Im Z(Pz+ Pr}... + PP) —_IIz u 

n>xo 

for every zei. R. Theodorescu. 

Geffroy, Jean: Quelques extensions du th&or&me de M. Paul Levy sur la eonver- 
gence presque süre des series al&atoires ä termes independants. C.r. Acad. Sci., Paris 
249, 1180—1182 (1959). 

Verf. beweist vollständig, daß aus der Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit 
einer Reihe in einem Banach-Raum deren fast-sichere Konvergenz folgt; der Spezial- 
fall reeller Werte wurde von P. Levy früher bewiesen. D. Morgenstern. 

Prochoroy (Prohorov), Ju. V. (Yu. V.): Some remarks on the strong law of 

"large numbers. Theor. Probab. Appl. 4, 204-208 (1960); Übersetzung aus Teor. 
Verojatn. Primen. 4, 215—220 (1959). 

Let {£,} be a sequence of independent random variables. A necessary and suffi- 
<ient condition for the validity of the strong law of large numbers (expressed in 
the terms of variances) has been proved by the author (this Zbl. 40, 73) under the 
asumption &,= 0 (n/loglogr). In the present paper the author proves that the 
same condition is necessary and suffieient for the validity of the strong law of large 
numbers if &, = 0 (n/log log n). It is proved that the necessary and suffieient con- 

‚dition for the validity of the strong law of large numbers cannot be expressed in 
terms of variances if &,—=0 (ep (n)) where g(n)/(n/log log rn) — oo. It is given also 
a necessary and sufficient condition for the validity of the strong law of large numbers 
for three-valued random variables. — Let us observe that apaper ofM. Fisz [s. Bull. 
Acad. Polon. Sei., Ser. Sei. math. astron. phys. 7, 221—225 (1959)] is devoted to 
the same problem of expressing the necessary and suffieient conditions for the validity 
of the strong law of large numbers in terms of moments. This paper appeared at 
the same time as the present paper. L. Kubik. 
x Ibragimov, I. A. and K. E. Cernin: On the unimodality of stable laws. Theor. 
‚Probab. Appl. 4, 417-419 (1961); Übersetzung aus Teor. Verojatn. Primen. 4, 
453—456, (1959). 
It is proved that all distribution functions of stable laws are unimodual. (Author's 
summary). 4A. Pistoia. 
R Mauldon, J. 6.: A generalization of the beta-distribution. Ann. math. Statistics 
), 509—520 (1959). 

Verf. definiert eine umfassende Kategorie von Verteilungsgesetzen, die eng 

mit der zufälligen Verteilung eines Segmentes verbunden sind. Sind n zufällige Größen 
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xt, a02,...,a” gegeben, deren gemeinsames Verteilungsgesetz F = F (xl, x?,..., x") | in 
ist, so wird folgende Transformierte von F 
(1) D,(t;0,0,...,0,)= [(t—-L2a,)-?dR(al, a2, ..., 2") | 
mit dem Exponenten p und den Parametern t, a7, :+.., a, betrachtet. Vorausgesetzt, I) 
es existieren r+rn Konstanten - (>09) 5 =1,2,...,r) und 45 =1,2,..2,' 

„r,i=1,2,...,n), für welche sich die Identität | 

pj 

(2) Di. Al za) 


ergibt, dann nennt Verf. die gemeinsame Verteilung F eine beta-n-dimensionale Ver- |)" 


teilung mit den Indices 9}, Pg - - -, ?, der Koordinatenmatrix (c!) und dem Ex- | # 


ponenten p= X p,. Es werden einige Sätze bewiesen, unter welchen folgender |} 


Unitäts-Satz angeführt werden soll: Für jedes System von reellen Konstanten |] , 
p,(>0) und d j=1,2,...,‚r; 1=1,2,...,n) existiert eine und nur einer 


gemeinsame Verteilungsfunktion Valle, a ‚x”), welche die Gleichung (2) “ 
verifiziert. Da die Allgemeinheit der in dieser Weise determinierten Gesetze groß ist, ||| 
muß der Bereich der möglichen Anwendungen ebenso bedeutend sein. u 
O. Oniceseu. 

Laha, R. G.: On the laws of Cauchy and Gauss. Ann. math. Statistics 30, 
1165—1174 (1959). 
Es seien « und y zwei unabhängige zufällige Variablen mit derselben Vertei- | 


lungsfunktion F(x). Der Quotient w= x/y habe eine in bezug auf den Ursprung I 
w = 0 symmetrische Cauchysche Verteilung. Verf. untersucht, was dann über F(x) 


gesagt werden kann, und beweist folgende Eigenschaften von F(x): 1. F(x) ist I 
symmetrisch in bezug auf den Ursprung x = 0; 2. F («) ist absolut stetig mit stetiger 
Dichtefunktion f(x) = F’(x); 3. Die zufällige Variable x ist nicht beschränkt; |! 
4. Die Dichtefunktion f(x) genügt folgender Integralgleichung 


&o 
Fre Nu) 
wo u beliebig und c, eine Konstante ist. Fügt man zu diesen Eigenschaften noch /\f 
folgende zwei Bedingungen hinzu: a) F(x) besitzt endliche Momente aller Ordnungen | 
und b) o(z) = E(e‘?!rl2) verschwindet nicht in ihrem Regularitätsbereich (z kom- | 
plex), dann ist F(x) die normale Verteilungsfunktion. Das ist eine bedingte Um- | 
kehrung der bekannten Tatsache, daß der Quotient x/y zweier normalverteilter Va- | 
riablen x und y (mit verschwindendem Mittelwert und gleichen Streuungen) eine | 
Cauchysche Verteilung besitzt. Die Bedingung b) ist wesentlich, denn an Hand von || 
Beispielen wird gezeigt, daß ohne diese Bedingung der genannte Satz nicht gültig | 
zu sein braucht. B. Penkov. 


Ruegg, M. Alain: Intögration d’un ensemble de fonetions earaeteristiques par |) 
rapport & un parametre. C. R. Acad. Seci., Paris 249, 494—495 (1959). 


L’A. enonce le th&or&me suivant: Soit :1. 9u(f) une fonction caracteristigue N 
(f. ce.) pour chaque valeur reelle de w; 2. p„(t) une fonction mesurable B en » pour | 


chaque t fini; 3. V (w) une fonction de repartition (f.r.); 4. F„(x) la f.r. associee & . 
+ 


Fall). Alors g(t) = J Yo(t) AV(w) est aussi une f.c. correspondant ä la £.r. 


(2) — En F,(x) dV (w). En remplacant l’axe r&el par un ensemble quelconque 2 


de paramötres V’A. donne une extension (theoreme 2). Enfin le theoreme 3: Si a") 


sente une fonction int6ögrable (u) en w alors les expressions a(®, m® et g®(t) existent 
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Enomens absolu d’ordre n de lois F „(x)) existe pour presque tout wEQ et repre- 
1 tout k<n et se calculent par les relations 


k) k) k) k k 
= Sas’an, m®= [mod = SW 
’ (a®, m® sont les er absolus et les moments respectivement d’ordre k de 
i lois F(x) = 2 Ah Ces theoremes sont les generalisations des resultats de 
 H. Löffel 0% Zbl. 65, Fe W. Krysicki. 


| Linnik, Ju. V. (Iu. V) and V. P. Skitoviec: Again on the generalization of H. Cra- 
" mör’s theorem. Vestnik Leningradsk. Univ. 13, Nr. 1 (Ser. Mat. Mech. Astron. 1), 
" 39—44, engl. Zusammenfassung 43 (1958). Corrigenda. Ibid 15, Nr. 13 (Ser. Mat. Mech. 
 Astron. 3), 152 (1960); 16, Nr. 7 (Ser. Mat. Mech. Astron. 2), 168 (1961) [Russisch]. 
ı Es wird folgende Verallgemeinerung des bekannten Satzes von Cramer über 
' die normalverteilte Summe zweier unabhängiger Zufallsgrößen angegeben: Es 
\'bezeichne B die Klasse aller Funktionen V(x) von beschränkter Variation in 
+0 


) (— ©0, + 00) mit der Normierungseigenschaft f dV (x) =1. Sei G(x) die Vertei- 


lungsfunktion der Normalverteilung N (0, 1). "Ist dann G (2) = V, (2)4 V,(2) und 
dabei Vı€ B, Vs€ B, wobei für beliebige y> 0 und ein y>0 Var V, (@)\y — 
= O (exp (— y'*”)) und ebenso Var V;(@)|=%, — O (exp (— y'*”)) ist, dann sind 
‚ auch V, und V, Verteilungsfunktionen von Normalverteilungen. Eine analoge 
| Verallgemeinerung des Satzes von Skitovic (dies. Zbl. 55, 367) wird ebenfalls be- 
, wiesen. In Satz 3 und 4 muß die Symmetrie der „Verteilungen‘“ V,(x) vorausgesetzt 


werden, wie die Verff. in dem im Titel angegebenen ersten Zusatz richtig bemerken. 
| W. Richter. 


| Statistik: 


e Lehmann, E.L.: Testing statistieal hypotheses. (A Wiley Publication in 
Mathematical Statistics.) New York: John Wiley & Sons, Ine.; London: Chapman & 
' Hall, Ltd. 1959. XIII, 369 p. $ 11,00. 

Das vorliegende Buch gibt einen ausgezeichneten Überblick über die mathemati- 
sche Theorie des Prüfens statistischer Hypothesen. Es wendetsich an Leser, die bereits 
gewisse Kenntnisse auf dem Gebiet der Statistik besitzen und denen die Maßtheorie 
vertraut ist. Auf die Behandlung von Zahlenbeispielen wird verzichtet. Dafür wird 
dem Leser gezeigt, welche Stellung die ihm geläufigen parametrischen als auch 
nichtparametrischen Testverfahren und Methoden der Intervallschätzung für Para- 
meter im Gesamtaufbau der Testtheorie einnehmen. Das Buch folgt in Formulierung 
und Betrachtungsweise im wesentlichen der Gedankenrichtung von Neyman und 
Pearson. Darüber hinaus ist Verf. bestrebt, die engen Verbindungen aufzuzeigen, 
die zwischen der Testtheorie und der allgemeinen statistischen Entscheidungstheorie 
im Sinne von A. Wald bestehen. Das Buch gliedert sich in acht Kapitel. Das erste 
Kapitel bringt eine Einführung in die Problemstellung der statistischen Entschei- 
dungstheorie. In ihm werden alle wesentlichen Grundbegriffe und Optimalprin- 
zipien bei der Auswahl von Entscheidungsverfahren erläutert. Im zweiten Kapitel 
werden wahrscheinlichkeitstheoretische Hilfsmittel bereitgelegt. Es bringt in 
kurzen Zügen Grundbegriffe der Maß-, Integrations- und Wahrscheinlichkeitstheorie 
und führt bis zu den bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die zur Charakteri- 
sierung der erschöpfenden Statistiken benötigt werden. Ein Abschnitt ist ferner 
den ein- und mehrparametrigen Familien von exponentiellen Verteilungsgesetzen 
gewidmet. Die eigentliche Testtheorie beginnt im dritten Kapitel. Als erster grund- 
legender Maßstab zur Beurteilung der Güte verschiedener Teste wird hier die Mäch- 
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tigkeit der Teste in den Vordergrund gestellt. Ausgangspunkt bildet der Fundamental- ) 


satz von Neyman-Pearson über die Existenz von gleichmäßig mächtigsten Testen } 


zur Prüfung von einfachen Hypothesen gegen einfache Aternativen. Daran schließt 


sich die Behandlung von Konfidenzbereichen und die Betrachtung weiterer Fälle, }' 
in denen gleichmäßig mächtigste Teste existieren. Anwendung findet die bis dahin |" 


entwickelte Theorie bei der Prüfung von Mittelwert und Streuung für Normalver- | 


teilungen und bei Sequentialtesten. Als weitere Optimaleigenschaft neben der 1 


Mächtigkeit tritt im vierten und fünften Kapitel die Unverzerrtheit der Teste auf. I 
Sätze über die Existenz von unverzerrten gleichmäßig mächtigsten Testen, besonders | 


im Falle der exponentiellen Verteilungsgesetze, erschließen den Zugang zur Behand- |‘ 


lung aller wichtigen Hypothesenprüfungen für ein- und mehrdimensionale Normal- | 
verteilungen sowie der Zeichen- und Permutationsteste. Im sechsten Kapitel wird die | 


Symmetrie- und Invarianzeigenschaft der Teste gegenüber Transformationen des |! 
Stichprobenraumes betrachtet. Rang- und Symmetrieteste sowie Sätze über Konfi- }' 
denzstreifen für Verteilungsfunktionen ordnen sich diesen Betrachtungen ein. Das | 


siebente Kapitel befaßt sich mit allgemeinen linearen Hypothesen bei Normal- | 


verteilungen, dem y?-Test und Likelihoodquotiententesten. Das letzte Kapitel ist ]° 


dem Maximin-Prinzip gewidmet. Es handelt sich dabei um Teste, für die das Mini- | 
mum der Gütefunktion auf dem Parameterbereich der Alternativhypothesen maximal | 


ausfällt. Kernstück ist der Satz von Hunt-Stein über den Zusammenhang von I 


Maximin-Testen und invarianten Testen. Ein Anhang mit speziellen Sätzen der 


Gruppen- und Maßtheorie, die für die Darstellung benötigt werden, beschließen Hl 


das Buch. Eine Fülle von Übungsbeispielen und Literaturhinweisen, die jedem 


Kapitel: beigegeben sind, erhöhen den Wert dieses sehr empfehlenswerten Buches. | 


H. Thiele. 


e Brunk, H.D.: An introduction to mathematical statisties. Boston-New || 


York-Chicago-Atlanta-Dallas-Palo Alto-Toronto-London: Ginn and Company 1960. \' 
X, 403 p. $ 7,00. 

Das Buch ist gedacht als Einführungskurs in die mathematische Statistik. 
Vorausgesetzt werden nur die Kenntnisse des ‚caleulus“. Die Grundbegriffe der 


Wahrscheinlichkeitsrechnung werden so weit wie nötig entwickelt. Teil I enthält die | 
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Zunächst wird das Wahrscheinlich- | 


keitsfeld in voller Allgemeinheit definiert. Alle weiteren Begriffe wie Zufallsvariable, 
Abhängigkeit, bedingte Wahrscheinlichkeit beziehen sich im wesentlichen dann aber 
nur auf den Fall der diskreten bzw. kontinuierlichen Verteilung auf der Menge der 
reellen Zahlen. Im Teil II werden die statistischen Methoden dargestellt. Er beginnt 
mit den einfachsten Verteilungen. Es folgen das Gesetz der großen Zahlen und der 


zentrale Grenzwertsatz in seiner einfachsten Form ohne Beweis. Dann werden fast | 


alle grundsätzlichen Methoden der mathematischen Statistik in ihren Anfängen 
dargestellt, Schätzfunktionen, Konfidenzintervalle und Tests von Hypothesen, Ent- 
scheidungstheorie, Regression und Korrelation, die aus der Normalverteilung her- 
geleiteten Verteilungen von t, F und xy? mit ihren einfachsten Anwendungen, Ver- 
suchsplanung, Varianzanalyse, Sequentialtests und schließlich parameterfreie Tests. 
Der praktische Nutzen des Buches liegt darin, daß man für zahlreiche Anwendungen 
Hinweise findet. Zu jedem Kapitel sind sehr reichlich Beispiele angegeben. Der 
Mathematiker wird unbefriedigt sein, weil sehr viele Beweise weggelassen sind. 
Eine Mitteilung etwa des zentralen Grenzwertsatzes ohne Beweis oder des Gesetzes | 
der großen Zahlen ohne Definition der in der Wahrscheinlichkeitsrechnung üblichen | 
Grenzwertübergänge bleibt unvollkommen. F. Wever. 
. @ Hogben, Lancelot: Statistical theory. The relationship of probability, eredi- 
bility and error. London: George Allen and Unwin, Ltd. 1957. 510 p. 45 s. net. 
Verf. schreibt als Biologe über die Grundfragen der Statistik. Das Buch wendet 
sich an diejenigen, die statistische Methoden anwenden, aber leicht versäumen, über 
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| 
die dem Verfahren zugrunde liegenden Voraussetzungen nachzudenken. Das Wort 
„Statistik“ wird von vielen im täglichen Leben benutzt, aber es wird nicht immer das 
gleiche darunter verstanden. Selbst die theoretischen Statistiker sind sich nicht in 
allen Punkten einig. Aus diesen Unklarheiten heraus ist das vorliegende Buch ent- 
standen und hebt sich damit weitgehend ab von den üblichen Lehrbüchern über 
Statistik. Wenn Verf. von der ‚Theorie der Statistik‘ spricht, so versteht er da= 
runter die folgenden vier Gebiete: 1. Die Fehlerberechnung, wie sie grundlegend von 
Gauß behandelt wurde, 2. die Betrachtung von Gesamtheiten, z. B. das Gebiet 
der statistischen Mechanik, 3. die Erforschung von gewissen Regelmäßigkeiten, 
4. Probleme der Beurteilung. Nach dem einleitenden Kapitel folgen vier Teile, die jeweils 
aus mehreren Kapiteln bestehen. Im ersten Teil wird die geschichtliche Entwicklung 
der Statistik behandelt. Verf. geht von den Glücksspielen aus und stellt die Bezie- 
hungen des Begriffes „Wahrscheinlichkeit‘‘ zu den Problemen des täglichen Lebens 
in den Vordergrund. Dieser enge Zusammenhang wird besonders dadurch betont, 
daß die Fachausdrücke alle aus dem üblichen Wortschatz stammen, wie z. B. Ver- 
trauen (confidence), Verzerrung (bias), Gesamtheit (population). Als die ‚‚Väter‘‘ der 
Statistik werden hier Chevalier de M£re, Pascal, Fermat, de Moivre, D. 
und J. Bernoulli, d’Alembert und Euler angesehen. Von Anfang an werden 
Parallelen zur gegenwärtigen Betrachtung der Statistik gezogen und hier z.B. 
Neyman und Pearson zitiert. In der geschichtlichen Entwicklung spielen Gauß und 
Laplace eine hervorragende Rolle. Im Zusammenhang mit v. Mises führt Verf. den 
Begriff „Kollektiv“ (in der deutschen Schreibweise) ein. Die ersten Anwendungen 
der Statistik waren Sterbetafeln, die schon 1693 von Halley veröffentlicht wurden. 
Ein Kapitel ist dem Theorem von Thomas Bayes gewidmet. Der zweite Teil beginnt 
mit der Behandlung der Normalverteilung. Damit fängt eine neue Periode an, näm- 
lich die Untersuchung der Fehler und Naturgesetze. In diesem Zusammenhang wer- 
den die Namen Laplace, Liapunoff und R. A. Fisher erwähnt. Gleichzeitig mit 
der Methode der kleinsten Quadrate werden die Begriffe „Punktschätzung“ und 
'„Maximum-Likelihood‘“ eingeführt. Ein besonderer Abschnitt befaßt sich mit der 
Punktschätzung als stochastischem Verfahren. Regressionskoeffizienten und sto- 
chastische Modelle treten hier zum ersten Male auf. Ein Abschnitt ist der Faktoren- 
analyse gewidmet, mit der sich heute jeder Psychologe beschäftigen muß. Der 3. Teil 
knüpft an die physikalischen Erkenntnisse des vorigen Jahrhunderts an. Wärme 
wird jetzt als eine Form von Energie betrachtet. Browns Bewegung der Moleküle 
und Maxwells Untersuchungen in der kinetischen Gastheorie führen zu statistischen 
Begriffen. Statistische Hypothesen treten auch in der Vererbungslehre auf, z. B. 
bei den Mendelschen Gesetzen, auf die Verf. ausführlich eingeht. Der letzte Teil ist 
den Urteilen gewidmet. Wir müssen in der Statistik darauf verzichten, stets richtige 
Schlüsse ziehen zu wollen.Über die wahrscheinliche Anzahl der Fehlentscheidungen 
können wir jedoch Aussagen machen. Der Ausdruck „Entscheidungstest‘“ ist von 
Wald definiert worden. R. A. Fisher spricht von Signifikanztests. Verf. streift die 
üblichen Themen, wie Intervallschätzungen, einseitige und zweiseitige Tests, Varianz- 
und Kovarianzanalyse und Stichprobenprobleme. Aber auch komplizierte Frage- 
stellungen vermeidet er nicht, wie z. B. den Unterschied zwischen Neymanscher 
Konfidenztheorie und Fisherscher fiduzialen Wahrscheinlichkeit. In einem Nachwort 
nimmt Verf. noch einmal Stellung zu den von ihm aufgeworfenen aktuellen Themen. 
Im Anhang werden spezielle Probleme dargelegt, und zwar der zentrale Grenzwert- 
satz, ein stochastisches Modell, Bemerkungen zur Determinantenrechnung, Signifi- 
kanzbetrachtungen nach R. A. Fisher. Wie schon einleitend hervorgehoben wurde, 
unterscheidet sich das Buch grundlegend vonWerken mit ähnlichem Titel. Schon rein 
äußerlich ist das zu bemerken. Das Buch enthält — im Gegensatz zu entsprechenden 
anderen Büchern — kaum Diagramme. Von den vier Abbildungen befindet sich die 
erste auf S. 358! Auch verzichtet Verf. auf ein Literaturverzeichnis und Tabellen 
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am Ende des Buches. Das Buch fordert zum Nachdenken auf und stellt gewisse An- || 
sprüche an den Leser. Es wird erwartet, daß er partiell differenzieren kann und über 
die Grundzüge der Matrizenrechnung Bescheid weiß. Die Beispiele sind oft der | 
Theorie der Spiele (Urnenbeispiel) oder der Physik (Hookesches Gesetz, Wheatstone- 


sche Brücke, Boylesches Gesetz) entnommen. Für den, der sich intensiver mit den | 
Grundlagen der Statistik beschäftigen möchte, enthält das Buch eine Fülle von Anre- || 


gungen. s G. Reißig. | 
e Whitney, D. Ransom: Elements of mathematical statisties. New York: | 
Henry Holt and Company 1959. IX, 148 p. IR 
“The aim of this introduction to the concepts and methods of statistical inference is to || 
acquaint the reader with the mathematical theory of probability as well as with the ideas of 


statistics. Presupposing no mathematical background beyond one year of calculus, Professor | 


Whitney’s text lies midway between those books that give only statistical techniques and those | ' 
which attempt complete mathematical rigor”. H 
e Hogg, Robert V. and Allen T. Craig: Introduetion to mathematieal statisties. U 
New York: The Macmillan Company 1959. IX, 245 p. $ 6,75. 1 
It is intended that this book be used in a two-semester course for advanced | 
undergraduate students in mathematics and for certain first year graduate students. | 
Aus dem Vorwort. | 

Jackson, J. Edward: Bibliography on sequential analysis. J. Amer. statist. | 
Assoc. 55, 561—580 (1960). N 
Weber, Erna: Das Ergebnis-Folge-Verfahren (Sequenzanalyse). Grundlagen 
und Anwendungen, 1. Fortsetzung. Wiss. Z. Humboldt-Univ. Berlin, math.-naturw.R | 
8 (1958/59), 519—534 (1959). 
Die vorliegende Arbeit ist eine Fortsetzung einer Publikation der Verf. (dies. Zbl. | 
' 87,144),in welcher die Grundlagen der Sequenzanalyse dargestellt wurden. Hierwirddie | 


Testtheorie der Differenz der Mittelwerte zweier Binomialvariabler nach A. Waldund | 


P.Armitageentwickeltundan Beispielen erläutert. Ein äquivalentesklassischesStich- | 
probenverfahren wird mit dem Sequenzverfahren verglichen, wodurch die Ersparnis | 
an Stichprobenaufwand offenkundig wird. Schließlich wird die Anwendung der ent- 
wickelten Theorie in der medizinischen Statistik besprochen. Hierbei wird festge- 
stellt, daß Voraussetzungen, die in der industriellen Statistik ohne weiteres als gege- | 
ben angenommen werden können, wie Gleichartigkeit und Unabhängigkeit der Ele- | 
mente, in der medizinischen Statistik nicht erfüllt sind. Dementsprechend wird ein 
Verfahren, welches mit geschichteten Stichproben arbeitet, als wirtschaftlicher als |) 
ein Verfahren mit unbeschränkter Elementauswahl nachgewiesen. 0. Leiberich. | 

Sadowski, W.: Statistical deeision funetions and the theory of games. Prace mat. \ 
2, 255—268, russ. und engl. Zusammenfassung 268 (1958) [Polnisch ]. 


The author acquaints the reader with the foundations of the theory of statistical |) 


decision functions (created by A. Wald) and with the significance of the theory of | 


games for statistical decision functions. The influence of the theory of statistical | 


decision functions on the development of the theory of games is discussed. Some 
historical remarks are given. L. Kubik. 3 

e Chernoff, Herman and Lincoln E. Moses: Elementary deeision theory. (A | 
Wiley Publication of Related Interest to Statisticians.) New York: John Wiley & 
Sons, Inc., London: Chapman & Hall, Ltd. 1959. XV, 364 p. $ 7,50. 

Dieser elementaren Einführung in die statistische Entscheidungstheorie liegt 
die langjährige Erfahrung der Verfasser aus ihrer Lehrtätigkeit in Stanford vor | 
Studenten — zumeist der Sozialwissenschaften — zugrunde. Zum Verständnis 
genügt die Mathematik der höheren Schule. Ziel ist nicht, eine Technik im Gebrauch 
statistischer Prüf- und Schätzverfahren zu vermitteln. Das geschieht nur am Rande 
und beschränkt sich im wesentlichen auf den Themenkreis um Prüfung und Schätzung 
des Mittelwertes bei Normal- und Binomialverteilungen. Vielmehr sollen dem Leser 
die hinter den statistischen Verfahren stehenden Überlegungen nahe gebracht wer- 
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‘ den. Als Leitfaden hierzu dient die Konzeption von A. Wald, die Statistik als Lehre 
‚ vom Treffen von Entscheidungen in Gegenwart von Ungewißheit, die im Wirken des 
‚ Zufalls und in Unkenntnis des wahren Zustandes der Natur der Dinge begründet 
' sein kann, anzusehen. Das Buch gliedert sich in zehn Kapitel. In den ersten sechs 
| Kapiteln mit den Überschriften „Einführung, Datenverarbeitung, Einführung in die 
Lehre von Wahrscheinlichkeit und Zufallsgrößen, Nützlichkeit (utility) und beschrei- 
- bende Statistiken, Ungewißheit auf Grund der Unkenntnis des Zustandes der Natur, 
Berechnung von Bayes-Strategien“ werden Grundtatsachen der elementaren Wahr- 
 scheinlichkeitsrechung und Statistik gebracht und die Prinzipien der Entscheidungs- 
_ theorie zur Charakterisierung und Ermittlung optimaler Strategien entwickelt. Der 
' Leser lernt hier u. a. die zulässigen (admissible) Strategien, die Minimax-Strategien 
und die Bayes-Strategien kennen. Ferner findet er den Zusammenhang Zwischen 
zulässigen und Bayes-Strategien und die Möglichkeit der Ermittlung von Bayes- 
Strategien über a posteriori Wahrscheinlichkeiten. Im siebenten Kapitel wird gezeigt, 
wie sich Hypothesenprüfung und Punkt- und Intervallschätzungen für Parameter 
in die Entscheidungstheorie einordnen lassen. Das achte Kapitel weist auf die Wich- 
‚tigkeit der Modellbildung bei statistischen Untersuchungen hin. Im neunten und 
zehnten Kapitel wird auf die Hypothesenprüfungen und Parameterschätzungen und 
die hierbei zu berücksichtigenden Gesichtspunkte etwas näher eingegangen. Ein An- 
hang bringt Tabellen von Quadraten und Quadratwurzeln, von Zufallszahlen, von 
normalverteilten Zufallszahlen und Tabellen der Normalverteilung, der y?-Verteilung, 
der Exponentialverteilung und der t-Verteilung. Ferner werden in ihm einige Sätze und 
Rechengänge in Ergänzung zum Text mathematisch etwas ausführlicher dargestellt. 
Der Text ist locker und leicht verständlich geschrieben. Neue Gesichtspunkte und 
Begriffe, werden an Hand oft recht origineller Beispiele eingeführt, so daß die Lektüre 
auch dem mit dem Stoff vertrauten Leser einiges Vergnügen bereiten wird. 
H. Thiele. 
Wesler, Oscar: Invariance theory and a modified minimax principle. Ann. math. 
Statistics 30, 1—20 (1959). 
Verf. behandelt folgende für die Vereinfachung allgemeiner statistischer Frage- 
stellungen wichtige und äußerst allgemeine Methode, indem er zunächst das ‘“Slie- 
ing-Principle” einführt: Bei einer Zerlegung des Raumes 2 — UN, der Hypo- 


thesen & (,Naturzustände‘‘) wird statt aller Werte der Risikofunktion R(w, @) 
(9 die Entscheidungsregeln) nur R*(o, u) = sup R(w,9) betrachtet. Wenn diese 
En 


Zerlegung durch die Transformationen einer Gruppe ® erzeugt wird, derart, daß 
die (2, jeweils invariant gegenüber & bleiben, so wird unter gewissen Regularitäts- 
voraussetzungen folgender allgemeiner Satz bewiesen: Falls das statistische Problem 
mitsamt dem Entscheidungsraum und seiner Verlustfunktion invariant gegenüber & 
ist, für die die Existenz asymptotisch rechts-invarianter Wahrscheinlichkeitsbele- 
gungen gefordert wird, so ist die Menge der gegenüber & invarianten Verfahren eine 
vollständige Klasse von Entscheidungsverfahren im Sinne der Waldschen spieltheo- 
retischen Auffassung der Statistik. Der Satz gilt auch, wenn die zugelassene (gegen- 
über &invariante) Menge von Entscheidungsverfahren eine konvexe abgeschlossene 
Menge (statt aller o) ist, und ist dann eine Verallgemeinerung des Hunt-Steinschen 
Satzes (vgl. E. Lehmann, Testing Statistical Hypotheses, New York, London 
1959 (dies. Zbl. 89, 141), $ 8.4), bei dem die Entscheidungen eine einfache Alternative 
betreffen. Der Beweis ist durch die vielen topologischen und maßtheoretischen (hier 
nicht präzisierten) Erfordernisse schwieriger; er benutzt im wesentlichen den 
F. Rießschen Satz über die schwach *-kompakter der Menge der Entscheidungs- 
funktionen. D. Morgenstern. 
Wesler, Oscar: A elassifieation problem involving multinomials. Ann. math. 
Statistics 30, 128—133 (1959). 


Zentralblatt für Mathematik. 89, 10 
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N unabhängige Beobachtungen an einem k-seitigen „Würfel“, über dessen |, 
Wahrscheinlichkeitsbelegung bekannt ist, daß sie entweder (1. Hypothese) ||, 
% Z Pa 2:2 pP, oder eine beliebige Permutation davon ist, oder (2. Hypothese) | 


HZ%>:::> q, oder eine beliebige Permutation davon (p,, q, bekannt), stehen h 


zur Verfügung. Bei gegebener maximaler Fehlerwahrscheinlichkeit für Fehler 1. Art | 


soll in Verallgemeinerung der Neyman-Pearsonschen Alternativteste der maximale |) 


Fehler 2. Art minimiert werden. Da in diesem Fall ‘die optimalen Entscheidungs- |], 
regeln ohnehin invariant gegenüber den Permutationen der Würfelflächen sind, ist |) 


diese Fragestellung damit ein Musterbeispiel zur allgemeinen Theorie der modifizier- |}. 


ten Min. Max-Teste (siehe vorstehendes Referat). Als Klasse optimaler Entschei- | 
dungsverfahren ergibt sich der Quotiententest für die jeweils über alle Permutatio- 


nen gemittelten beiden Likelihood-Funktionen. Als Näherungsregeln für große N \: 


k | j 
wird rn F log =Zkonst (wenn N, >N,>::.:> N, die beobachteten An- | 


i=1 i 
zahlen sind). Es wird noch gezeigt, daß für k = 2, d.h. den Fall des Münzenwurfes, l 
die Näherungsregel die exakten optimalen Verfahren ergibt. D. Morgenstern. | 


Bulmer, M. 6.: Confirming statistieal hypotheses. J. roy. statist. Soc., Ser. B I 
19, 125—132 (1957). A 
Considerations of power-functions of statistical tests indicate following facts: | 
accepting a hypothesis that is not rejected by a test involves a considerable danger | 


of accepting a false hypothesis if the power of the test is not large; on the other hand I 


employing a very powerful test we run the risk that hypotheses that do not differ | 
much from the null-hypothesis will be rejected, although their difference from the ') 
null hypothesis is of no practical relevance. To take considerations like those into |} 
account, the author suggests and discusses the following procedure: a distance is N 
defined in the space of all admissible hypotheses, o(H,, H,), that expresses the diffe- | 
rence between the hypotheses H,, H,. A neighbourhood U of the null hypothesis 
H, is defined as U = {H,: o(H,, H,) < &,} where &, is a fixed number. A test is 
then applied to any admissible hypothesis as a result of which the space of 
admissible hypotheses is dichotomized into two classes, the class A of acceptable | 


hypotheses (i.e. those which have passed the test) and the class A of unaccep- | 
table hypotheses (i.e. those rejected by the test). If now A and U have no | 
common element, H, is regarded as disconfirmed (and definitely rejected); if | 
any acceptable hypothesis is in U, i.e. A is a subset of U, H, is said to be confirmed | 
(and definitely accepted); if A and U have some elements in common, but the diffe- | 
rence A — U isnot empty, the experiment is regarded as uninformative and ultimate | 
statement is refused. Further the author discusses the use of the likelihood ratioasthe |) 
eriterion of acceptability and applies the above procedure to several examples of | 
one dimensional hypotheses and to the general linear hypothesis. J. Machek. 

Wijsman, Robert A.: Incomplete sufficient statisties and similar tests. Ann. 
math. Statistics 29, 1028—1045 (1958). 

Bei Vorliegen einer für OE ® beschränkt vollständigen suffizienten Statistik 7 | 
lassen sich nach Lehmann-Scheff& (dies. Zbl. 41, 463) alle bezüglich w ähnlichen 
Teste ® (Eo® = a,0€ w) als Teste mit Neyman-Struktur (Bo (B|T) = x, @€ o) 
leicht angeben. Ist 7’ nicht beschränkt vollständig, so hat man zur Gewinnung aller | 
(nur von T abhängenden) ähnlichen Teste alle beschränkten reellwertigen Funk- 
tionen g9(T) zu bestimmen mit Eeg(T)=0, O€w. In der vorliegenden Arbeit | 
wird für den Spezialfall von regulären Exponentialverteilungen (Dichte bezüglich dem 


m-dimensionalen Lebesgue-Maß (0(®) : exp E B3 s;(9) t;| hit) mit h(t)> 0 auf 
i=1 


einem m-dimensionalen Intervall J), bei denen für O € w eine Abhängigkeit P(s, (0), 
..,87(9)) = 0 mit P—= Polynom besteht, die folgende Methode zur Erzeugung 


geeignet normierte, hinreichend oft differenzierbare und außerhalb J verschwin- 
dende Funktion; nach der Differentiationsregel für Laplace-Transformationen &: 
2(D6G)(s) = P(s) 2(G(s)) ist dann g(t) = D@(t)/h(t). Solche Polynome P existieren, 

wenn »CR*k, k<m, und die s,(©) geeignete algebraische Funktionen von 
9;: ...,0, sind. Diese „D-Methode‘‘ liefert alle ähnlichen Teste für das Prüfen des 
auf die Standardabweichung o bezogenen Mittelwertes u einer Normalverteilung: 

ulo = r,, wie durch Benutzen von Eigenschaften der linearen Wärmeleitungsglei- 
chung gezeigt wird. Weitere Anwendungen, u. a. auf das Behrens-Fisher-Problem. 

H. Witting. 
Wijsman, Robert A.: On the theory of BAN estimates. Ann. math. Statistics 
30, 185—191; Correetion. Ibid. 1268—1270 (1959). 

Sei Z, eine Folge k-dimensionaler Zufallsgrößen, deren Verteilungen ®(Z,) 

von einem m-dimensionalen Parameter ©, m< k, abhängen. Sei ©, der wahre 

Wert und ® IVn(z,-£(0,))} —N{0,2°(9,)}. Eine Schätzung ©(Z,) heißt regulär (1), 

wenn Ö(Z,) w% für jedesO, und Ö() stetig differenzierbar ist. Hieraus as 

| £ A(z) = 20 iR — Ri A= Ri — 22/80: (a) n (6 (Z,)—0,) 
wm A oVr(z, —£(9,)) und (b) A(&(9)) V(O —= mX m- N, Aus 

13 kelgert man, daß unter a a Or mn AN 0 An minimal ist; hierdurch 

ist die beste asymptotisch normale BAN (1)-Schätzung definiert. Definiert man © 
| als regulär (2), wenn Ö(z 2) stetig ist und wenn für alle © eine stetige m X k-Matrix 
‚A(9) existiert, so daß für alle ©, mit A,„= 4A(0,) die Beziehung (a) gilt, 
so wird statt (b) behauptet: A(O)V(0)—=I,„; dieses ist jedoch (vgl. 

die im Titel angezeigte Berichtigung) nur unter Zusatzvoraussetzungen 

über ®(Z,) oder über die Schätzgröße 0) richtig. Es ist deshalb zweck- 
mäßig, © regulär (3) zu nennen, wenn Ö(£(9)) —= © und © differenzierbar ist 

für alle ©=£(©). Dann folgt A(®©) V(©) = I, einfach durch Differentiation und 
die Theorie der BAN-Schätzungen kann, wie in der Hauptarbeit gezeigt wird, im 

wesentlichen auf den Fall von BAN-(3 )-Schätzungen übertragen werden. Insbe: 

sondere können auch BAN (3)-Schätzungen — wie im Falle (1) nach Ferguson 
(dies. Zbl. 89, 154) als Wurzeln von Linearformen erzeugt werden. Dazu wird hier 

‚nur benötigt, daß £(©) stetig differenzierbar unf 2/(©) stetig ist gegenüber jeweils 
zweimaliger stetiger Differenzierbarkeit beim Gewinnen einer regulären BAN (1)- 

Schätzung Ö ‘durch Minimisieren einer quadratischen Form. H. Witting. 


Wormleighton, R.: Some tests of permutation symmetry. Ann. math. Statisties 
30, 1005—1017 (1959). 
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solcher Funktionen g(t) angegeben: Sei D= P(öjöt,,..., 0/dt,) und @(f) eine 


Es liegen n Realisationen einer k-dimensionalen zufälligen Variablen (X,,...,X,) 
vor. Durch die Hypothese seien die Werte 
(1) Der R, > KA, >>] 
eindeutig festgelegt. Dabei ist 2<m=<k beliebig. (ü,...,i,„) durchläuft 
alle m-tupel aus (1,...,%). Ein Spezialfall ist die Hypothese der Era der 
teilung unter »beliebigen Permutationen. In diesem Falle gilt p,, „= 1/m!. 


Die k „m! zufälligen Variablen 

1, wenn X, > I, >: > I 

0 sonst 

werden standardisiert und daraus mit der Kovarianzmatrix eine quadratische Form 
gebildet. Diese ist bei Zutreffen der Hypothese für n — oo y?-verteilt mit (5) (m!—1) 
Freiheitsgraden. Es wird gezeigt, daß ein darauf aufbauender Test konsistent ist, 
. 10* 


M 


ra Fa 


1, Im 
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wenn unter der Alternative für mindestens ein m-tupel (i,,.. . ., ?„) die Relation (1) | 
nicht gilt. Ein Vergleich der Trennschärfe dieser Tests für verschiedene | \ 


von Alternativen ansprechen, ie größer m ‚ist, allerdings mit einer entsprechend verä 
ringerten Trennschärfe. Als Konkurrenz für den Text von Friedman kommt wohl! 
nur der Test für m—=2 in Frage, der auch aufgefaßt werden kann als eine Zusammen-| 
fassung von paarweisen mit Hilfe des Zeichentests durchgeführten Vergleichen. 
J. Pfanzagl. 
Kaplan, E. L. and Paul Meier: Nonparametrie estimation from ineomplete | 
vations. J. Amer. statist. Assoc. 53, 457—481 (1958). 
Let P(t) be the probability that an item from a given population will have a) 
lifetime exceeding i. For a sample of size N let the observed times either to death) 
or to other loss be, <,y<t,<:::<t,. The maximum likelihood estimate of| 
& N (N —r) 
P(t) is then Sn eu u | 
{,<t andt, is a time to death. The mean and variance of Pt) are computed. N 
Comparisons of this estimate are made with reduced sample estimates and actuarial) 
estimates. D. R. Whitney. 


Aggarwal, Om. P. and Irwin Guttman: Truncation and tests of hypotheses. | 
Ann. math. Statistics 30, 230—238 (1959); Correetions. Ibid. 31, 1213 (1960). | 
Es wird untersucht, welche Einbuße die Aussagenschärfe erleidet, wenn der) 
verwendete Test auf der Voraussetzung beruht, daß die Stichprobenvariable einer) 
vollständigen Normalverteilung entstamme, während in Wirklichkeit die Vertei-| 
lung abgestutzt ist. Unter Benutzung des gleichmäßig schärfsten Standard-Tests | 
für die einseitige Testung des Mittelwertes einer Normalverteilung wird die Aus- 
sagenschärfe bei vollständiger und bei abgestutzter Normalverteilung verglichen, | 
und zwar bei kleinem Stichprobenumfang und symmetrischer Abstutzung der Ver- |) 
teilung. Dabei zeigt sich, daß die Signifikanz der Urteilsbildung stärker beeinflußt, 
wird als die Testschärfe. Wenn beispielsweise die Verteilung beidseitig des Mittels.l 
im Abstand der eineinhalbfachen Standardabweichung abgestutzt ist, und ein ge- 
bräuchlicher Test auf Basis 5proz. Signifikanz zur Anwendung gelangt, so handelt‘ 
es sich in Wirklichkeit eher um eine Testung mit etwa 1proz. Signifikanz. Verf. gibt | 
numerische Aufstellungen, welche unter verschiedenen Annahmen bez. Stichproben- | 
zahl, Testwert und Abstutzungsdistanz auf Basis einer 5proz. Signifikanz die Test- 
schärfe selbst, sowie die absolute und die prozentuale Einbuße an Testschärfe gegen- | 
über jener bei vollständiger Verteilung angeben. Es wird daraus ersichtlich, daß | 
bei abgestutzter Verteilung die Einbuße an Testschärfe mit wachsender Distanz 
zwischen Testwert und effektivem Mittelwert einerseits und mit wachsender Ent- | 
fernung der Abstutzung vom Mittelwert andererseits rasch abnimmt. 
H.Jecklin. 
Birnbaum, Z. W. and Ronald Pyke: On some -distributions related to the 
statistie D}. Ann. math. Statistics 29, 179—187 (1958). | 
Let U, <U,<:..:<U, (nfixed) bean ordered sample of a random variable 
with uniform distribution in (0,1), put D{ = sup ee 0,) and let i* be the | 
1siı<n | 
random variable of the value i for which the maximum D;; is reached. The author | 
computes the distribution functions of the stochastie variables i* U, and (vi*, U.) | 
and shows that the asymptotic distribution of ö*/n(n — oo) is the uniform distribu- | 
tion. The main used tools are some elementary algebraic identities which are also | 
given. H. Bergström. | 
Dwass, Meyer: On several statisties related to empirical distribution funetions. 
Ann. math. Statistics 29, 188—191 (1958). | 


where r ranges over those integers for which] 
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Let X,,X,,..., X, be n independent variables each with the same continuous 
e.d.f. F(x) and let F,(x) be the empirical c. d. f. of the X,’s. Consider the stochastic 
variables 

U, =u{Fl):F,()—-Fi)>0,D,= sup FMW-—-Fi), 

-o<t<o 
nem 20:7, -FÜ)—D,} 
-—o<t<o 

Gnedenko and Mihalevic have shown that D, is uniformly distributed for every 
n and Birnbaum and Pyke (see the previous review) have proved that also D, 
is uniformly distributed. Using a lemma of Sparre Andersen the author gives 
a new proof of these facts. H. Bergström. 


David, Herbert T.: A three-sample Kolmogorov-Smirnov test. Ann. math. 
Statisties 29, 842—851 (1958). 

For three sample distribution functions F',,(f) an extension of the Kolmogorov- 
Smirnov statistie is D,, given by 


Max [sup Fan) —Fın®)|; ne Fand) — Fan) |; Sur Fin) — F,,„() - 


The distribution of D, „together with its limiting form is derived. D. R. Whitney. 

Sukhatme, Balkrishna V.: A two sample distribution free test for comparing 
variances. Biometrika 45, 544—548 (1958). 

Two distributions F and @ differ in scale parameter only. The hypothesis # =@ 
is tested by a statistic that involves sample triples as well as binary comparisons. 
The mean and variance under hypothesis and alternative are computed, the consi- 
stency of the test established and its asymptotic efficiency investigated. | 

R. D. Whitney. 

Jilek, M. and 0. Likar: Table ofrandom sample sizes, needed for obtaining non- 
parametrie tolerance regions. Zastosowania Mat. 5, 155—160 (1960). 

Bose, R. €. and.S. S. Shrikhande: A note on a result in the theory of code con- 
struetion. Inform. and Control 2, 183—194 (1959). 

Die Arbeit zeigt, daß die Probleme der Maximal-Binär-Code Konstruktion in 
der Signalstatistik einerseits und der unvollständigen ‚„Block-Designs“ (Klassifi- 
kationen) in der statistischen Testplanung die gleiche Struktur aufweisen. Die auf- 
tretenden Probleme lassen sich in Matrixform formulieren und mit Hadamard-Matri- 
zen vergleichen. Es wird gezeigt, daß, wenn eine Hadamard-Matrix einer gewissen 
Ordnung existiert, auch ein gewisser Maximal-Code bzw. ein symmetrischer unvoll- 
ständiger ‚„Block-Design“ mit entsprechenden Parametern existiert. Eine Liste 
von Hadamard-Matrizen, für die Existenz nachgewiesen ist, wird gegeben. Darüber- 
hinaus werden einige Angaben gemacht über die effektive Umwandlung der erwähnten 
Matrizen, ineinander. H. Schnelle. 

Wilkinson, John W.: An analysis of paired comparison designs with ineomplete 
repetitions. Biometrika 44, 97—113 (1957). 

Suppose‘ we have t objects a, ie =1,...,t) which we want to be compared 
according to a certain characteristic, and we have v judges available to perform the 
comparisons. Let each judge compare r pairs of objects [|<r=<s %t(t—1)] and, 
for each pair compared, let him express his preference for one or the other object of 
the pair. A paired comparison design with incomplete repetitions in the sense of 
the paper under review is characterized by the inequality r <3t(t— 1), by the 
condition that the pairs compared by any one judge are all different, and by certain 
symmetry conditions: among ther pairs compared by each judge, each object appears 
x times; each pair is compared by k judges (1 < k < v); any two judges have exactly 
) pairs in common. M.G. Kendall [Biometries 11, 43—62 (1955)] and R. C. Bose 
[Biometrika 43, 113—121 (1956)] constructed paired comparison designs satisfying 
these conditions, but they gave no procedure to analyse the data yielded by their 
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designs. This is done by the present paper, starting from the Bradley-Terry modell 
(cf. Bradley and ne this Zbl. 47, 129). This model assumes the existence or 
numbers z,, 20 (=1,...,t) corresponding to the v-th judge, which satisfy = N 


(w=1,...,v), such that ,,/(r;, + 7%.) iS the probability that the u-th en pre- j 
fers a, over a, and ,,/(7;, + 7%,,) is the probability that the u-th judge prefers a,| 
Over q.. Define the variate Yu = Lin case the u-th\judge prefers a, over q,, r,,, — 3] 
in case he prefers a, over q,; apparently Yazu + Pu = 3, and the probability that the) 
u-th judge, comparing a, and a,, assigns the ranks ru and r,,,, equals 
Tun ati 1 eler iu Ah he 
Then, making the additional assumption that the variates r,,, which correspond| 
to different pairs (t, j) are stochastically independent even if two pairs have one ob-) 
jeet in common (like (i, j) and (i, R)),itis easy to write down the likelihood func-I| 
tion corresponding to any set of data obtained by any paired comparison design.) 
Thence, likelihood ratio tests are constructed for the following situations (7, de- 
noting the null hypothesis, 7 with some other ent the alternative hypothesis) :! 
(DA, = 1; H:n,=m; Ü=l...t; u=1,...,v); here the assumption! 
is - oe "that the judges are consistent as a gToup; "the r,s are not all equal. 
(IT) (a special:case of'I) Zu = 1 W = .. „05 Bene Zar 
m=(1l-smt—-s) (üi=s+L...)) = 1, a 2) LEN) A 1/t;; 
As: u =m =l..,b;u=|1...,v;m=]1,...,9); here we haveg groups) 
with v judges in each group, and x; refers to the u-th judge in the m-th group; in this) 
situation within-group judge consistency is assumed, between-group judge consist- 
ency is not (at least not in the alternative hypothesis); note that the g groups may | 
contain the same v judges, the “groups” then being possibly different because of| 
time elapsed between repetitions, or because of training gained from continued ex- | 


perimentation, ete. (IV) Ho: nn lt; Hu: mem i=l,...,b w=L...,v;| 
m=—=1, ..., 9): this applies to the situation that the same v judges occur in each group, | 


and that each judge is assumed consistent from one repetition to the next. (V) Ay: 
au=n;; Hs:n, = nÜ;, here within-group judge consisteney is assumed; between- | 
group judge consistency is tested; the distribution of the test statistic under H, now | 
dependson rn, W =1,...,t). For each of these situations indications are given how 
previously published tables can be applied to finding test probabilities. Finally 
there is a section on large-sample distributions, a section on the slight changes ne- 
cessary when one object is judged either inferior or superior in all compari- 
sons made by all judges, and a section with carefully worked numerical examples. | 
H. R. van der Vaart. 

Vartak, Manohar Narkah: The non-existence of certain PBIB designs. Ann. 
math. Statisties 30, 1051—1062 (1959). | 

L’A. etudie les Partially Balanced Incomplete Block designs avec trois classes | 
associees, satisfaisant & un certain nombre de conditions qu’il serait trop long de 
formuler ici et qu’il nomme P. B.I.B.D. de la serie A. Pour chaque tel design on 
definit une matrice N N’. Trois th&or&mes de non-existence sont formules pour les 
P.B.1.B.D. serie A. Le premier utilise le fait que les racines caracteristiques des 
matrices N N’ ne sont jamais negatives. Le second est une extension des r&sultats 
de Schützenberger (ce Zbl. 35, 88). Le troisieme est une extension des resultats 
de Shrikhande (ce Zbl. 40, 362). Les demonstrations sont basees sur l’emploi du 
produit de Kronecker des matrices et de l’invariant C,(N N’) de Hasse-Min- 
kowski. A. Sade. 

Bose, R. C. and Dale M. Mesner: On linear associative algebras corresponding to 
association schemes of partially balanced designs. Ann.'math. Statisties 30, 21—38 
(1959). 
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Ein „Assoziationsschema mit m Klassen‘ (m > 1) ist eine endliche Menge (von 
„Punkten“) mit m symmetrischen zweistelligen Relationen (,‚-assoziiert“‘, i — 
l,..., m) derart, daß folgende Bedingungen erfüllt sind: (a) Je zwei verschiedene 
Punkte sind :-assoziiert für genau ein i; kein Punkt ist zu sich selbst i-assoziiert, 
(b) zu jedem Punkt existieren gleichviele (n,) i-assozüerte Wi —=1,...,m), (ce) zu 
jedem Paar :-assoziierter Punkte p,g existieren gleichviele (pi) Punkte, die j- 
assoziiert zu p und k-assoziiert zu q sind. Sind die Punkte von 1 bis v numeriert, so 
werden die ‚„Assoziationsmatrizen“ B;— (63,) =1,...,m; &,ß [Zeilen- bzw. 
Spaltenindex] =1,...,v) folgendermaßen definiert: b?; =1, wenn die Punkte a 
und / :-assoziiert sind, sonst = 0. Die Matrizen B, = /, (= v-reihige el mau) 
und B,i=1,..., m, sind linear unabhängig; die Linearkombinationen B —= B> «B; 
bilden also einen Vektorraum 4, Gen Beast der von Thompson (dies. Zbl. ss, 119) 
gefundenen Identität B; Bj. — 53 ph B; auch multiplikativ abgeschlossen ist; 

j=0 


‚A ist also eine assoziative Algebra über den reellen oder komplexen Zahlen. Wegen 
Pj. = Pr ist A auch kommutativ. Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist der Nachweis 


der ea: daß die Matrizen P,; = (},) (,,8=0,...,m; mit den Festsetzun- 
gen ph = —n; 65 und Por = Pro = Öir) eine zu A nern Algebra erzeugen: Die 
Abbildung B,>P,(i=0,...,m) liefert einen solchen Isomorphismus, und ins- 


besondere multiplizieren sich die P, auch nach der Thompsonschen Regel. Dieses 
Resultat gestattet mehrfache Anwendungen. Zunächst ergeben sich kurze Beweise 
bekannter Resultate (u.a. Connor und Clatworthy, dies. Zbl. 55, 133) über 
„partially balanced incomplete block designs‘“ (PBIBD); das sind Assoziations- 
schemata, deren Punkte in b gleichmächtige Mengen (,‚Blöcke‘“) derart eingeteilt 
sind, daß jeder Punkt auf gleichvielen (r) Blöcken liegt und jedes Paar i-assoziierter 
Punkte gleichviele (A,) Verbindungsblöcke hat. Die Inzidenzmatrix N = (n,,) 
w1,.., y—l,...,b) eines PBIBD ist Aueohe n,;=1 falls Punkt i aut 


Block 5, sonst 0, definiert; sieist durch NN’ = = A,B, (mit A,=r) mit den B, 
verknüpft. Sind umgekehrt N, B, = I, Bı; : - u; Matrizen aus Nullen und Einsen, 
die dieser Gleichung, der Thompsonschen Identität und = 3 B, = —= J, (= v-reihige 


Matrix aus lauter Einsen) genügen, so ist N die : eines PBIBD, wenn 
zusätzlich alle Spaltensummen von N gleich sind. Den Abschluß der Arbeit bilden 
Untersuchungen über die Eigenwerte (und ihre Vielfachheiten) der Matrizen aus A. 


m 
Sind z,, (w=0,...,m) die Eigenwerte von P,, so sind 2% rel) 


ui 
ı = 


die Eigenwerte von B> c,P,, also auch, mit gewissen Vielfachheiten &,, die von 
i=o 
$3 ec, B,. Die Matrix Z= (z,,) aller Eigenwerte ist reell und nichtsingulär, und 
i=0 
folglich existieren in A Matrizen mit m + 1 beliebig vorgebbaren Eigenwerten; die 
Vielfachheiten «, dagegen sind für alle BEA die gleichen. Sind unter den Zahlen 


&, höchstens t gleiche, so sind die zugehörigen Eigenwerte z,;,( = (),..., m) alge- 
braisch vom Grad < t. Insbesondere sind alle z,,; rational, wenn die x, alle verschie- 
den sind. P. Dembowski. 


Shrikhande, S. $S.: On a charaeterization of the triangular association scheme. 
Ann. math. Statistics 30, 39—47 (1959). 

Chang, Li-Chien: The uniqueness and nonuniqueness of the triangular associa- 
tion schemes. Science Record, n. Ser. 3, 604—613 (1959). 
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Ein Assoziationsschema mit zwei Klassen (Definition im vorstehenden Referat) 
heißt „‚dreieckig‘ (triangular), wenn die Anzahl v» der Punkte von der Form n(n — 1)/2 
ist und die Punkte derart doppelt indiziert werden können: a,, 1Sj<isn 
daß in dem n-reihigen quadratischen Schema (a,,) [mit a,,= a,, und a,, leer] die: 
zu einem beliebigen Punkt a,, (r = s) 1-assoziierten genau die Punkte a,, und «,, 
derselben Zeile und derselben Spalte sind. Es folgt sofort, daß für solche Assoziations- 
schemata (l)n, = 2n—4, (2) pn =n—2 und (3) pı = 4 gelten muß (die übrigen 
n, und 9;; sind dadurch eindeutig bestimmt). Connor [Ann. math. Statist. 29, 262— 
266 (1958)] hat die Frage aufgeworfen, ob umgekehrt die Dreieckigkeit aus (1)—(3) 
folgt und sie für n> 8 mit Hilfe des folgenden Satzes bejahend beantwortet: 
Genau dann ist ein Assoziationsschema mit v—=n(n — 1)/2 dreieckig, wenn seine 
Punkte derart in Klassen $,,.... ., S, eingeteilt werden können, daß (i) |$,|=n—1 
für j=1,...,n, (ii) jeder Punkt in genau zwei $, liegt, und (iü) für #7 stets. 
|$S;n 8,| = list. Shrikhande zeigt, daß aus v—= n(n — 1)/2 und (2) genau dann 
die Dreieckigkeit folgt, wenn die 1-assoziierten jedes Punktes in zwei Mengen Y 
und Z von je an — 2 Punkten zerfallen derart, daß jedes Paar aus Y und jedes aus Z 
1-assoziiert ist. Daraus folgt die Richtigkeit der Connorschen Vermutung fürn = 5,6. 
Chang beweist, daß bei vo=n(n—1)/?2 und (1) die Dreieckigkeit mit 
folgender Eigenschaft gleichwertig ist: Bei jedem Paar 1-assoziierter Punkte sind 
die pa =n— 3 zum ersten 1- und zum zweiten 2-assoziierten Punkte paarweise 
1-assoziert. Mit Hilfe dieses Satzes und der Sätze von Connor und Shrik- 
hande erledigt Chang sodann das Connorsche Problem vollständig: Aus 
v—=n(n—1)/2 = 28 und (1)—(3) folgt die Dreieckigkeit des Assoziationsschemas, 
aber für v= 28 (n=8) gibt es überraschenderweise Assoziationsschemata mit 
(1)—(3), die nicht dreieckig sind. P. Dembowski. 


Shah, B. V.: On a generalization of the Kronecker product designs. Ann. math. 
Statistics 30, 48—54 (1959). 

Ein. „balanced incomplete block design‘ [BIBD] is ein „partially balanced 
incomplete block design‘ [PBIBD] mit nur einer Klasse. Zwei BIBD’s Y und ® 
heißen ‚assoziierbar‘‘, wenn ihre Punkte und Blöcke derart umkehrbar eindeutig 
aufeinander abgebildet werden können (durch gleiche Numerierung), daß zu jedem 
zugeordneten Punktpaar (a,,b,) [mit ,aeW, bEB,i=|1,...,v (= gemeinsame 
Punkteanzahl)] gleichviele (w) zugeordnete Blockpaare (A,, Bi), -- -; (A;, B;,) 
mit ;€ A, und b€EB,,j=1,...,u, und zu jedem nichtzugeordneten Punkt- 
paar (a;,bx), ©+k, gleichviele (n) Blockpaare (An, Bm); + - -> (Am, Bn,) mit 
€ Am, und b,€ Bn,»j3=1,...,n existieren. Die durch eine solche Numerierung 
erklärten Inzidenzmatrizen von X bzw. ® heißen ‚assoziiert‘. — Weiter heiße eine 
Matrix ‚ausgeglichen‘ (balanced), wenn ihre Elemente genau s verschiedene Werte 
haben, jeder dieser Werte p in jeder Spalte und in jeder Zeile gleichoft (x, bzw. P, 
mal), vorkommt und die Anzahl y,, der Spalten, die von einem festen Paar verschie- 
dener Zeilen in p und q (in beliebiger Reihenfolge) geschnitten werden, nicht von diesen 
Zeilen, sondern nur von p und q abhängt. — Mit Hilfe dieser Begriffe wird folgendes 
Konstruktionsverfahren für PBIBD’s mit drei Klassen angegeben: Sind N,,..., N, 
paarweise assoziierte Inzidenzmatrizen von BIBD’s (das bedeutet natürlich mehr 
als daß diese BIBD’s paarweise assoziierbar sind) und ist A eine ausgeglichene Matrix 


mit den Elementen 1,...,s, so entsteht aus A dadurch eine Inzidenzmatrix eines 
PBIBD mit drei Klassen, daß man jedes Element : in A durch die Inzidenzmatrix 
N, ersetzt (—=1,...,s). Durch dieses Verfahren werden Konstruktionsmethoden 


von Sillito [Biometrika 44, 278—279 (1957)], Sprott (dies. Zbl. 64, 385) und 
Vartak (dies. Zbl. 65, 120) verallgemeinert. In einem Anhang werden alle ausge- 
glichenen (m, n)-Matrizen mit m, n<s 15 und s> 3 angegeben. P. Dembowski. 
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Goodman, Leo A.: Simplified runs tests and likelihood ratio tests for Markoff 
hains. Biometrika 45, 181—197 (1958). 

This paper discusses the group or run test for randomness in a single sequence 
f alternative from the point of view of a Markoff chain. The author employs the 
symptotie distribution of the transition numbers in a probability chain as a funda- 
nental tool. The author also refers to some simplified tests, which are similar to 
tandard tests of independence in contingency tables, for hypotheses that have been 
onsidered by Hoel (this Zbl. 58, 356) and Good [Biometrika 42, 531—533 (1955)]. 
‘orrection of a number of inaccuracies in Good’s paper (loc. cit) is made. The use 
f the statistics in this paper is based on the fact that the transition numbers and 
he initial state form a set of sufficient statistics for the parameters in the transition 
robability matrix of a Markoff chain with a constant matrix (Anderson and 
{oodman, this Zbl. 87, 149). K. Matusita. 

Roy, S. N. and Roy, J.: A note on a class of problems in “normal” multivariate 
inalysis of variance. Ann. math. Statistics 30, 577—581 (1959). 

Let the columns of X (px n) be independent non-singular p-dimensional normal 
ariates with common variance-covariance matrix, and expectations given by 
(X) = AE, where A (nxm) is a matrix of (known) constants and & (mxp)isa 
natrix of (unknown) parameters. (This is a form of the “general linear model”). 
Yow consider the hypothesis H:£= Bn where B (mxk) is a matrix of (known) 
onstants and n (kX p) is a matrix of (unknown) parameters. It is shown that (i) 7 
s “completely testable” if and only if rank (4) + rank (B) — rank (AB) =m, 
nd (ii) it is always possible to find a hypothesis, 77* say, which is implied by 7 which 
s “completely testable’”’. [“Completely testable’’ means that H can be expressed 
n the form O&£=0 with 0 = (0nC% 


21 722 
lent row vectors. A fuller discussion of this concept is giveninS.N.Roy: Some 


\spects of Multivariate Analysis (New York-Calcutta 1957). This may be regarded 
s replacing reference [2] of the present paper. N. L. Johnson. 

Guttman, Irwin: Optimum tolerance regions and power when sampling from 
ome non-normal universes. Ann. math. Statistics 30, 926—938 (1959). 

This paper is a sequel to Fraser and Guttmann (this Zbl. 70, 372) and the 
‚uthor (this Zbl. 78, 334) (q. v. for definitions). The author finds optimum f-expec- 
ation tolerance regions for single and double exponential distributions, and exhibits 
he corresponding power functions. St. Vajda. 

Ford jr., L. R.: Solution of a ranking problem from binary eomparisons. Amer. 
nath. Monthly 64, Nr. 8 part II, 28—33 (1957); Acknowledgement. Ibid. 65,514 (1958). 

Let wy, ...,w, be parameters such that w,/(w, + w,) is the probability of object i 
jeing preferred to object j. From a sample of binary comparisons an iterative proce- 
lure for obtaining the maximum likelihood estimates of the w,'s is given. Reference 
hould be made to R. A. Bradley and M. E. Terry (dies. Zbl. 47, 129). 

D. R. Whitney. 

Rao, €. Radhakrishna: Theory of the method of estimation by minimum chi- 
quare. Bull. Inst. internat. Statist. 35, Nr. 2, 25>—32 (1957). 

Bezeichnen x,(©) die Zellwahrscheinlichkeiten und p,=n;/n die relativen 
Häufigkeiten, so schreibt sich 


2 — Be Mm nm) —n (z pP? _- 1), 
NT; 7; 


) where (C/,, Cj5) are a set of k indepen- 


ınd im Falle eines reellwertigen Parameters © lautet die Minimum-y?-Gleichung 
2 h 

AN 2 0. Unter den üblichen Regularitätsannahmen, insbesondere der 

‚weimaligen stetigen Differenzierbarkeit von z,(©) in der Umgebung des wahren 

Wertes ©,, werden die zur Rechtfertigung der Minimum-y?-Schätzung notwendigen 
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Eigenschaften (Existenz n. W., Konsistenz, beste asymptotische Normalverteilung;) 
aus der Taylor-Entwicklung von (*) in ©, geschlossen, d.h. durch Diskussion der 
Wurzeln von (*). Zu dieser Methode vergleiche Kraft-LeCam (dies. Zbl. 73, 148), 
ein direkter Konsistenzbeweis z. B. vom Ref. in Arch. der Math. 10, 468—479 (1959). 
Viele Druckfehler. H. Witting. 


Lloyd, D. E.: Note on a problem of estimation. Biometrika 46, 231—235 (1959). 

In this paper the author considers the situation that a random variable R has | 

an unknown distribution with frequency function p(r) but the observation on R is | 
not always possible, and treats the problem to estimate a parameter 6 of p(r). The | 
information available from an experiment in this case consists of a set of observed | 
values 7], 79,...,?„ together with the number (na — m) of unobserved values. | 
The author considers the following estimates, assuming the probability F(r) that 
R=r is observable to be known and continuous: (i) maximum likelihood estimate, 
(ii) estimate based on thenumber m of observed values, (iii) estimate based solely on 
Y1»T9s ++, 71: After deriving the general expression for each of the estimates, the 
Pearson’s type III distribution and exponentials density are considered as p(r) and | 
Fr), respectively. Then the variance of these estimates are evaluated for large n, 
and the maximum likelihood estimate is compared with (ii) and (iii). 
K. Matusita. 


Ferguson, Thomas $.: A method of generating best asymptotically normal 
estimates with application to the estimation of baeterial densities. Ann. math. Statis- 
tics 29, 1046—1062 (1958). 

Verf. sucht eine einfache Methode, mit der man die besten asymptotisch nor- 
malen (B. A.N.) Schätzwerte erhalten kann. B. A.N.-Schätzwerte wurden von 
Neyman in seiner Abhandlung ‚Contribution to the theory of the y?-test‘“ 
(dies. Zbl. 39, 143) eingeführt. Ein bester asymptotisch normaler Schätz- 
wert 0* eines Parameters 6 ist ein solcher, der um den wahren Wert asymptotisch 
normalverteilt und der der beste ist in dem Sinne, daß er von allen solchen Schätz- 
werten die kleinst-mögliche asymptotische Varianz hat. Leider ist die Berechnung 
umständlich. Es gibt mehrere Methoden, auf die Verf. eingeht. Die bekannteste ist 
die Minimum-y?-Methode. Sie ist auch die Grundlage für einige andere Methoden, 
die mit einem ‚reduzierten‘ oder ‚modifizierten‘ y? arbeiten. In der Praxis hat 
sich eine Methode herausgebildet, bei der Taylorsche Reihen aufgestellt werden. 
Verf. entwickelt ein neues Verfahren, bei dem die Schätzwerte als Wurzeln gewisser 
linearer Formen auftreten. Als Beispiel führt er ein Problem der Bakterienzählung 
an. Die numerischen Ergebnisse sollen allerdings erst in einer späteren Arbeit ver- 
öffentlicht werden. @. Reißig. 


Kastenbaum, Marvin A. and Donald E. Lamphiear: Caleulation of chi-square 
to test the no three-factor interaction hypothesis. Biometrics 15, 107”—115 (1959). 


Wenn man eine allgemeine r x sx t Kontingenztafel ver und “ 


Wahrscheinlichkeit, in der Zelle (5) pw =1L..,rnj=L1. al. | 
ist, dann führt das Testen der Hypothese Pr st BeselPisı Prjt = ’D Be, Punlpu Fi 
1<i<r—|], Vene I<k<t—1) auf (r—1)(—1)(t—1) 


Gleichungen dritten Grades in ebenso vielen ee Norton [J. Amer. 
statist. Assoc. 40, 251—258 (1945)] entwickelte für den Fall r=s=2 eine 
iterative Lösungsmethode für dieses Gleichungssystem. Um den allgemeinen Fall 
numerisch anzugreifen, wird hier diese Methode mit der Iterationsmethode von 
Newton kombiniert. Das Verfahren wurde, wie ein Beispiel (= 2,s=3,t=5) 
zeigt, an einem elektronischen Rechengerät auf seine Brauchbarkeit untersucht. 
Vgl. auch Roy und Kastenbaum. dies. Zbl. 74, 141. L. Schmetterer. 
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Hannan, E. J.: The estimation of the speetral density after trend removal. J. roy. 
statist. Soc., Ser. B 20, 323—333 (1958). 

Es sei eine Regression in der Form y= X ß-+e gegeben. Darin bedeute X 
eine (rn X p)-Matrix von Variablen x,(t),5j=1,...,pundi=|1,...,n; ß sei ein 
Vektor aus p Regressionskoeffizienten, y und e Vektoren mit n Komponenten. & soll 
von X unabhängig sein und durch einen stationären Prozeß mit absolut stetiger 
Spektraldichte f(#) erzeugt sein. Die x,(t) sollen noch asymptotische Bedingungen 
erfüllen, die die x,(t) als Teilfolgen eines Prozesses auffassen. — Es wird für /($) eine 
konsistente Schätzfunktion angegeben, die auf y beruht und einen Korrekturfaktor 
enthält, der den Bestandteil X £ berücksichtigt. F. Wever. 


Cox, C.P.: A coneise derivation of general orthogonal polynomials. J. roy. 
statist. Soc., Ser. B 20, 406—407 (1958). 

Die bei der Regression auftretenden orthogonalen Polynome werden durch 
eine Determinantenentwicklung unmittelbar aus den Momenten gewonnen. 

F. Wever. 

Krishna Iyer, P. V.: A theorem on factorial moments and its applications. 
Ann. math. Statisties 29, 254—261 (1958). 

Let x,,..., 2, berandom variables taking the values 0 or 1,X = & z,. Theorem: 
Bl) =isti N Ve Applications of this theorem in the computations of 


Ss 
Useeeyts 


various moments of some sample statistics are given. D. R. Whitney. 


Konijn, H.S.: Positive and negative dependence of two random variables. 
Sankhyä 21, 269—280 (1959). 

Inthispaper, the author treats positively (negatively) x-dependent variables and 
tests of independence against such dependence. Positively (negatively) x-dependent 
variables are defined as follows. Let G(y) and 4 (z) be univariate distribution func- 
tions and F,(y,2) =@(y) H(z). Then, positively (negatively) x-dependent variables 
(0<x< 1) arerandom variables (Y, Z) with FF=(1—x) Fo +xFı (F=(1-x)Fo 
+ x F_) as their joint distribution function, where F_ (F_) represents the uniform- 
|y highest (lowest) valued bivariate distribution function with marginal distri- 
bution functions @ and H. (This F. (F_) gives an almost sure nondecreasing (non- 
increasing) relation between two random variables with marginal distributions @ 
and H). The author discusses the properties of such variables, and gives tests of 
ndependence, that is, F=F, against alternative F=F} or F=F;. Their 
powers are also treated. K. Matusita. 

Sokal, Robert R.: Thurstone’s analytical method for simple strueture and a 
mass modification thereof. Psychometrika 23, 237—257 (1958). 

Fruchter, Benjamin and Edwin Novak: A comparative study of three methods of 
'otation. Psychometrika 23, 211—221 (1958). 

Patterson, H. D.: A further note on a simple method for fitting an exponential 
urve. Biometrika 47, 177—180 (1960). 

A method is presented for estimating o in the equation „= x— ßo* for up to n= 12 
:qually spaced values of x from the root of a quadratic equation in r with coefficients given 
)y linear functions of the y,. Unless o is very small and n large these estimates have very high 
fficienciesandare good approximations to the least-squares estimates 7. The agreement with r 
s particularly close when n = 4. Details are also given of a similar method for the case in which 
>— 1), 1, 2: and: 4; Zusammenfassung d. Autors. 

Halphen, Etienne: L’analyse intrinsöque des distributions de probabilite. Publ. 
Inst. Statist. Univ. Paris 6, 79—159 (1957). 

Verf. nimmt sich vor, die Analyse der Faktoren eines zufälligen Phänomens 
lurch eine eingehende Untersuchung der eigentlichen Eigenschaften der Wahrschein- 
ichkeiten — oder zumindest der entsprechenden Frequenzen — durchzuführen, 
venn wir den Grund seiner Gedanken richtig auslegen. Diese Untersuchung wird 
nittels einer gewissen Anzahl natürlicherweise symmetrischer globaler Funktionen 
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dieser Wahrscheinlichkeiten gemacht. Unter diesen Funktionen wird besonders die 
Rolle der Entropie H hervorgehoben, welche eine „effektive Wahrscheinlichkeit‘‘, 
genannt wird und uns, mittels interessanter Beobachtungen, die Beziehungen zwi- 
schen H und der Streuung o der entsprechenden Verteilung, gibt. — Es wird auch 


nachgewiesen, daß falls eine dieser Größen (o z. B.) gegeben ist, die andere — in | 


diesem Falle H — ihre obere Grenze für die Gaußsehen Verteilungen erreicht. Zwei 
selbständige Teile, welche aber in-enger Beziehung zu den Gedanken und der ganz | 
eigenen Terminologie des Verf. stehen, behandeln die Korrelation und die Kompo- 
sition der beiden zufälligen Größen, von denen uns nur die Wahrscheinlichkeiten | 
oder die Frequenzen bekannt sind. O. Oniceseu. 

Rider, Paul R.: Quasi-ranges of samples from an exponential population. Ann. | 
math. Statistics 30. 252—254; Correetions. Ibid. 1266—1267 (1959). | 

Verf. befaßt sich mit der Verteilung der abgestutzten Spannweiten Onesil I 
Ranges) w, = x,_, — %;, einer geordneten Stichprobe von n Elementen 2, <<...) 
--.<x, aus einer exponentiell verteilten Gesamtheit mit der Wahrscheinlichkeits- 
dichte f(x) =e-*, 0<x. Es werden die erzeugende Funktion der Momente und | 
die Kumulanten angegeben. Dabei ergibt sich, daß das Mittel der abgestutzten ] 
Spannweiten die Summe einer harmonischen Reihe darstellt und daher mit wach- | 
sendem Stichprobenumfang langsam divergiert, während gleichzeitig die Varianz | 
einem endlichen Wert zustrebt. H. Jecklin. 


Greenberg, B. G. and A. E. Sarhan: Matrix inversion, its interest and applieation | 
in analysis of data. J. Amer. statist. Assoc. 54, 755—766 (1959). ) 

Es sei V = |v,,| eine symmetrische Quadratmatrix. Giltv,=0, k — j|2r, | 
so spricht man von einer Diagonalmatrix r-ter Ordnung. Es ist bekannt, daß für eine | 
symmetrische Matrix V = |v,,| die Beziehungen v,—= 4,0, 2<Si<Sj<n,resp. | 
% Aut; + Ag da <<<, hinreichend dafür sind, daß V1 eine Diagonal- | 
matrix der Ordnung 2 resp. 3 ist. An Hand einiger Beispiele aus der Methode der 
kleinsten Quadrate illustrieren Verff. die Anwendungen dieser Tatsache. B. Penkov. 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Wirtschaftsmathematik : 


e Le Roy, Henri Louis: Statistische Methoden der Populationsgenetik. Ein 
Grundriß für Genetiker, Agronomen und Biomathematiker. (Reihe der Experimen- 
tellen Biologie, Bd. 15). Basel-Stuttgart: Birkhäuser Verlag 1960. 397 S. DM 67,50. 

Die Wichtigkeit der Mathematik und der statistischen Methoden in der Genetik 
ist schon lange anerkannt, und deren Anwendung findet man in mehreren Arbeiten 
in verschiedenen Zeitschriften. Doch sehr selten wird die Zusammenfassung aller 
bisher bekannten Kenntnisse aus diesem Fachgebiete in der Form eines Buches be- 
arbeitet. Die Gründe dafür sind klar: Es wird nicht nur die vollkommene Kenntnis 
der genetischen Problematik und der erwähnten exakten Disziplinen bei dem Verf. 
vorausgesetzt. Man muß auch die nicht einfachen Probleme dem Leser klarstellen, 
die Methoden möglichst einfach, anschaulich und dabei auch exakt anführen und 
zuletzt auch den Wissenschaftler in die Kunst der richtigen Interpretation der 
numerischen Resultate in der Praxis einweihen. Die Monographie von LeRoy 
zeigt, daß dem Verf. neben allen diesen Eigenschaften auch seine reichen Erfahrungen 
nicht nur aus seiner wissenschaftlichen Praxis sondern auch aus seiner Unterrichts- 
tätigkeit auf der Hochschule sehr behilflich waren. Das Buch ist in vier Kapitel 
gegliedert. Im ersten wird die Wirkung der Umwelt, des Genotyps und deren kombi- 
nierte Wirkung untersucht. Das zweite Kapitel behandelt die Gen- und Umwelteffekte 
als Korrelationsfaktoren, wobei in einem kurzen Absatz die Untersuchung der kau- 
salen Zusammenhänge mit Hilfe der Pfadkoeffizienten erwähnt ist. Im dritten 
Kapitel wird die Gen- und Umweltwirkung mit Hilfe der Varianzanalyse geschätzt. 
Es wird hier die Interpretation der Varianz- bzw. Regressionsanalyse in der Popula- 
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tionsgenetik diskutiert, und sodann werden methodische Hinweise zur Bestimmung der 
Varianzkomponenten in der Pflanzenzüchtung und zur Analyse quantitativer Merk- 
male in der Humangenetik angegeben. Die künstliche Selektion wird im vierten 
Kapitel in verständlicher Form dargestellt; die Methoden der Selektion nach einem 
Merkmale werden auf Selektion nach mehreren Merkmalen verallgemeinert. Das 
Kapitel wird mit einigen neuen Zuchtmethoden abgeschlossen. Ein Zusatzkapitel 
besteht aus einem sehr umfangreichen Literaturverzeichnis, in dem Arbeiten nach 
der Fachgliederung angeordnet sind. Der größte Vorteil des Buches liegt in der 
Anschaulichkeit und Verständlichkeit der angeführten Methoden. Dazu dienen — 
neben der übersichtlichen Gliederung des Stoffes — mehrere Rechenschemen, die 
auch einem Nichtmathematiker die Durchführung der numerischen Berechnungen 
sehr erleichtern. Die statistische deutsch geschriebene wissenschaftliche Literatur 
ist mit diesem Buche, das für Genetiker, Agronomen und Biomathematiker bestimmt 
ist, um ein wichtiges Werk erweitert, dessen Bedeutung über die Grenzen der deutsch 
sprechenden Wissenschaftlerkreise hinausgeht, und es ist zu erwarten, daß das Buch 
auch bald in fremde Sprachen übersetzt wird. V. Maly. 


e Bush, Robert R. and William K. Estes (edited by): Studies in mathematical 
learning theory. (Stanford Mathematical Studies in the Social Sciences. 3.) Stan- 
ford, Calif.: Stanford University Press 1959. VIII, 432 p. $ 11,50. 

Nel Volume sono raccolti venti articoli di vari Autori e gli argomenti trattati 
sono divisi in tre parti. Una prima parte raccoglie sette Note dedicate agli aspetti 
teorici e applicativi della „stimulus-sampling theory’, dei modelli cio& che studiano 
la influenza eserceitata sul comportamento di un individuo da un insieme di sti- 
moli. L’esperimento psicologico prevede una successione di prove, in ciascuna delle 
qualil’individuo interessato trae a sorteun campione degli stimoli predisposti. Gli Studi 
n° 1 e2 affrontano quesiti di natura teorica (estensione della teoria classica in 1, 
introduzione del concetto di stimolo ‚„neutro‘“ in 2), mentre i rimanenti quattro 
esaminano problemi applicativi. La seconda parte illustra numerose proprietä 
stocastiche di vari modelli lineari. Lo Studio 8 ha per oggetto l’impostazione assio- 
matica della teoria ditalimodellied & di fondamentale interesse per il cultore della 
disciplina. I lavori 9—14 prendono in considerazione modelli lineari con riferimento 
a particolari applicazioni e in vista di descrivere procedimenti di calcolo delle varie 
grandezze in esame (stima dei parametri, numero medio degli ‚‚errori‘ in una succes- 
sione di prove, ecc.). Tre delle sei Note dell’ultima parte stabiliscono dei confronti 
tra i vari modelli conosciuti. Lo Studio 18 considera un modello non lineare, mentre 
ad un modello lineare che prevede un insieme ‚‚continuo“ di risposte & dedicato lo 
Studio 19. Chiude la raccolta una Nota a carattere riassuntivo in cui viene delineata 
altresi una classificazione dei vari modelli proposti. L. Daboni. 


Lienert, 6. A. und ©. Ebel: Ein Index zur numerischen Bestimmung der Niveau- 


Eigenschaft eines psychologischen Tests. Metrika 3, 117—127 (1960). 

Es wird ein Index definiert, der den Grad, in dem ein Intelligenz- oder Leistungstest die 
Eigenschaften und Bedingungen eines idealtypischen Niveau-Tests erfüllt, kennzeichnet. Der 
Index variiert in den Grenzen von (0 bis 1, wobei der Wert 0 einem idealtypischen Schnellig- 
keitstest (Speed-Teät) und der Wert 1 einem idealtypischen Niveau-Test entspricht. Dieser Index 
kann auf Grund einer einmaligen Testdurchführung bestimmt werden; er ist abhängig von der 
Zeitbegrenzung des Testes und vom Leistungsniveau der untersuchten Stichprobe. Es wird vor- 
geschlagen, einen Test mit w> 0,7 als Niveautest, einen solchen mit w< 0,3 als Schnellig- 
keitstest zu bewerten. Die Berechnung von w wird an Hand bekannter Tests demonstriert und 
einige Anwendungsbeschränkungen erörtert. Zusammenfassung d. Autors. 


Fitzhugh, R. and H. A. Antosiewiez: Automatie eomputation of nerve exeita- 
tion — detailed eorreetions and additions. J. Soc., industr. appl. Math. 7, 447—458 
(1959). 

Vgl. dies. Zbl. 67, 99 und 83, 357. 
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Askford, J. R., €. S. Smith and Susannah Brown: The quantal response ana- | 
lysis of a series of biologieal assays on the same subjeets. Biometrika 47, 23—32 (1960). } 
This paper deals with some problems associated with the analysis of the results of a series | 
of separate biological assays on the same group of subjects, the reaction of the individual orga- | 
nism to the applied stimulus being assumed to be non-reversible. A brief description is given | 
of the methods applied in the analysis of the results of single assays both for single poisons and | 
for mixtures of poisons, with particular reference to the effect of errors of measurement of the |j) 
observed quantal response. These methods are extended to cover a series of two or more assays, |) 
first, under conditions in which the response is measured without error, and secondly, when the | 
response measurement is subject to error. The application of the proposed procedures is illus- 
trated by an example from the field of research in industrial medicine. 
Zusammenfassung d. Autoren. 
Degroot, Morris H.: Simplified method of estimating the MN S gene frequeneies. | 
Ann. hum. Geneties 24, 109—115 (1960). 


Zum MN S-System gehören vier Allele und sechs Phänotypen, wenn das Anti-s- | 
Serum nicht benutzt wird. Die vier Allele werden angegeben als (M 8), (M s), (N 8), U 
(N s) mit den Häufigkeiten m}, ms, n, und n,. Für die Summen m = mı + m, und |} 
n= N, + N, werden an Hand einer Stichprobe die Schätzwerte m’ und n’ gefunden. 
Die entsprechenden Parameter der Gesamtheit werden mit Hilfe der Maximum- | 
Likelihood-Methode bestimmt. Verf. gibt die theoretisch gefundenen und die be- 
obachteten Anzahlen der sechs Phänotypen an. Mourant hat in seinem Buch ‚‚The } 
Distribution ofthe Human Blood Groups‘ (Oxford 1954) zwei Methoden zur Schätzung 
der MN S-Gen-Häufigkeiten angegeben. Verf. geht nur auf die einfachere von beiden | 
ein, deren Schätzwerte aber wesentlich komplizierter als die von ihm mit Hilfe der 
logarithmischen Likelihoodfunktion entwickelten sind. Mit anderen aus der Literatur 
bekannten Verfahren wird die neue Methode ebenfalls verglichen, auch an Handeines | 
Zahlenbeispiels, das Boydin Amer. J. hum. Genetics 6, 1—10 (1954) angegeben hat. 

@. Reißig. 


Leslie, P. H.: A stochastie model for studying the properties of certain biologieal ‚l 
systems by numerical methods. Biometrika 45, 16—31 (1958). \ 


Verf. geht von einer Gesamtheit von Lebewesen irgendeiner Art aus. Diese | 
sollen entweder ganz für sich leben oder mit anderen Lebewesen in Verbindung stehen. | 
Es wird vorausgesetzt, daß es ein passendes Modell für die zu erwartenden Verände- | 
rungen der Anzahl durch Geburten und Todesfälle gibt. Wenn eine Art für sich allein | 
lebt, so werden Geburts- und Todesfallraten irgendwelche Funktionen der Gesamt- 
zahl von Individuen sein. Handelt es sich um zwei Arten, bei denen gewisse Wechsel- 
wirkungen bestehen, so treten in den entsprechenden Funktionen die Anzahlen von 
beiden Arten auf. Verf. geht auf verschiedene Modelle ein. Tabellen für die auftreten- 
den Parameter werden für konstante Geburtsrate und auch für konstante Todesfall- 
rate gegeben. Die verschiedenen Arten von stochastischen Modellen und die ent- 
sprechenden deterministischen Modelle sind vom Verf. schon 1957 (dies. Zbl. 80, 
363) miteinander verglichen worden. Hier gibt Verf. einige numerische Resultate 
an; insbesondere paßt er die logistische Kurve den Daten von Gause (The Struggle 
for Existence, Baltimore, Williams and Wilkins, 1934) an. Abschließend behandelt er | 
das Problem des völligen Verschwindens einer logistischen Gesamtheit. Es zeigt sich, 
daß selbst relativ kleine Gesamtheiten einer einzelnen Art unter gleichbleibenden 
Umweltbedingungen nahezu unbeschränkt existieren können. @. Reißig. 


Barton, D. E. and F. N. David: Haemocytometer counts and occupaney theory. 
Trabajos Estadist. 10, 13—18 (1959). 

.. Die Verff. knüpfen an Untersuchungen von Turner und Eadie zur Blutkörper- 
chenzählung an und betrachten das behandelte Problem wesentlich allgemeiner. Sie 
gehen zunächst von einer Stichprobe aus, die einer Poisson-Gesamtheit mit Parameter 
A entstammen soll. Anschließend führen sie die entsprechenden Gedankengänge für die 
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3inomialverteilung durch. Als Beispiel betrachten sie Phagozytenzählungen, die von 
sreenwood und Whitein Biometrika 6, 383 beschrieben worden sind. @. Reißig. 

Elveback, Lila: Estimation of survivorship in ehronie disease: the “aetuarial” 
nethod. J. Amer. statist. Assoc. 53, 420—440 (1958). 

Die Überlebenszeit t bei chronischen Krankheiten läßt sich schwer in Form eines 
unktionalen Zusammenhanges P(t) angeben. Einmal ist es schwer, alle Kranken 
vährend der ganzen Zeit zu beobachten, und zum anderen kann man keinen be- 
timmten Funktionstyp voraussetzen. Man hilft sich so, daß man den ganzen Zeit- 
aum unterteilt und die Überlebenswahrscheinlichkeit für jedes Teilintervall schätzt, 
lso die gleiche Methode wie die Versicherungsanstalten verwendet. Die Verf. 
seht davon aus, daß die Gestalt von P(t) unbekannt ist. Die gesamte Untersuchungs- 
jeriode (0, 7’) soll unterteilt sein in die Intervalle (0, 4),...,(4,.„t,) mit ,=T. 
Jie Parameter, die geschätzt werden müssen, sind die bedingten Wahrscheinlich- 
weiten 1—qg,—= Wahrscheinlichkeit für Überleben des (k + 1)-ten Intervalles, 


ıachdem das k-te Intervall überlebt worden ist, k=0 ,1,...,«—1. Der Aus- 
k—1 

lruck P(t,) für k=1,...,a— 1 wird geschätzt als IT (1—9,), wobei q, der 

i=0 

schätzwert von g, ist. Für den unbekannten Ausdruck P(t) nimmt man zunächst 

jäherungsweise einen Streckenzug an: 


Pi)=1-%t für 0O<is1l, 
k—1 

r=- 1-6 - Ag] (1—9)fürkstisk+lundk=12,...a—1. 
i=0 


Die Länge der Intervalle muß zweckmäßig gewählt werden. Die Verf. be- 
chreibt, wie die entsprechenden Untersuchungen in der Mayo-Klinik durchgeführt 
verden. Die statistische Bearbeitung beginnt mit dem Tage, da der Patient die Klinik 
rerläßt. Dann wird innerhalb gewisser Zeiträume (z. B. Kalenderjahre) festgestellt, 
ver inzwischen gestorben ist. An Hand dieser Stichprobenergebnisse werden die 
>arameter g, mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode geschätzt. Es wird vorge- 
chlagen, 7’ so zu wählen, daß wenigstens 25 Personen das Intervall (0, 7’) überleben. 
Die Verf. geht kurz auch auf den Fall ein, daß Pt) in den Teilintervallen 
licht als linear angenommen werden darf; zum Beispiel könnte P(t) aus Teilen von 
üxponentialverteilungen zusammengesetzt sein. Fix und Neyman haben in Human 
Biology, 23, 205—241 (1951) ein entsprechendes stochastisches Modell vorgeschlagen, 
in das die Verf. anknüpft. Die Formeln werden auf Zahlenangaben aus der 
literatur [Journal of the American Medical Association, 131, 95—100 (1946)] ange- 
vandt. Es handelt sich dabei um 2418 Patienten mit Angina pectoris, die über einen 
Zeitraum von 15 Jahren beobachtet wurden. @. Reißig. 
Lamens, A.: Sur le processus non homogene de naissance et de mort & deux 
yariables al6atoires. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 43, 711—719 (1957). 
Der Aufsatz setzt einen anderen fort, der kurz zuvor in derselben Zeitschrift 
rschienen ist (A. Lamens et R. Consael, dies. Zbl. 81, 143) und dehnt die dort 
jeschilderte, auf die retrospektive Gleichung gegründete Lösungsmethode auf den 
Fall aus, wo man zwei Typen von Individuen in der Population unterscheidet. Man 
muß diesen vorhergegangenen Aufsatz gelesen haben, um den neuen verstehen zu 
tönnen. Die Formeln sind kompliziert. Verf. hat gezeigt, daß die Verteilungsgesetze 
jei zwei zufälligen Veränderlichen nur unter sehr einschränkenden formalen Bedin- 
rungen, die sich schlecht mit den demografischen Gegebenheiten vertragen, errechnet 
werden können. P. Lorenz. 
Bertrais, Jean: Extremum d’une somme ou d’un produit de fonetions. C.r. Acad. 
Sci. Paris 250, 2115—2117 (1960). 
Using well-known techniques of Dynamic Programming, the author shows that 


'he problem of maximizing B3 f(x,), given z 2, —=a, seolvedby z,= — (there is 
T 
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here a misprint in the text), leading to the maximum value nf (a/n). By taking lo- 
garithms, it is shown that =: -:=x, solves also the problem of maximizing 


n 
II f(«,), or also that of maximizing the previous function, under the condition 
i 


1 f(&,) = b. There does not seem to be anything new in all this. St. Vajda. 
i 


Houthakker, H. S.: The capacity method of quadratie programming. Econo- 
metrica 28, 62—87 (1960). 

This new method deals with maximizing a negative definite (and hence concave) 
quadratic function subject to constraints B; &ı ++ Bun m < b;, & > 0 (all j,:) 
when all B,, are non-negative and the b, are positive. The routine starts by adding, 
if necessary, the “capacity constraint” x + :::+x,= ß, where ß is a parameter 
starting from value 0 and increasing. For $ = 0 the optimum is clearly obtained for 
x,=0. As ß increases, the maximum is attained by giving a positive value to 
that (or those) x, whose coefficient(s) in the linear portion of the objective function is 
(or are) largest. At certain critical values of ß the “effective set”, i. e. the set of vari- 
ables whose current values are positive, changes according to well-defined rules, 
continuously increasing the value of the objective function. If the capacity constraint 
(with given value of ß) is not one of the original constraints, then for sufficiently 
large ß its effect will eventually vanish, so that the solution to the original problem 
will emerge. If, however, the capacity constraint belongs to the original set of 
constraints, then the answer is found when ß reaches its originally given value. The 
author explains his method first for the case when the capacity constraint is the only 
one, and then when there are further constraints, using a numerical example. Finally, 
detailed computing directions are given. St. Vajda. 

Courtillot, Marcel: Programmation linsaire. Etude de la modification de tous 
les parametres. Methode de resolution sequentielle.e C. r. Acad. Seci., Paris 247, 
670—673 (1958). 


n 
Verf. geht aus von dem Linearen Programm: Maximiere = N c,x, unter 
i=1 


den Restriktiinen N a,2, Tb, wobei ,>0 (i=1,...,n). (T bedeutet 


i=1 
entweder > oder <). Verf. diskutiert die folgenden Punkte: 1. Variation der Kon- 
stanten b,, 2. Variation der Konstanten c,, 3. Variation der Konstanten a,,. Im Zu- 
sammenhang mit diesen Variationen wird das Verhalten der optimalen Lösung unter- 
sucht. H.P. Künzi. 

Couffignal, L.: A method for linear programming computation. Bull. Inst. 
internat. Statist. 36, Nr. 3, 290—302 (1959). 

The author proposes a method of finding the vertices of the feasible region of a 
Linear Programming problem, by identifying those restrietions which are implied 
by others, so that they do not contribute to the delimitation of that region. He deals 
with the case of two and three variables in linear inequalities, and indicates by an 
example how the method works. S. Vajda. 

Törngvist, Leo: Some new prineiples for solving linear programming problems. 
Bull. Inst. internat. Statist. 36, Nr. 3, 335 —356 (1959). 

If we know which variables in a linear programming problem and in its dual 
have positive (not zero) optimal values, then the solution is reduced to finding a 
solution to a system of linear algebraie equations. — The author indicates ceriteria 
which allow it to determine the set of those positive variables, and gives rules for 
finding sets to replace them approximately. Numerical examples are given, in parti- 
cular two transportation problems. There are three appendices, the first dealing 
with the transportation problems, the second with the ““multiplyer theorem’”, i. e. 
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he duality and existence theorems of linear programming, and the third with 
‘Remark about the probability of the existence of finite optimal solutions to 


inear programming problems and the distribution of (#, A)”. The latter are the 
yptimal values of the primal and of the dual problem. S. Vajda. 

Dantzig, George B.: On the significance of solving linear programming problems 
vith some integer variables. Econometrica 28, 30—44 (1960). 

The author shows how a routine for solving linear programming problems with 
he additional condition that all variables must have integer values (such a routine 
s, for instance, that given by R. E. Gomory in Outline of an algorithm for integer 
olutions to linear programs, this Zbl. 85, 358) can be used to solve various combina- 
orial problems, e.g. (i) finding &,,...,x, such that at least k of the conditions 
(2) >20, :=7...,», hold simultaneously,; (i) 2 = @,. 08 @,..., or a,, (li) 
ome problems with non-linear objective function, (iv) conditional constraints, (v) 
problems where the cost to be minimized is kx —+b when x is positive, and 0 if 
-—= (0), etc. Constructive remarks are also made about the travelling salesman problem, 
where, incidentally, the set of conditions = N — > %jr(+1, is omitted; without 


t a split into sub-routes is still possible), the orthogonal Latin Squares, and the Four- 
Solour problem. S. Varda. 

e Vajda, S.: Theorie des jeux et programmation lindaire. Traduit et adapte par 
J. Bouzitat. Paris: Dunod Editeur 1959. XIV, 253 p. 1650 F. 

Das kleine Handbüchlein des Verf. ‚The theory of games and linear pro- 
ramming’” (London 1956) fand in weiten Kreisen eine gute Aufnahme. Durch die 
ranzösische Ausgabe, der durch zahlreiche Fußnoten erläuternde Texte beigefügt 
ind, wird nun diese leicht faßliche Darstellung der Spieltheorie und der linearen 
Programmierung einem weiteren Publikum zugänglich werden. H.P. Künzı. 


e Thompson, Gerald L.: Leetures on game theory, Markov chains, and related 
opies. (Sandia Corporation Monograph.) Albuquerque: Technical Information 
Division Sandia Corporation 1958. 84 p. 

Verf. gibt einen lehrbuchmäßigen Überblick zu drei Kapiteln, die im Rahmen des 
Jperations Research besondere Bedeutung erlangen. Im ersten Teil wird die Theorie 
ler Rangordnung für paarweise Zuordnungen skizziert, wobei speziell das Wei- 
Kendall Rang-Modell und die Methode des dominierenden Ranges beschrieben wer- 
len. Im zweiten Teil wird die Theorie der Markovschen Ketten dargestellt, wobei die 
'egulären und nichtregulären Ketten behandelt werden. Betrachtungen zum Leon- 
iefschen Modell und stochastische Überlegungen werden eingeflochten. Das letzte 
Kapitel befaßt sich mit spieltheoretischen Auseinandersetzungen. Die Darstellung 
wendet sich an den mathematisch interessierten Vertreter des Operations Research. 

H.P. Künzıi. 

Leibowitz, Martin L. and Gerald J. Lieberman: Optimal composition and deploy- 
ment of a heterogeneous local air-defense system. Operations Res. 8, 324—337 (1960). 

Dobbie, James M.: Optimum size and hardness of sites for storage of nuclear 
weapons. Operations Res. 8, 338—355 (1960). 

Kurlat, S. and M. D. Springer: Sequential analysis of the reliability of an anti- 
fank-mine simulator system. Operations Res. 8, 473—486 (1960). 

Gould, A. H.: Operational research, its methods and application: A review and 
prospeet. J. Inst. Actuaries 86, 109—140, Abstract of the discussion 141—160 (1960). 

Dorfwirth, Josef R.: Verkehrsplanung und Mathematik. I: Zur Analyse und 
Prognose des städtischen Verkehrs. MTW, Z. modern. Rechentechn. Automat. 7, 
50—55 (1960). 

e Wasiutynski, Zbigniew: On the forming of transport systems. [O ksztalto- 
waniu ukladöw komunikaeyjnych.] Warszawa: Panstwowe Wydawnictwo Naukowe 
1959. XXIX, 217 p. zit. 56,— [Polnisch]. 


Zentralblatt für Mathematik. 89, 11 
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The aim of this work is to prove and assemble the general features of the trans- 
port systems i.e. roads and masses networks due to the tendency to reduce the 
transport charges. These features correspond to all extremal systems and will there- 
fore be determinated as their invariants. This work discusses only the general pro- 
perties of the transport systems. Besides, it contains several examples of the compari- 
son of the transport properties of different types oftown plans, an example of a mass 
distribution extremizing the amount of the transport and offers a statistical analysis 
of several features of the existing transport systems. Aus dem englischen Vorwort. 


Malcolm, D. G.: Bibliography on the use of simulation in management analysis. 
Operations Res. 8, 169—177 (1960). 

Galer, 6. $.: The use of eomputers for economie planning in the petroleum 
chemical industry. Computer J. 2, 145—149 (1959). 


e Förstner, Karl und Rudolf Henn: Dynamische Produktions-Theorie und 
Lineare Programmierung. (Schriften zur wirtschaftswissenschaftlichen Forschung. 
Bd. 5.) Meisenheim/Glan: Verlag Anton Hain 1957. 125 S. Brosch. DM 14,50. 


Die beiden Verff. haben sich schon in früheren Arbeiten mit dem wichtigen Pro- 
blem der dynamischen Produktionstheorie befaßt und geben nun eine zusammen- 
fassende Darstellung darüber. Behandelt wird unter anderem: Die statistische Theo- 
rie, die dynamische Theorie der einfachen Produktion, die dynamische Theorie der 
verbundenen Produktion, die Anpassung an die wirklichen Verhältnisse, die Methoden 
der Linearen Programmierung. Die Darstellung ist streng mathematisch gehalten 
und zeichnet sich durch eine sehr präzise Formulierung aus. H.P. Künzı. 


e Arrow, Kenneth J. and Marvin Hoffenberg, with the assistance of Harry 
Markowitz and Ronald Shephard (The RAND Corporation): A time series analysis 
of interindustry demands. (Contributions to economic analysis. 17.) Amsterdam: 
North-Holland Publishing Company 1959. 292 p. 

Lo studio, che & il risultato del lavoro in collaborazione di un gruppo di ricer- 
catori della RAND Corp. durante il periodo 1951—1957, & dedicato ad illustrare un 
aspetto del processo di produzione: la domanda interindustriale. Il punto di partenza 
eil classico modello leonteviano, relativamente al quale vengono studiate le variazioni 
nel tempo dei coefficienti di scambio (input-output coeff.) e le cause di tali variazioni. 
L’indagine conduce alla formulazione di un nuovo modello in cui si tiene conto della 
variabilitä dei coefficienti con l’attribuirne le cause a un certo numero di fattori 
economiei (principalmente: variazione di qualit& dovuta al mutamento dei redditi; 
variazione dei prodotti finiti attribuibile alle esigenze belliche; intervento del muta- 
mento dei gusti del consumatore e dei mutamenti tecnologici; effetti della migliorata 
organizzazione in seguito all’esperienza accumulata). L’andamento delle variazioni dei 
coefficienti di scambio & stato esaminato sulla scorta dei dati relativi al periodo 
1929—1950 (outputs e domande finali) e degli effettivi flussi interindustriali dell’anno 
1947. La trattazione si articola in 8 capitoli e 6 appendici ed & seguita da una estesa 
bibliografia. La stesura dei capitoli I-VIe VIII & opera diK. J. Arrow mentre & 
dovuta aM. Hoffenberg quella del capitolo VII insieme con l’elencazione dei dati 
presentata nelle appendici. Il cap. 1& dedicato a una sintetica introduzione corredata 
da cenni storiei sugli studi relativi alla teoria della produzione. Nel cap. II si esamina 
dettagliatamente il modello classico discutendo l’ipotesi della costanza dei coeffieienti 
di scambio. Il cap. III presenta delle considerazioni sulla scelta del modello atto a 
descrivere lo scambio interindustriale, la descrizione di un primo modello successiva- 
mente ripudiato, e quella del modello finale. Il cap. IV contiene un’esposizione degli 
strumenti analitici e dei metodi impiegati per la costruzione del modello. Alla celassi- 
ficazione industriale e problemi di aggregazione dell’industria & dedicato il cap. V. 
I cap. VI illustra nel dettaglio la determinazione dei rapporti input-output in fun- 
zione delle quattro variabili economiche che caratterizzano il modello e che vengono 
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 sinteticamente indicate con ‚time, war, income, acceleration‘“ (vedi sopra). In cap. VII 
' & ampiamente trattato il problema della raccolta dei dati (serie temporali relative 


alla domanda finale, domanda totale interindustriale, outputs, altre variabili speciali) 
e del loro impiego. Infine il cap. VIII raccoglie le conclusioni dell’indagine: L’analisi 
compiuta pone in evidenza la significativa variabilitä dei coefficienti di scambio 
nel tempo. Il modello ideato non appare del tutto soddisfacente e gli stessi Autori 
segnalano le notevoli difficolta che si contrappongono ad un suo perfezionamento. 
Seguono nelle appendici, tavole e commenti relativi alla raccolta dei dati. 

L. Dabonv. 


Muir, Andrew: Automatie sales forecasting. Computer. J.1, 113—116 (1958). 
Liebel, Eberhard und Günther Zeyen: Floodsches Berechnungsverfahren für 


die optimale Zuordnung von Maschinen zu Betriebspunkten. Elektron. Datenver- 


arbeitung Nr. 3, 7—14 (1959). 


An zwei Beispielen wird die optimale Zuordnung von Ladegeräten zu 
Streckenvortrieben erläutert. Die Probleme sind bewußt äußerst vereinfacht 
worden, um den Gang der Zuordnung mit Hilfe der Floodschen Technik 
übersichtlich zeigen zu können. Die gleichen Rechnungen wurden außerdem auf der 
elektronischen Rechenanlage Z 22 durchgeführt. Mit beiden Verfahren wurden als 
Lösungen die gleichen Kombinationen gefunden, die das optimale Betriebsergebnis 
gewährleisten. Schon an diesen sehr allgemein und absichtlich klein gewählten Bei- 
spielen zeigt sich die Zeitersparnis bei der elektronischen Datenverarbeitung. Je viel- 


‚ fältiger jedoch die Probleme gestellt werden, um so größer wird der Rechenaufwand 
_ und um so mehr lohnt sich dann der Einsatz elektronischer Rechenanlagen. 


Zusammenfassung der Verfasser. 


Danö, 8. and E. L. Jensen: Produetion and inventory planning in a fluetuating 


market. Metrika 1, 28—40 (1958). 


Modigliani und Hohn (dies. Zbl. 64, 395), ähnlich, jedoch mit kontinuier- 


 lichem Ansatz, schon E. Schneider (dies. Zbl. 18, 415) hatten das Problem, die 


2 7-1 
Gesamtkosten C = F(x,)+a 3 h, der Produktion und Lagerhaltung eines 
t= S t=1 


Gutes bei gegebenem Absatzplan für einen bestimmten Zeitraum zu minimalisieren, 


formuliert und für quadratische Kostenfunktionen F(x,) gelöst (x, = Produktion 


in der Teilperiode it des Zeitraumes, s, = Absatz in dieser Teilperione, h, — Lager- 


£ 
bestand an“-ihrem Ende, = X —S, X = = A 12 Sa RT 
=1 


a — Lagerkosten je Einheit des Gutes). Verff. zeigen, daß das Problerh in ein solches 


des ‚linear programming‘ übergeht, wenn die Kostenfunktion durch einen vom 
Nullpunkt ausgehenden, zur x,-Achse konvexen, positiven Streckenzug dargestellt 
wird, F(z,,) =a,x,, a, konstante Produktionskosten in der i-ten Teilstrecke, 
BZ < K,; mit 10 — Kapazitätsgrenze in der i-ten Teilstrecke. Zu minimalisieren ist 
T % T- 
jezt C= = 2%, +03 3 mit den Nebenbedingungen 
Ze] e=1 


A ES, Be Oldie 2 Ki I, 9, 
0<x,<K,. Die Berechnung kann nach der Simplex-Methode erfolgen. Das 
Modell ist aber so einfach, daß eine experimentelle Lösung durch Prüfung (‚‚inspec- 
tion“) möglich ist, was Verff. an einem Beispiel (Zigarrenproduktion) durchführen. 
Weitere Nebenbedingungen kommen in Frage, wenn z. B. die Lagerkapazität oder 
z. B. die Lagerhaltungsdauer für das Gut beschränkt ist. Bei gleichzeitiger Herstellung 
von mehreren Gütern (z. B. von zwei verschiedenen Zigarren), die sich in die Kapa- 


zitäten teilen müssen (z. B. Herstellung durch dieselbe Maschine), geht der zu mini- 
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malisierende Ausdruck z. B. über ». 
k n T-1i 
hen PT 


Dan = 


H. Härlen. 


Continuous mortality investigation. Immediate single annuities for term certain | 


and life thereafter: 1948—56 experience. J. Inst. Actuaries 85, 444—450 (1959). 


Es handelt sich um die Messung der Rentnersterblichkeit, wenn der Leibrente | | 


eine Zeitrente vorangeht, insbesondere um einen Vergleich mit der Sterblichkeit bei 
Leibrenten allein. BE. Zwinggi. 


Me@Guinness, John S.: A managerial game for an insurance company. ann | 


Res. 8, 196—209 (1960). 
Rufener, E.: Quasiarithmetische Mittelbildungen an Verbindungsrenten. Mitt. | 
Verein. schweiz. Versicherungsmath. 59, 241—250 (1959). 
Verf. setzt zunächst bei Verbindungsrenten mit gleichen Ausscheideordnungen für | 
die Barwertfunktion die Darstellungsmöglichkeit a (2,25, ,2,)=X1[® (21,23 ,2,)) | 


mit (£,&,...,£)={C voraus. In Verbindung mit geeigneten, der elementaren | i 


Analysis geläufigen Differentialoperationen ergibt sich » eindeutig entweder als | 


arithmetischer oder als exponentieller Mittelwert, welcher versicherungstechnisch | , 
gedeutet das Gesetz des gleichmäßigen Alterns zum Ausdruck bringt. Als |, 


Sterbegesetze ergeben sich zwangsläufig jenes von Gauß und jenes von Makeham. 
Die Untersuchungen werden ausgedehnt auf Verbindungsrenten mit verschie- 
denen Ausscheideordnungen. Als Ergebnis folgt für ® entweder ein gewogenes 
arithmetisches oder ein gewogenes exponentielles Mittel, so daß also » in den x 


nicht symmetrisch ist. In Verallgemeinerung des ursprünglichen Ansatzes für die | i 


Darstellung der Barwertfunktion der Rente gelangt Verf. zu der in der versiche- 
rungstechnischen Literatur als Differentialgleichung von Quiquet bekannten Bezie- 
hung. H. Jecklin. 


Feraud, Lucien: Sur les fondements de J’aetuariat et plus generalement des | 


applications des probabilites. Mitt. Verein. schweiz. Versicherungsmath. 60, 69—99 |! 
(1960). 
Verf. knüpft an die Darlegung früherer Arbeiten über den gleichen Gegenstand | 
an und führt diese weiter aus. Wenn man von experimentellen Erfahrungen und 


den aus den bezüglichen Resultaten sich ergebenden Ereignisverteilung ausgeht, so | " 


kann daraus keine für das Verhalten der Experimentierreihe aufschlußreiche Fol- 
gerung gezogen werden, ohne daß man — explizit oder implizit — auf die Regel von 
Cournot abstellt. Letztere muß aber mit der nötigen Vorsicht umschrieben und 
mit „Anwendungsvorschrift‘‘ versehen werden. Aus der Cournotschen Regel kann 
das Bernoullische Prinzip und weiter die Definition des wahrscheinlichkeitstheore- 


tischen Erwartungswertes hergeleitet werden. Verf. unterzieht Regel und Prinzip | 


einer kritischen Betrachtung, namentlich im Hinblick auf die gegen sie erhobenen 
Einwände. Schließlich wird auf die Unbestimmtheit eingetreten, welche der Regel 
von Cournot inhärent ist und gezeigt, daß das Wissen um dieselbe durchaus der |] 
bewußten Anwendung empirischer Regeln gleichkommt, auf welche jegliche Technik | 
angewiesen ist. So erscheint die Möglichkeit, die in Betracht gezogenen empirischen |! 
Regeln durch eine rationelle Methode auf gleich gelagerte Probleme zu übertragen, 
oft wie das Ergebnis einer individuellen Ansammlung früherer Erfahrungen, welche 
einer Analyse unzugänglich sind und folglich dem Wesen nach nicht übertragbar | 
wären. Beispiele zeigen, daß diese erkenntnis-theoretischen Überlegungen auch dem 
Gebiete der Versicherungsmathematik nicht fremd sind. E. Zwinggi. 


Klinken, J. van: Applications of tests based on the Poisson model. Internat. 
Z. Versicherungsmath. statist. Probl. soz. Sicherheit Nr. 3, 17—29 (1959). 


u 
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Verf. ergänzt seine Untersuchung über die Eignung des Poisson-Modells zur 
Behandlung versicherungs-statistischer Probleme in Nr. 2 der gleichen Zeitschrift 
(1958), indem er die Anwendung auf dieses Modell spezialisierter Testverfahren, ins- 
besondere des y?-Tests, an Hand von Beispielen aus der Sozialversicherung diskutiert. 

@. Friede. 

Benz, N.: Some notes on bonus distributions by life offices. J. Inst. Actuaries 86, 
1—9, discussion 10—29 (1960). 

Recent financial events have caused new problems to come before actuaries when advising 
on the finances of life offices and, in particular, on bonus distributions to wibh-profit policy- 


holders. These problems may be said very briefly to centre round the question of what circum- 
stances make it appropriate for an office to depart from normal procedures for distributing bonus. 


Finelli, J. J.: Installing eleetronie procedures — a progress report. J. Inst. 
Actuaries 86, 161—191, Abstract of the discussion 192—214 (1960). 


Geometrie. 


Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Bernays, Paul: Die Mannigfaltigkeit der Direktiven für die Gestaltung geometri- 
scher Axiomensysteme. Studies Logie Found. Math., Axiomatic Method, 1—15 
(1959). 

Nach einleitenden historischen Betrachtungen erläutert der Verf. an einer Reihe 
von Beispielen den Gedanken, daß es für geometrische Axiomensysteme keine Opti- 
malität schlechthin gibt, sondern höchstens Optimalität in bezug auf eine gewisse 
Zielsetzung, wobei es möglich ist, daß einzelne Zielsetzungen einander ganz oder 
teilweise ausschließen. Verf. unterscheidet in den Grundlagen der Geometrie drei 
Hauptforschungsrichtungen, die je für sich eine Mannigfaltigkeit von möglichen 
Zielsetzungen enthalten, und deren Gegenstände bzw. Ziele sich etwa durch die fol- 
genden Stichworte beschreiben lassen: 1. Kennzeichnungen der Bewegungsgruppen. 
2. Rückführung des Metrischen auf das Projektiv-metrische (Cayley, Klein). 3. 
Elementare Axiomatisierung der Kongruenzgeometrie. In einem Anhang wird 
als Beispiel für die dritte Richtung, mit dem speziellen Ziel, mit möglichst wenig 
Grundbegriffen auszukommen, eine Axiomatisierung der ebenen euklidischen Geo- 
metrie skizziert, die nur einen Grundbegriff (Punkt) und eine (dreistellige) Grund- 
relation (das Punktetripel-«a, b, c bildet bei b einen rechten Winkel) enthält. Die Rela- 
tionen kollinear, parallel, kongruent, zwischen werden mit Hilfe dieser Grundrelation 
definiert. F. Bachmann. 

Kövaes, C.: Sur les fondements de la g&ometrie. Gaz. Mat. Fiz., Bucuresti, 
Ser. A12 (65), 57—68,russ. und französ. Zusammenfassung 68 (1960) [Rumänisch]. 


C’est une vue d’ensemble sur le systeme d’axiomes de Hilbert. On indique les propositions 
principales qu’on peut d&montrer ä& l’aide de chaque groupe d’axiomes et l’on donne & titre 
d’exemples quelques d&monstrations. Enfin, on traite de la non-contradietion de la geomeötrie 


de Loba£efskij-Bolyai et de l’ind&pendence de l’axiome des parallöles. 
Französ. Zusammenfassung. 


Royden, H.L.: Remarks on primitive notions for elementary Euclidean and 
non-Euelidean plane geometry. Studies Logic Found. Math. Axiomatic Method, 
86—96 (1959). 

The author considers elementary systems D,L,% of paraboliec, ellipticandhyper- 
bolie geometry without the axiom of continuity and moreover the systems D*, &*, 40* 
obtained, respectively, from D, &, 4 by supplementing their axiom systems by a 
statement to the effect that (1) any line through a point inside a circle has a point 
in common with the eircle. The author shows, partly using the ideas of Menger 
and definitions of Pieri and Jenks, that (i) in /*, D*, and 70 order can be defined 
in terms of collinearity, (ii) ind, D, and % collinearity and congruence can be defined 
in terms of perpendicularity, (iii) in /*,D*, 70, but not in d and (P, perpendicularity 
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may serve as the sole primitive notion, (iv) in 70* collinearity may serve as the sole 
primitive notion. All the notions involved, of collinearity, order, congruence, and 
perpendicularity, coincide with ternary or quaternary relations among points. The 
proof of (iv) is partly semantie, in fact the equivalence defining perpendicularity 


in terms of collinearity is proved not in the system 4* itself, but in an arbitrary model 7 


of 70*. The reviewer would prefer a syntactic proof, which does not involve the repre- 
sentation theorem. Moreover, it should be noticed that in the proof of (iv) the author 
assumes without any referrences that in # the statement (1) is equivalent with the 
statement on the existence of parallels. Two more statements concerning elliptie 
geometry are found in the paper. Let us refer to one-half of the length of a straight 
line as the polar distance. Then (v) in /*, but not in Ö, the binary relation & of two 
points being at the polar distance may be used as the sole primitive notion, (vi) in 
the binary relation «’ of two points being closer than half the polar distance may be 
used as the sole primitive notion. W. Szmielew. 

e Tutaev, L. K.: Lobatevskijsche Geometrie. Projektives Modell. [Geometrija 
Lobatevskogo. Proektivnaja model’.] Minsk: Verlag der Staatlichen Belorussischen 
V.1I. Lenin-Universität 1959. 126 S. R. 4,20 [Russisch]. 

L’ouvrage presente est destine, suivant l’auteur, & servir de manuel dans un 
cours sur les fondements de la g&omeötrie a l’usage des etudiants des universites et 
des instituts pedagogiques. Il ne necessite que les connaissances elementaires de 
geometrie analytique. Il constitue un expose methodique et detaillE par la methode 
analytique de la g&eometrie de Lobatschewski sur un modele projectif, suivant les 
idees de F. Klein. Les axiomes qui sont ä la base de cette g&om6trie ne sont &nonc6s 
qu’apres coup et l’auteur se borne & verifier qu’ils sont bien satisfaits dans le modele 
presente. La premiere partie, la plus importante du livre, est consacree & la, geo- 
mötrie du plan de Lobatevskij; elle comporte sept chapitres: le premier donne 
les notions de geomeötrie projective qui seront utiles dans la suite, le second introduit 
la notion de congruence ou d’egalite, le produit scalaire de deux points, la distance 
de deux points, la mesure des angles; le troisitme traite des droites du plan, le qua- 
trieme des triangles: il comporte, entre autres choses, l’&tude de la somme des angles 
et les criteres de congruence des triangles; dans le cinquieme chapitre, apparaissent 
les courbes simples: cereles, courbes limites ou horiceycles, equidistantes; le sixieme 
chapitre est celui de la trigonome6trie tandis que dans le septieme sont &tablies les 
formules relatives & la longueur d’un arc ou & une aire plane et est expos& le systeme 
des axiomes sur lequel on peut construire la g&ometrie plane de Lobatevskij. La 
seconde partie, consacree a la geometrie dans l’espace, comporte quatre chapitres: 
le premier decrit la geome&trie projective dans l’espace, et les suivants definissent la 
congruence des figures, la distance de deux points, &tudient les droites et les plans, 
puis les spheres, les surfaces limites et les ‚„equidistantes“. La pr&sentation est 
soign6e, mais il subsiste un certain nombre de fautes d’impression. Ce livre sera utile 
aux futurs professeurs, en leur faisant comprendre le sens de l’oeuvre de Lobatevs- 
kij. M. Decuyper. 

Bitay, L.: Sur les triangles et tötra&dres non-euclidiens. Gaz. Mat. Fiz., Bucu- 
resti, Ser. A 10 (63), 391—402, französ. und russ. Zusammenfassung 402—403 (1958) 
[Rumänisch]. 

Verf. löst synthetisch folgende Aufgabe: Seien gegeben zwei beliebige Punkte 
A, B einer nichteuklidischen Ebene. Man soll drei Gebiete I, II, III dieser Ebene 
finden derart, daß jeder in einem dieser Gebiete angenommene Punkt C mit A 
und B ein Dreieck bildet, dem man einen Kreis, einen Horizykel oder eine Äquidi- 
stante umbeschreiben kann. Das entsprechende Problem wird für den Raum gelöst. 
Insbesondere wird bewiesen, daß in der nichteuklidischen Ebene jedem gleichseitigen 
Dreieck ein Kreis und im nichteuklidischen Raum jedem regelmäßigen Tetraeder 
eine Kugel umbeschrieben werden kann. M. Zacharias. 


167 


Elementargeometrie: 


Cavallaro, Vincenzo 6.: Note storico-bibliografiche e ecomplementi. Archimede 
12, 45—49 (1960). 

Mateeseu, C.: Quelques proprietes des isogonales. Gaz. Mat. Fiz., Bucuresti, 
Ser. A12 (65), 131—135, russ. und französ. Zusammenfassung 135 (1960) [Rumänisch]. 

Deaux, R.: Equation eubique et triangle. Mathesis 68, 37—42 (1959). 

In dieser Arbeit betrachtet der Verf. ein Dreieck in der Gauß-Ebene, dessen 
Scheitelpunkte Bilder der Wurzeln einer kubischen Gleichung mit komplexen 
Koeffizienten P(2) = a2? + 3qa,2?+3a,2 + a, = 0 sind. Er studiert die Bezie- 
hungen der charakteristischen Punkte des Dreieckes (wie des Schwerpunktes, der 
isodynamischen Mittelpunkte, des Mittelpunktes eines Umkreises usw.) mit Rück- 
sicht auf diese kubische Gleichung. J. Simek. 

Hecquet, J. et V. Thebault: Spheres adjointes d’un tetra&dre. Mathesis 67, 
125—131 (1958). 

In ihrer Arbeit konstruieren die Verff. drei besondere Quadrupel von Kugel- 
flächen eines allgemeinen Tetraeders und studieren deren Eigenschaften, insbesondere 
Beziehungen zum Monge-Punkt und zu den Brocard-Punkten. J. Simek. 

Riives (Rijves) 8. (Z.): Projektionseigenschaften des orthozentrischen Tetra- 
eders. Izvestija Akad. Nauk Estonsk. SSR, Ser. techn. fiz.-mat. Nauk 9, 69—74, 
deutsche Zusammenfassung 74 (1960) [Russisch]. 

Auf Grund von Hilfssätzen über die Eigenschaften des orthozentrischen Tetraeders beweist 
Verf. den Satz: Jedes vollständige Viereck A’ B’ 0’ D’ und die Strecke D’ .D’, die einen Scheitel 
mit einem beliebigen inneren Punkte des von den übrigen drei Punkten gebildeten Dreiecks oder mit 
dem einer der Scheitelecken der inneren Ecken dieses Dreiecks angehörenden Punkte verbindet, 
und den der Geraden D’ Dj angehörenden Punkt H’ kann man als Parallelprojektion des ortho- 
zentrischen Tetraeders A BC D, seiner Höhe D D, und des Orthozentrums H behandeln (Zeichn. 2). 
Auf Grund des bewiesenen Satzes kann man feststellen: 1. das Existenzgebiet der Projektion 
des Orthozentrums des orthozentrischen Tetraeders, 2. das Existenzgebiet der Projektion des 
Zentrums O der umschriebenen Kugel des orthozentrischen Tetraeders, wenn die Projektion des 
Tetraeders gegeben ist. Deutsche Zusammenfassung. 

Fiedler, Miroslav: Einige Sätze aus der metrischen Geometrie der Simplexe in 
euklidischen Räumen. Begriff des Raumes in der Geometrie, Ber. Riemann-Tagung 
Forsch.-Inst. Math., 157 (1957). 

Von jedem der #4 n(n + 1) Innenwinkel der (n — 1)-dimensionalen Seiten eines 
n-dimensionalen Simplexes sei vorgegeben, ob er ein spitzer, rechter oder stumpfer 
Winkel ist. Wann gibt es ein solches Simplex im (n + 1)-dimensionalen Euklidischen 
Raum ? Die- Aufgabe wird mit Hilfe der Graphentheorie behandelt. 

Wells, Franklin B. and Edward H. Cutler: A modification of a figure suggested 
by Boyd. Scripta math. 24, 339—343 (1960). 

Tek$e, K.: Bemerkungen zur Theorie der geometrischen Konstruktionen. Mat. 
Prosvescenie 4, 197—204 (1959) [Russisch]. 

In the paper some constructions of the centre of a given cirele only by means of the 
rulearegiven. E.g. atypicalresult isthe following theorem : Let an are ofa circle Kand 
its middle-point be given. Let the sinus or cosinus of the central angle of this arc be a 
known rational number. Then it is possible to construct the centre of k only by means 
oftherule. Note. In the construction 8° construction 1° cannot be used in prescribed 
way. Nevertheless the assertion is true, which follows e. g. from the second part of 
the proof. M. Sekanina. 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


Mandan, Sahib Ram: Harmonie inversion. Math. Mag. 33, 71—78 (1960). 

Die Absicht des Verf. ist die Einführung des Begriffs der harmonischen Inver- 
sion, d.h. eines Paars von komplementären Unterräumen in einem n-dimensionalen 
Raum, und dann eine Anzahl Eigenschaften als eine unmittelbare Folge der Defini- 
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tion dieser Operation abzuleiten. Die Existenz von Möbius-Simplexen, die einander 
sowohl ein- wie umgeschrieben sind, wird in einem Raum von ungerader Dimensionen- 
zahl festgestellt. Weitere Eigenschaften beziehen sich auf Zykeln und auf Gruppen 
von Inversionen. Ein gegebener Punkt und alle seine harmonisch inversen Punkte, 
d.h. alle Paare von entgegengesetzten Elementen eines Simplex in einem n-dimen- 
sionalen Raum, bilden einen Satz von 2" assoziierten Punkten derart, daß jede qua- 
dratische Mannigfaltigkeit, für welche das Simplex selbstpolar ist, die durch irgend- 
einen von diesen Punkten geht, durch alle von diesen geht. Den Schluß bilden Litera- 
turangaben. Hier ein Druckfehler: Der Verf. der letzten Arbeit heißt Coxeter, 
nicht Coxter. M. Zacharias. 


Todd, J. A.: On representations of the Mathieu groups as collineation groups. 
J. London math. Soc. 34, 406—416 (1959). 

It was proved by H. S.M. Coxeter (this Zbl. 82, 362) that the Mathieu group 
M,, is the group of collineations in the projective space of five dimensions over the 
field of three elements which leaves invariant a certain configuration of twelve points. 
There are twelve primes which contain none of these twelve points, and so M,, can 
be represented as a group of permutations of these twelve primes. This is 5-tuply 
transitive, butisnot equivalent to the representations on the twelve points. The same 
considerations show that M,, has an outer automorphism, a fact which was observed 
by Frobenius [S.-Ber. Preuß. Akad. Wiss., Berlin 1904, 558—571 (1904)]. From 
the 24 elements comprising the 12 points and 12 primes, a Steiner system © (5,8,24) 
is formed, and M,, is the automorphism group of this, as was shown by Witt (this 
Zbl. 19, 251). A configuration of 24 points is then set up in projective space of eleven 
dimensions over the field of two elements. Each octad of the Steiner system © 
(5,8,24) corresponds to eight linearly dependent points. The elements of M,,, regarded 
as permutations of these 24 points, are collineations. N. Blackburn. 


Alda, Väclav: Les reseaux de coniques. Czechosl. math. J. 7 (82), 48—55 
russ. Zusammenfassung 56 (1957). 

Die Aussage, daß ein Netz von Kurven 2. Ordnung A fh +Ahh+tAh=0 
(f; = quadratische Formen in %,,%,,%) als Gesamtheit der Polarkegelschnitte 
einer Kurve 3. Ordnung aufgefaßt werden kann, gilt nur „im allgemeinen‘; ein ein- 
faches Gegenbeispiel wird durch fi = 2, %,, = 22 — 22,2%, =x? geliefert. 
Für die Gültigkeit der in Rede stehenden Aussage werden folgende drei notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen angegeben: 1. Die durch Nullsetzen der Funk- 
tionaldeterminante Alf, fa, Fz)/ 1; &g, 23) = I (X, %, %) bzw. der Diskriminante 
D(}, Ag, A3) des allgemeinen Netzkegelschnitts erklärten Kubiken müssen projektiv 
äquivalent sein; 2. J darf nicht identisch verschwinden; 3. das Netz muß zwei Doppel- 
geraden enthalten, falls J — 0 in zwei Geraden zerfällt. W. Wunderlich. 


Jacob, M.: Les coordonnees polaires tangentielles et leurs applications. Mem. 
Publ. Soc. Sci. Arts Lettr. Hainaut, Volume hors Serie, 211—215, 1 Tafel (1958). 


Verf. behandelt die Konstruktion und einige Eigenschaften von ebenen Hüll- 
kurven, deren Tangenten durch eine Gleichung p = f(x) in den Polarkoordinaten 
ihrer Lotfußpunktkurve gegeben sind, d. h. durch eine Beziehung zwischen dem Ab- 
stand p von einem festen Punkt und Winkel «+ 47 zu einer festen Richtung. 
(p, &) werden in dieser Verwendung ‚coordonnees polaires tangentielles‘“ genannt. 
Falls f hinreichend gutartig ist — Verf. unterstellt stillschweigend zweimalige Diffe- 
renzierbarkeit —, sind Fußpunktkurve, Hüllkurve und deren Evolute so überra- 
schend einfach punktweise zu berechnen und zu zeichnen (ebenso Krümmungsradius 
und Bogenelement), daß man sich fragt, warum nur elementare Beispiele gebracht 
werden. In der kinematischen Praxis, aus der die Methode entwickelt ist, soll die 
Auswertung immer noch erhebliche Schwierigkeiten bereiten; man begnügt sich mit 
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Näherungslösungen in Form von Kreisbogenstücken. Die Möglichkeit einer Verall- 
gemeinerung auf Hüllflächen im Raum wird nur oberflächlich umrissen. 
H. Germer. 

Pisl, M. und J. Novotny: Die Fußpunktkurvenbewegung. Pokroky Mat. Fys. 
Astron. 4, 529—537 (1959) [Tschechisch]. 

Unter Verwendung der komplexen Darstellung (Minimalkoordinaten) werden 
bekannte Eigenschaften der schiefen und normalen Fußpunktkurven einer gegebenen 
Kurve abgeleitet, insbesondere die Ähnlichkeit der oo! Fußpunktkurven mit ge- 
meinsamem Pol, die Tangentenkonstruktion u. a. Für die damit zusammenhängende 
Bewegung eines starren Winkels in der Ebene, von welchem ein Schenkel durch einen 
festen Punkt geführt wird, während der andere an einer festen Kurve entlanggleitet, 
wird das Polkurvenpaar bestimmt und dessen Wälzeigenschaft nachgewiesen. Ab- 
schließend wird noch die symmetrische Rollung gestreift, deren Punktbahnen be- 
kanntlich mit den Fußpunktkurven der Rastpolkurve durch zentrische Verdopplung 
zusammenhängen. W. Wunderlich. 


Algehraische Geometrie: 


Rionero, Mario: Curve algebriche piane e trasformazioni quadratiche. Peri- 
odico Mat., IV. Ser. 37, 110—115 (1959). 

Einfache Beispiele für die quadratische Transformation ebener algebraischer 
Kurven auf solche niedrigerer Ordnung. W. Engel. 

Aueoin, €. V. and N. €. Perry: On the relation of perfect points to a Fibonacei 
sequence. Univ. nac. Tucumän, Revista, Ser. A 12, 7—10 (1959). 

Application de la methode de L. Godeaux (Les involutions cycliques apparte- 
nant & une surface algebrique, ce Zbl. 13, 413) a l’Etude de la structure d’un 
point uni isol& d’une homographie plane cyclique. L. Godeauz. 


Morelock, J. C., N. C. Perry and W. R. Hutcherson: Fibonacci sequence applied 
to quadratie transformations. Univ. nac. Tucumän, Revista, Ser. A 12, 81—84 (1959). 

Application & un cas particulier de la recherche de la structure d’un point uni 
isol& d’une homographie plane cyclique suivant la methode de L. Godeaux (Les 
involutions cycliques appartenant ä& une surface algebrique, ce Zbl. 13, 413). 

L. Godeaux. 

Nagata, Masayoshi: Remarks on a paper of Zariski on the purity of branch loci. 
Proe. nat. Acad. Sci. USA 44, 796—799 (1958). 

In der vorliegenden Note wird gezeigt, daß die Hauptsätze der im Titel genann- 
ten Arbeit Zariskis (dies. Zbl. 87, 357) für alle Grundkörper % gelten, nicht nur für 
Körper von Charakteristik 0 und vollkommene Körper von Primzahlcharakteri- 
stik. Gleichzeitig wird der Grund aufgedeckt, der die direkte Anwendung der Methode 
Zariskis bei unvollkommenen % ausschließt. Außerdem wird für den Fall der Grund- 
körpercharakteristik 0 ein Theorem bewiesen, das unter gewissen Derivationsbedin- 
gungen einen Stellenring als regulär erkennen läßt und für ihn ein System von uni- 
formisierenden Koordinaten liefert. In der Terminologie schließt sich Verf. nicht an 
Zariski sondern’ an eigene Arbeiten an [Amer. J. Math. 80, 382—420 (1958)]. Des- 
wegen kann hier aus Platzmangel nicht auf Einzelheiten eingegangen werden. 

W. Krull. 


Vektor- und Tensorrechnung. Kinematik: 


e Borisenko, A. I. und I. E. Tarapov: Vektoranalysis und Elemente der Tensor- 
rechnung. [Vektornyj analiz i nalala tensornogo iseislenija.] Char’kov : Verlag der 
Universität Char’kov 1959. 238 S., R. 5.40 [Russisch]. 

Dieses Lehrbuch ist für Studenten technischer Hochschulen geschrieben, 
welche Aerohydromechanik, Elastizitätstheorie und gewisse andere Gegenstände 
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mit Hilfe der Tensorrechnung studieren müssen. Es enthält alle grundlegenden 
Entwicklungen aus der Vektor- und Tensoralgebra einschließlich der Integralsätze, 
sowie eine Reihe von Aufgaben aus der Anwendung der Tensorrechnung in der Me- 
chanik der deformierbaren Medien. Verff. beschränken sich dabei auf die elementarsten 


Begriffsbildungen mit besonderer Berücksichtigung der physikalischen Bedeutung | 


der Tensorrechnung. Die Frage der allgemeinen Definitionen des Tensors und in Ver- 
bindung damit des kovarianten Differenzierens ist daher nicht behandelt. Das Buch 
ist sehr leicht und übersichtlich geschrieben. Es eignet sich für den angegebenen 
Zweck ausgezeichnet. Es ist in vier Kapitel gegliedert (Grundlegendes aus der Vek- 
toralgebra, Begriff des Tensors und das Gesetz der Umwandlung seinerKomponenten, 
Tensoralgebra, Vektor- und Tensoranalysis). Das Buch ist technisch gut ausgestattet, 
in Karton gebunden, enthält aber weder Sach- noch Namenregister. 
T. P. Angelitch. 

Müller, Hans Robert: Zur Ermittlung von Hüllflächen in der räumlichen Kine- 
matik. Monatsh. Math. 63, 231—240 (1959). 

Methodisch anschließend an zwei frühere Arbeiten über die Bestimmung von 
Hüllkurvenpaaren in der ebenen Kinematik (dies. Zbl. 51, 151) und in der sphärischen 
Kinematik [Arch. der Math. 6, 471—480 (1955)] wird gezeigt, daß die Ermittlung von 
Hüllflächen bei einem beliebigen einparametrigen räumlichen Bewegungsvorgang auf 
die Lösung einer vektoriellen linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
hinauskommt. Deren homogener Teil kann mittels einer geeigneten Transformation 
(nach Lösung einer einfachen linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung) 
auf eine gewisse verallgemeinerte (partielle) Riccatische Differentialgleichung zurück- 
geführt werden. Verschiedene Angriffsmöglichkeiten dieser Gleichung werden er- 
örtert. Besonders wird der zuerst von G. Koenigs (M&m. Acad. Sci. Inst. France 
35, 2.Ser., Paris 1914, Nr. 1, 1—215) studierte Fall der räumlichen Bewegung mit 
zwei Gleitkurven behandelt und vor allem der (auch technisch wichtige) Fall des 


Hypoidgetriebes, bei dem zwei einschalige Hyperboloide als Achsenflächen auf- 


einander schroten. K. Strubecker. 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Mihäileseu, Tiberiu: Geometrie differentielle affine des courbes planes. Cze- 
chosl. math. J. 9 (84), 265—286, russ. Zusammenfassung 287—288 (1959). 


Zunächst wird unter Zuhilfenahme der Cartanschen Methode des beweglichen 


Zweibeins der Formalismus einer gegenüber der vollen affinen Gruppe invarianten 
Differentialgeometrie ebener Kurven entwickelt. Durch invariantentheoretische 
Schlüsse gewinnt Verf. dabei für eine beliebige Kurve (' eine invariante Pfaffsche 
Form, d.h. eine infinitesimale Invariante 9 von der vierten Differentiationsordnung 
sowie eine (endliche) Invariante / von der fünften Differentiationsordnung, welche 
als (mit geeignetem Vorzeichen versehenes) Quadrat des ‚Affinlängenelements“ 
bzw. der „Affinkrümmung‘ von (© bezeichnet werden. p und / lassen sich mit Hilfe 
des C fünfpunktig berührenden Schmiegkegelschnitts und der C vierpunktig berüh- 
renden Schmiegparabel geometrisch deuten; außerdem gelten (nach geeigneter Nor- 
mierung) Ableitungsgleichungen von relativ einfacher Bauart. Auf diese Weise findet 
Verf. (mit Ausnahme eines nicht diskutierten Grenzfalles) alle bekannten ‚‚affinen“ 
W-Kurven, für welche er noch ein sog. ‚„‚Affinzentrum‘‘ definiert. Schließlich werden 
unter Benutzung der Schmiegparabeln ein affininvariantes ‚Verhältnis‘ dreier belie- 
biger Punkte der Kurve (angegeben sowie die Affinevoluten und die affinen Parallel- 
kurven diskutiert. K. Leichtweiß. 


Melzi, Giovanni: Trasformazioni puntuali fra due spazi affini a n dimensioni, 


aventi meno di oo” „affinita“ tangenti. Ist. Lombardo Accad. Sei. Lett., Rend., Sei. 
mat. fis. chim. geol., Ser. A 92, 612—620 (1959). 
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L’A. interpreta una trasformazione puntuale 7 fra due spazi affini a n dimensioni 
come una varieta V,, dello S,, prodotto cartesiano degli spazi suddetti: l’affinitä 
tangente alla 7 in una coppia di punti omologhi ha per immagine lo spazio tangente 
a V, nel punto corrispondente. Perciö la determinazione delle 7’ con meno di oo” 
affinitä tangenti viene ricondotta alla determinazione delle V,, di S,, con meno di oo” 
spazi tangenti, di cui !’A. si & gi& occupato in altro lavoro (questo Zbl. 84, 182). 

P. Buzano. 

Backes, F.: Sur les surfaces pseudosphe6riques et leur extension en geometrie 
projeetive. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 44, 457—465 (1958). 

Verf. beweist zunächst: Haben zwei W-Strahlensysteme, die zugleich Normalen- 
systeme sind, eine Brennfläche P gemeinsam, so hat diese konstantes Krümmungs- 
maß. Die zweiten Brennebenen der Strahlensysteme schneiden sich in den Normalen 
n von P. Die Torsen des Systems n schneiden P in einem konjugierten Netz (das 
System ® ist zu P konjugiert). Verf. erhält eine projektive Verallgemeinerung der 
Konfiguration durch die Forderung, daß zwei W-Strahlensysteme eine Brennfläche 
P gemeinsam haben und die Schnittgeraden der zweiten Brennebenen ein zur Fläche 
P konjugiertes System bilden. Sind O,, P, O, die Brennpunkte der W-Systeme und 


ı ist O, der konjugierte harmonische Punkt von P bezüglich der Brennpunkte des 


Systems der Schnittgeraden der zweiten Brennebenen, so sind die Kongruenzen 
(0, O,) und (P O,) doppelt stratifizierbar. W. Haack. 

Barner, Martin und Wendelin Degen: Über sich schließende Figuren asympto- 
tisch transformierter Kurven und W-transformierter Flächen. Math. Z. 71, 361—379 
(1959). 

Verff. konstruieren einparametrige Scharen von n-Ecken im 3-dimensionalen 
projektiven Raum derart, daß die Bahnkurven benachbarter Eckpunkte asympto- 
tisch-transformierte voneinander sind; d.h. die Bahnkurven sind Asymptoten- 
linien der Regelfläche, die von der verbindenden n-Eck-Geraden erzeugt wird. Aus- 
gehend von einer 4-Eck-Schar der genannten Art ergibt sich ein linearer Komplex mw. 
Verff. nennen projektive Bewegungen, deren Bahnkurven mw angehören, projektive 
Schiebungen. Sind x, y zwei feste Punkte des bewegten Systems einer Schiebung 
und gehört die Gerade (x, y) zu iv, so erzeugen x, y bei der Schiebung asymptotisch 
transformierte Kurven. Aus diesem Ergebnis lassen sich leicht n-Ecke der gesuchten 
Art auffinden. — Die bewegten 5-Ecke der gesuchten Eigenschaft zerfallen in zwei 
Scharen, deren eine sich aus Schiebungen gewinnen läßt, deren andere Bahnkurven 
besitzt, die einem festen linearen Komplex angehören. In diesem Fall berühren die 
Tangenten der Bahnkurven der Ecken jedes Fünfecks eine Quadrik. Zu jeder dieser 
beiden Klassen lassen sich auch n-Ecke konstruieren. Die beiden zur Erzeugung der 
n-Eckscharen dienenden projektiven Bewegungen lassen sich zusammensetzen, so daß 
ein geschlossenes System von Flächen entsteht, wobei jede Fläche Brennfläche der 
anliegenden Verbindungskongruenzen ist. Setzt man das bewegte n-Eck aus Kom- 
plexkurven in das System einer Schiebung ein, so entsteht eine geschlossene Figur 
aus n W-Strahlensystemen. Daraus ergibt sich schließlich eine vollständige Bestim- 
mung geschlossener W-transformierter Flächen der Periode 5. W. Haack. 

Barner, Martin: Über geschlossene Laplace-Ketten. Arch. der Math. 9, Fest- 
schrift Hellmuth Kneser, 366—377 (1958). 

Nach Aufstellung eines vollständigen Systems Pfaffscher Formen wird gezeigt, 
daß nach Vorgabe der Anfangspunkte x, Ü =(,...,n) allgemeiner Lage in einem 
R.(k<n) die Netzflächen einer Laplace-Kette der Periode n + 1 eindeutig im R, 
bestimmt sind. Zu jeder Kette der Perioden + lim R, gibt es eine bestimmte Kette 
gleicher Periode im R, mit den gleichen Pfaffschen Formen. Jede geschlossene Kette 
der Periode n + 1 läßt sich durch Projektion bzw. durch Schnitt aus einer geschlosse- 
nen Kette des R, gewinnen. Die durch Schnitt mit einer Hyperebene gewonnene 
Kette ist derjenigen, die durch Projektion auf die Hyperebene gewonnen wird, 
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einbeschrieben. Verf. untersucht gewisse Symmetrieeigenschaften der Laplace- 
Invarianten solcher Ketten. Als Beispiel werden Ketten der Periode n +1 des 
(n — 1)-dimensionalen Raumes betrachtet, zu denen die Ketten der Periode 5 des 
R, gehören. W. Haak. 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Nagano, Tadashi: The conformal transiormation on a space with parallel 
Ricei tensor. J. math. Soc. Japan 11, 10—14 (1959). 

Continuing his work published in the same Journal (thisZbl. 81, 158) the author 
establishes the following theorem. Let g and g’ be two complete Riemannian metrics 
on a manifold M of n > 2 dimensions, such that the Ricci tensor of each of them 


is parallel, i. e. Chr — (), where CO is the conformal curvature tensor. Then, if 


g and g’ are conformal: g’ = gg, they are either homothetic, i.e. p is constant, or ” 


(some connected component of) M with metrice g (and with g’ also) is isometrie to 
the sphere. The proof is given for successive cases and it is shown that certain results 
of Yano-Nagano and Tanaka are special cases of this theorem. D. J. Struik. 


Dalla Volta, Vittorio: Varietä geodetiche nello spazio di Siegel-Hua. Ann. Mat. 
pura appl., IV. Ser. 46, 19—42 (1958). 

The author proves first the following lemma: In a symmetric Riemannian 
space V let us consider a totally geodesic, locally euclidean submanifold V’ and the 
totality /’ of geodesics of V’ with a given direction, then there exists a group of 
transvections of V whose trajectories are precisely the geodesics of /', inthe manner 
that V’ is the locus of geodesics of V which are trajectories of the transvections. 
Applying this lemma, he continues studies on totally geodesic manifolds in Siegel- 
Hua spaces previously made by himself (this Zbl. 67, 395). A Siegel-Hua space means 
the Riemannian manifold of 4 p (p + 1) dimensions (p > 1) with complex structure 
which is constituted by such a unique chart that admissible coordinates in it are 
the elements of.a complex symmetrie matrix of order pZ=X-+ı Y=Z, 
(Z_, means the transposition of Z), with the condition that Y be matrix of a positively 
definite quadratic form. The metrie in the space is Kählerian and given by 


de tel dZ Fi d2). The author exhibits also families of such totally geodesic 
manifolds previously not obtained. 4A. Kawaguchi. 


Obata, Morio: Affine connections on manifolds with almost complex, quaternion 
or Hermitian structure. Japanese J. Math. 26, 43—77 (1957). 

In a first chapter, the author deals with the integration theory of quaternion 
structures, defined by two complex-analytic complex structures. The discussion 
follows the usual Kähler pattern, it is given only in the analytic case. In a second 
chapter, all affine connections belonging to a quasi-complex structure are con- 
structed in an interesting way. The whole reasoning becomes much clearer if one 
uses matrix formalism instead of the tensor calculus used by the author. A tensor 
Pr defines three matrices P', P;., P.x, where the missing indices are the matrix” 
indices. The quasicomplex structure is given by a matrix ®, 82 = — I. Then define 
all possible transformations of the P-matrices by the non-singular transformation ®, 
® P‘®t). In the corresponding operations ®,, ®%, ®,, — is replaced by +. Bya 
simple matrix identity it is seen that P,.—=®,@;. has a solution if and only if 


0 
®; P;. = 0. From this it follows that for a given affine connection J'the connection 


0 
T=I'+ A belongsto g (i. e. pis covariant constant for /') if and onlyif 8, A;,. —= 0. 
The Nijenhuis tensor is derived from the torsion tensor S of any connection belonging 
tooby N=29,9,8. Since from any g-connection with torsion tensor $ one 
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" may construct another g-connection with torsion ®, 8, it follows a simple proof of 
| the fact that 4 N is always the torsion of a p-connection. f N = 0), a g-connection 
is reflexive (TH = 1% is also a o-connection) if and only if ®&,S$ = 0. The whole 
formalism and the results carry over to quaternion manifolds, where one introduces 
three sets of operations which satisfy strong commutation laws. A Hermitian structure 
on a quasi-complex manifold is given by a metric tensor G = (g,,) with BGB —=4@. 
Here the corresponding operations Aı Pj.—=4(P; —@ P,.@) and Aa commute 


with 8, and d,. Given any metric connection ]', EYE + A is a metric p-connec- 
tion if and only if ©, A—= A, A —=(, or alternativelyifthere exists Bwith A =®, A, B. A 


tensor 8 is the torsion tensor of a metric g-connection if and only if sh = — S%, 
28,DB;S—=N,28SA®=-—-©. A standard tensor, function of N and d, is found which 
always is the torsion tensor of some metrie p-connection. As an application, it is shown 
that in a Kähler quaternion manifold the Ricci curvature vanishes [this result has 
also been obtained by the reviewer, Bull. Res. Council Israel, Sect. A 6, 94—102 (1957) ]. 
H. Guggenheimer. 


Ishihara, Shigeru: On holomorphie planes. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 47, 
197—241 (1959). 


The notations used here are those introduced in the above review. Given a 
quasi-complex structure, an holomorphic r-plane is a submanifold of 2 r dimensions 
invariant under ®. A o-connection satisfies the axiom of holomorphic r-planes if 
the tangent spaces of the holomorphic plane are all parallel with respect to the 
connection. A symmetric p-connection satisfies the axiom if and only if for its projec- 
tive curvature tensor®, P..;” = 0. Ifthe Nijenhuis tensor vanishes, the result may 
be formulated in terms of the Riemannian curvature. For manifolds with finite first 
Betti group, much more can be said for Hermitian structures. As an example, a half 
symmetric p-connection satisfying the axiom is studied on 8°. H. @uggenheimer. 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


e Hadwiger, H. und H. Debrunner: Kombinatorische Geometrie in der Ebene. 
(Monographies de L’Enseignement mathematique. No. 2.) Geneve: Institut de 
Mathematique, Universite, 1960. 122 S. sFr. 20,—. 

Das Buch ist aus einer früheren Arbeit der beiden Verff. (dies. Zbl. 66, 165; 
77, 359) hervorgegangen. Aus den 37 Problemen mit Lösungen sind jetzt 98 geworden. 
Zu den seinerzeit behandelten Themen (Inzidenzaussagen über Punkte, Geraden und 
Kreise; Punktmengen mit ganzzahligen Distanzen und kommensurablen Winkeln; 
Hüllenbildung und Separierbarkeit; Hellyscher Satz mit Varianten; Überdeckungs- 
probleme) kommen zunächst weitere Überdeckungssätze, z. B. das Spernersche 
Lemma und der Lebesguesche Pflastersatz für die Ebene. Es folgen Sätze über Ei- 
bereiche und über die Verteilung der Distanzen in ebenen Punktmengen sowie einige 
einfache Paradoxien, z. B. der Satz, daß sich ein Eibereich nicht in zwei kongruente 
disjunkte Teilmiengen zerlegen läßt mit dem kurzen Beweis von D. Puppe. Daran 
schließt sich ein Kapitel mit rein kombinatorischen Sätzen, die u.a. auf Graphen 
angewandt werden, z. B. die von H. Weyl als Heiratsproblem bezeichnete Aufgabe 
und die von van der Waerden gefundene ‚Perle der Zahlentheorie‘“. Das Buch 
schließt mit weiteren Sätzen vom Hellyschen Typ. Einige Fragen, die in der oben 
genannten Arbeit offen blieben, konnten seitdem gelöst werden. Derartige Lösungen, 
z.B. von Danzer und Grünbaum, sind in das Buch aufgenommen. Die Beweise 
verwenden nur einfache elementargeometrische und punktmengentheoretische Hilfs- 
mittel. Einige sind nach Auffindung der geeigneten Kunstgriffe sehr einfach, andere 
ziehen sich über einige Seiten hin. Ein ausführliches Literaturverzeichnis (115 Arbei- 
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ten) berücksichtigt auch die neueste Entwicklung. Das Buch eignet sich vorzüglich 
für Proseminare und (bei Heranziehung der angegebenen Originalliteratur) Seminare. 
H. Lenz. 

Bouligand, 6.: Sur les transformations conservant les volumes. Ann. Mat. 
pura appl., IV. Ser. 48, 353—359 (1959). 

Verf. bespricht zunächst verschiedene mögliche Ansätze bei der Formulierung 
und Behandlung der Frage nach volumtreuen Abbildungen im dreidimensionalen 
Raum. Sodann wird eingehender erörtert der Fall differenzierbarer, im kleinen ein- 
eindeutiger Abbildungen x = f(u, v, w), y = g(u, v, w), z=z(u, v, w). Dabei kann 
fund g vorgegeben sein, und z hat dann der Bedingung zu genügen, daß die Funk- 
tionaldeterminante der f,g,2 nach den u, v, w gleich 1 ist. Der ‚‚Faserung‘‘“ eines 
Quadersim (x, y,2-)Raum durch Parallelen zur z-Achse entspricht dann eine ebensolche 
des Bildbereiches. Daher kann man, statt f und g vorzugeben, eine Zuordnung von 
Fasern im Ur- bzw. Bildbereich zugrunde legen, bei welcher für gewisse Fasermengen 
ein invariantes Maß (Volumen) erklärt ist. Die Frage nach Problemstellungen mit 
eindeutiger Lösung wird gestreift. Den Schluß bilden einige Bemerkungen zur Me- 
chanik der Kontinua. Otto Haupt. 

Marchaud, Andre: Convexite et connexite lineaire. C. r. Acad. Sci., Paris 249, 
2141— 2143 (1959). 

Es sei Z, der n-dimensionale projektive Raum (n > 1). Eine Teilmenge M 
von HE, heiße ‚linear zusammenhängend‘“ (lineairement connexe), wenn mit zwei 
Punkten x’,x’’€ M auch (mindestens) eine der beiden, &° und x” verbindenden 
Strecken zu M gehört. Ferner heißt MCH, ‚platt‘ (plat), wenn M in einem 
(n — 1)-dimensionalen linearen Unterraum von HE, (einer Hyperebene) enthalten ist. 


Mit M wird die abgeschlossene Hülle von M bezeichnet. — Es gilt: Es seien 8’, 8” 
nicht platt und linear zusammenhängend sowie komplementär. Dann ist: (1) Ent- 


weder S’ und 8’ ein ausgearteter konvexer Körper; und der gemeinsame Rand R 
von 8’ und 8” ist Vereinigung zweier Hyperebenen; (2) oder genau eine der S’ und 


$" ist ein (eventuell ausgearteter) konvexer Körper; (3) oder R ist eine (eventuell 
ausgeartete) (n — 1)-dimensionale Regelfläche 2. Ordnung. — Der Beweis wird in 
Kürze dargelegt. Otto Haupt. 

Zaguskin, V.L.: Über umbeschriebene und einbesehriebene Ellipsoide extre- 
malen Inhalts. Uspechi mat. Nauk 13, Nr. 6 (84), 89--93 (1958) [Russisch]. 

Sei M eine n-dimensionale beschränkte Punktmenge im n-dimensionalen affinen 
Raum. Verf. beweist die Eindeutigkeit folgender Ellipsoide: des M umbeschriebenen 
Ellipsoides kleinsten Volumens, des (konvexem) M einbeschriebenem Ellipsoides 
maximalen Volumens und des (konvexem) M einbeschriebenen Ellipsoid maximalen 
Volumens und vorgeschriebenen Mittelpunkts. Verf. bemerkt, daß nach Einreichung 
seiner Arbeit eine Note von L. Danzer, D. Laugwitz und H. Lenz (dies. Zbl. 78, 
358) erschien, die die gleichen Resultate enthält. D. Laugwitz. 

Santalö, L. A.: Eine neue Affininvariante für ebene und räumliche konvexe 
Figuren. Math. Notae 16, 78—-91 (1958) [Spanisch]. 

Sei KCR" konvex, 9—4A,(p) seine Breitenfunktion V, (K) das Volumen. 


Verf. beweist: a) J(X) = N Ardo RR — dim (RK), I" De. 
Halbkugel 
m-3)/4 
x Affinkrümmung, dA Affinlänge, j. m ®, n—3, k Gaußsche Krümmung, 


m komplex, sind modular-affine Invarianten. b) #-1/(n — 1)!n!<J(K):- V(K)< 
0,2:20@+2 .n-!, wobei O„ die Oberfläche der n-dimensionalen Einheitskugel 
bezeichnet. ce) K Ellipsoid > J(K): V(K) = 0,2: 2-"+D n-1. d) K Dreieck, 
Tetraeder > J(K)-V(K)=35 und vermutet J(K): V(K)> a, VEK,Vn. 

K. Legrady. 
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 _ Weston, J. D.: Some theorems on eluster sets. J. London math. Soc. 33, 435 — 
441 (1958). 
Collingwood’s theorems (this Zbl. 77, 285) are generalized in abstract forms. 
Let T and Z be topological spaces, and U, denote the class of all neighborhoods of a 
point tET. er a function which maps a subset 7, of T into Z, and, for any set 
SCT, put f($)= {fit);teE T,N 8}. The cluster set of fat tE T is defined by 
etz) = Zn Mm ), and, for a set ACT, the boundary cluster set is defined 
t 
Affen Ten i : : 
kyCatfen- De... C(f;a). Theorem 1: Suppose that Z is a metrizable 


space which can be covered by a sequence of compact sets. Let S be a non-empty 
subset of 7’, and suppose that a,subset A, of 8 is associated with each point s of 8 


in such a way that s€ A,. Let f be any function that maps a subset of T into Z. 
Then $ has a residual subset $, such that O4s(f;s) = C(f; s) for all se 8,. Next 
consider the case in which T is a topological product XxY. Set 7,= {®, y); 


ye Y} and define O,(f; (&, y)) = AR, f{Y,N DV), where t= (z,y). Theorem 2: 


Suppose that Z is a locally compact metrizable space which has the Lindelöf cover- 
ing property, and that Y satisfies the first axiom of countability. Let B be a non- 
empty setin Y, and let f be a function, with values in Z, such that f(x, b) is defined, 
and depends continuously on x, for each ze X and each be B. Then for each 
y€ Y there is a residual set A (y) in X such that O,(f; (x, y)) = O(f; (x, y)) for all 
x€ A(y). This theorem is applied to find points of continuity of a function f(x, y) 
which depends continuously on each variable separately. M. Ohtsuka. 


Papie, Pavle: Sur les espaces H-fermes. Periodicum math.-phys. astron., 
II. Ser. 14, 135—140 (1959). 

Es ist bekannt, daß in einem H-abgeschlossenen Raum Z folgende Bedingung 
gilt: (x) zu jedem unendlichen X CE existiert ein Punkt «€ E, derart, daß für 


jede Umgebung V von a die Menge X n V von der gleichen Mächtigkeit wie X ist. 
In Beantwortung einer von P. Alexandroff gestellten Frage beweist der Verf., daß 
die Bedingung («&) für die H-Abgeschlossenheit eines Hausdorffschen Raumes nicht 
hinreichend ist. Ein Raum E genügt dem Trennungsaxiom T',, wenn es zu jedem 
a€ E und zu jeder Umgebung V von a eine Umgebung W von a gibt, derart, daß 


W im offenen Kern von V enthalten ist. Ein Hausdorffscher T,-Raum ist dann und 
nur dann H-abgeschlossen, wenn er der Bedingung («) aan In einem H-abge- 
schlossenen T,-Raum existieren stetige nichtkonstante reelle Funktionen. 

F. Albrecht. 


Pervin, William J. and Norman Levine: Conneeted mappings of Hausdorff 
spaces. Proc. Amer. math. Soc. 9, 488—496 (1958). 

Let K and K* be Hausdorff spaces and let f({X)CK* be a single-valued con- 
nectedness-preserving mapping. The following are N theorems from the paper. 
If K is locally connected and satisfies the first axiom of countability, then f is con- 
tinuous at a point pe K if, and only if, lim f(p,) exists in K for each sequence 
?,„>%P. EEK is also compact and satisfies the first axiom of countability, then for 
each p€ K the set L(f; p) is connected, where L(f; p) is the set ofall p*€ K* such 
that p* =lim f(p,) for some sequence 9,—P. W.R. Ute. 


Ponomarev, V.: Open mappings of normal spaces. Doklady Akad. Nauk SSSR 
126, 716—718 (1959) [Russisch]. 

Diese Arbeit schließt an eine frühere Note des Verf. an (dies. Zbl. 86, 367; für 
die im folgenden gebrauchten Bezeichnungen siehe dort, vgl. auch dies. Zbl. 81, 
166). Verf. beweist die folgenden Aussagen: Ist f eine (mehrwertige) vollständige, 
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stark stetige, offene Abbildung eines normalen Raumes X auf einen normalen 


Raum Y, dann ist ihre eindeutig bestimmte stark stetige Fortsetzung ff von PX 
auf $ Y offen. Insbesondere gilt das, wenn f eine eindeutige, stetige, offene und abge- 
schlossene Abbildung ist, bei der die Urbilder aller Punkte von Y kompakt sind; 
ist dann außerdem X reell-kompakt [d.h. ein Q-Raum im Sinne von Hewitt, 


dies. Zbl. 32, 286; vgl. auch S. Mröwka, Bull. Acad. Polon. Sei., Cl. III 4, 479—481 | 


(1956); dies. Zbl. 71, 383], dann ist auch Y reell-kompakt. Ferner werden Verschär- 
fungen der beiden ersten Sätze der oben genannten früheren Doklady-Note herge- 
leitet. H. Salzmann. 


Bagley, R. W., E. H. Connell and J. D. MeKnight jr.: On properties character- 
izing pseudo-compact spaces. Proc. Amer. math. Soc. 9, 500—506 (1958). 

A topological space is said to be lightly compact if every locally finite collection 
of open sets in the space is finite; a space is said to be pseudo-compact if every real- 
valued continuous function on the space is bounded. Every lightly compact space 
is pseudo-compact, but not conversely. Any completely regular pseudo-compact 
space is lightly compact, however. 'The authors give several characterizations of 
lightly compact spaces in terms of countable open coverings. They provide several 
characterizations of pseudo-compact spaces, among them: X is pseudo-compact if 
and only if every sequence of continuous functions that converges locally uniformly 
on X converges uniformly on X. They prove that a product of pseudo-compact 
spaces is pseudo-compact in case one of the factors satisfies the first axiom of coun- 
tability. For further results on pseudo-compact product spaces, see I. Glicksberg, 
Trans. Amer. math. Soc. 90, 369—382 (1959). M. Jerison. 


MeDougle, Paul: A theorem on quasi-compaet mappings. Proc. Amer. math. 
Soc. 9, 474—477 (1958). 

Let X, Y be topological spaces, and f a continuous mapping from X onto Y. 
Then fis called a P, mapping if for each point y of Y there is a compact set OCf!(y) 
such that whenever U is a neighbourhood of O then y is an interior point of f(U); 
fis called semi-closed if f(C) is closed for each compact subset (of X. Allopen mappings 
and all closed mappings are P, mappings. The author proves: “Let f be a quasi- 
compact continuous mapping of a locally compact, separable metrie space X onto 
a topological space Y; then Y is a locally compact, separable metric space if and 
only if fis a semi-closed, P, mapping.’” The sufficiency proof of the P, and semi- 
closed conditions is based on a theorem of A. H. Stone (this Zbl. 71, 160) that a 
Hausdorff space with a locally countable basis is a locally compact, separable 
metric space if it is the image under a quasi-compact continuous mapping of a 
locally compact separable metric space. K. Morita. 


Suvorov, 6. D.: A theorem on the sequences of topological mappings of regions 
belonging to compacts. Doklady Akad. Nauk SSSR 129, 744—746 (1959) [Russisch]. 

Es sei {A,} eine Folge von Gebieten eines Kompaktums X, die alle einen fixen 
Punkt o enthalten. Existiert ein maximales Gebiet A,30o, so daß es zu jedem 
x€ A, eine in allen A,,n> N, enthaltene Umgebung von x gibt, so heißt A, der 
Kern von {A,} in bezug auf o. Die Folge {A} heißt gegen A, konvergent, wenn 4A, 
der Kern jeder unendlichen Teilfolge ist. Es seien nun {A,} eine Folge mit dem Kern 
A, und {T,„} eine Folge von topologischen Abbildungen der Gebiete A, in ein Kom- 
paktum Y, T,(A,) = B,, T„(0o) = 0’. Es wird bewiesen, daß unter gewissen, den 
Teilfolgen von {T,} und {7,1} auferlegten Bedingungen eine gegen den Kern A, 
(bzw. By) konvergierende Teilfolge {A,,} (bzw. {B,,}) existiert, derart, daß {T,,} 
(bzw. {7T,,!}) in Ao (bzw. By) gegen eine topologische Abbildung T: Ao— By 
(bzw. 7-1: By — 4,) gleichmäßig konvergiert. F. Albrecht. 

Iseki, Kiyoshi: On locally bounded funetions. Proc. Japan Acad. 35, 279—280 
(1959). 
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Two propositions dealing with real-valued functions that are locally bounded 
but not necessarily continuous are proved. 1. Any locally bounded function on a 
countably compact space is bounded. 2. If a sequence {f,} of continuous functions 
on a metacompact (i. e., every open covering has a point finite refinement) space 
converges to a continuous function f, then the convergence is quasi-uniform in the 
following sense: for every e> (0 and positive integer n, there is a locally bounded 
integer-valued function n(e, x) such that for allx,n(e,2)>n and | fu...) (2) —f(x)|<e. 
M. Jerison. 

Mardesic, Sibe: Chainable continua and inverse limits. Periodicum math.- 
phys. astron., II. Ser. 14, 219—231 (1959). 

Isbell [Ann. of Math., II. Ser. 70, 73—84 (1959)] has shown that each metrizable 
chainable continuum is the inverse limit of a sequence of ares and Rosen 
[Proc. Amer. math. Soc. 10, 167—173 (1959)] has asked if, independent of metrizabi- 
lity, every chainable continuum in a Hausdorff space is an inverse system of 
arcs. The question of Rosen is answered in the negative and the problem of expand- 


‚ing chainable continua into inverse systems of arcs is treated in an analogous way 


to the expansion of compact spaces of covering dimension not greater than n into 
inverse systems of polyhedra of dimension not greater than n. WERRSURA 

Burgess, €. E.: Chainable continua and indecomposability. Pacifie J. Math. 
9, 653—569 (1959). 

The author studies continua that are both linearly chainable and circularly 
chainable with special attention to the question of decomposability. It is shown that 
there exist indecomposable continua and decomposable continua having both types 
of chainability. . W. R.Ut. 

Pearson, B. J.: A connected point set in the plane which spirals down on each 
of its points. Duke math. J. 25, 603—613 (1958). 

Let ABC be a triangle in the plane with sides AB and AO congruent and let G 


' be the collection of all straight line intervals with one endpoint at A and the other 


on the interval BO. A collection of arcs @’ is called on extension of G if (1) each arc 
of G is a proper subset on an arcof @, (2) eacharc of G’ has one endpoint at A and 
contains an arc of G@ and (3) no two arcs of @' have any point in common except A. 
It is shown that there exists an extension @° of @ such that each arc of @’ spirals 
down on one of its endpoints but on no other point and such that the set of all whirl 
points of the arcs of G’ is a compact, connected inner limiting set which is connected 
im kleinen at all but a countable number of its points. (From the author’s introduc- 
tion.) F. Albrecht. 

Armentrout, Steve: Concerning a certain collection of spirals in the plane. Duke 
math. J. 26, 243—250 (1959). 

A collection G of mutually exclusive arcs in the plane is said to belong to the 
family Z if and only if there exists a straight line Z and a side D of Z such that (1) 
each arc of @ has one endpoint on Z and lies, except for this point, in D, (2) the union 
of the sets of @is bounded and (3) each are of G spirals down on its endpoint which is 
not on L. It is shown that there exists a collection /’in & such that the point set M 
to which P belongs if and only if some arc of /’ spirals down on P, is an arc. (From 
the author’s introduction.) F. Albrecht. 

Hunter, Robert P. and Paul M. Swingle: Indecomposable trajeetories. Töhoku 
math. J., II. Ser. 10, 3—10 (1958). 

Theorems are given concerning continuous, one-to-one images of a ray dense 
in an open connected set. It is shown that in two dimensions such an image must be 
an indecomposable connected set. In higher dimensions this is not necessarily the 
case and numerous possibilities are established. W. R."Üt2. 

Inoue, Yoshiro: On ceohomology operations of the second kind. J. math. Soc. 
Japan 10, 249—254 (1958). 
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Sei 4: H"(K, L; A)— HP(K,_L; B) eine Kohomologieoperation (LC K semi- 
simpliziale Komplexe, A und B abelsche Gruppen), C' eine weitere abelsche Gruppe 
und g eine natürliche Zahl. Als Kohomologieoperation zweiter Art bezüglich (6,, C, q) 
bezeichnet Verf. eine natürliche Abbildung 6, von Kern 6,C H"(K,L;A) in 
H«(K,L;C)/Gs,(K, L), wobei @9,(K, L) eine durch 4, bestimmte Untergruppe von 
H2(K,L;,C) ist. Natürlichkeit bedeutet: Für jede s.s. Abbildung f: (X, L) > 
(K’,L’) gilt f*@%,(K',L)C@o,(K,L) und f*0a = #sf*. Bekanntlich besteht eine 
enge Beziehung zwischen Kohomologieoperationen zweiter Art und Kohomologie- 
klassen von Komplexen mit nur zwei von 0 verschiedenen Homotopiegruppen. 
Verf. will diese Beziehung präzisieren. Wie J. F. Adams bemerkt hat, ist ihm jedoch 
in Lemma 4 ein Irrtum unterlaufen: Aus 9—3€@,(X) folgt nur G,C@,, nicht 
G,= Gy. In einem Brief an Adams hat Verf. die Arbeit korrigiert (vgl. die Bespre- 
chung dieser Arbeit in Math. Reviews 20, Nr. 7264). Das Ergebnis der korrigierten 
Fassung ist folgendes: Zu gegebenem 6, wird ein bestimmter Komplex X konstruiert 
(Faserung über K(A,n) mit K(B,p—1) als Faser). Jedem ne H42(X;C) wird 
eine Kohomologieoperation zweiter Art d,(y): Kern 6,— H“(K, L; O)/@,(K, L) 
bezüglich ($,, ©, q) zugeordnet. Ist auch z€ H“(X; 0), so gilt 0,(3) = d,(y) genau 
dann, wenn @&(X)=G,(X) und 9—z3€@,(X). Istumgekehrt @, irgendeine 
Kohomologieoperation zweiter Art bezüglich (,, ©, qg), dann gibtesein ye H2(X; O), 
so daß G,C@,, gilt und 9 sich aus ®9(y) und der natürlichen Projektion 
H2/G,— H%/G,, zusammensetzt. D. Puppe. 

Sasao, Seiya: On a certain cup product.  J. math. Soc. Japan. 11, 112—115 
(1959). 

Let K = Stu er wert? where n—1>g> 2. Letx,y,z denote the integral 
cohomology classes carried by e”, 82, e”+2 respectively so that zu y=mz for 
some integer m. Then if & is the class of the attaching map for e*, James [Proc. 
Amer. math. Soc. 8, 374—383 (1957; this Zbl. 77, 365)] described X as a complex 
of type (m,«). Let ı generate (5?) so that the Whitehead product [x,ı] belongs 
to ,;..(8%). Then James proved Theorem J: There exists a complex of type 
(m, x) if and only if m[a, ı] € &% 7%,40.(8”"1). In this paper the author reproves 
Theorem J using functional cohomology operations strongly imitative of the classical 
Hopf invariant. Let g: Er+@-1, Er+9-1— L(a), 82 be a map, where L(a) = 82 ve". 
If & generates H"(L(«), SQ) and Y generates H“(L(x)) there is a relative functional 
operation & V „ye H"+2-1(E,E), so we may regard © V ‚„Y as an integer. In this 
way we obtain a homomorphism T: ,,..1(L(&), 8) —>Z. Now n,,..1(2(&), 8%) = 
ZB & 7401 (#", E"), where & is the class of the characteristic map for e" and Z 
is generated by the relative Whitehead product [%, ı],. The author shows that 
Tig}=+m if {g=m[&,ı,+%0oo. Moreover if f: Srta-l, »— L(a), *;7 
embeds L(«), * in L(x), 8%; n is the standard map Er+a-1, Er+a-1_> Snta-l x; 
and if K is obtained by attaching e”+2 to L(«) by means of f, then Ti fn!=m 
where zu y= mz. Theorem J now follows immediately. The proof is not essen- 
tially different from that of James. P.J. Hilton. 


Toda, Hirosi: On exaet sequences in Steenrod algebra mod. 2. Mem. Coll. Sci., 
Univ. Kyoto, Ser. A 31, 33—64 (1958). 

Let A* be the Steenrod algebra of stable cohomology operations mod 2. For 
any ae A” let Dr D; be the maps A" 4” defined by right, left multiplication 
by a, and write ®,, od tor ®,,d, if a = Sq.. Using the Serre Za-basis for A” and 
the Adem relations, the author establishes (Theorem 1) the exact sequences 

2 AED EN 4A*jD, A* 2 Arjo, 48 25 4 
A*/D, A* BIN A*/D, A* Bu A*/D, A*; 
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notice that it makes sense to apply ®, to the quotient A*/®, A* if t is odd since 
Sq!Sq’=0. Now let B,, B,, B,, B, be the kernel-images in the first sequence (so 
that B,= ©, A*< A*, ete.) and let B, be the kernel-image in the second sequence. 
For each j, 1<j< 5, B, is a graded differential Z-module with respect to Df, 
and the homology groups are given by Theorem 2: H(B,)—=Z, if i=% (mod 4), 
i> 2, H'(B,)— 0, otherwise, where A=0,1,1,3,1 or 3 according as j= 1,2, 3, 
4, 5. Other exact sequences are obtained and the Steenrod algebra enriched by the 
higher Bockstein operators is studied. The results are used to compute the 2-com- 
ponent of the stable k-stem (of homotopy groups of spheres) for k < 13, but leave 
an ambiguity for k = 14. P.J. Hilton. 


Hu, Sze-Tsen: On fibre spaces with eross-seetions. Nederl. Akad. Wet., Proc., 
Ser. A 61, 170—176 (1958). 

Take a fibre space E (in the sense of Serre) over the base space B with projec- 
tion p. The existence of a cross-section g: B—E will be assumed. By means of 
g, B can be identified with q(B). Let A bea subspacein Bandtake D=pT(A)CE. 
Then wehave BAD=Aand ACBCE, ACDCE. Choose a subspace A, CA 
and a reference point x,€ Ay. The author is concerned with the properties of the 
sequence 
era r, 8A) tn,(BA)Xxn,(D,4) "tn, (4A): -- 
where A, o and y are appropriate homomorphisms. The sequence (*) is referred to 
as the relative sequence. The absolute sequence is obtained by setting A, = 2%. 
The main result of the paper consists in proving the exactness of both sequences. 
The above sequences have analogous properties with the Mayer-Vietoris sequence 
of a proper triad, with some exceptions. Some propositions are proved concerning 
the behaviour of the first groups and the map op in both sequences. @. So0s. 


Granas, A. and J. W. Jaworowski: Some theorems on multi-valued mappings 
of subsets of the Euclidean space. Bull. Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. math. astron. phys. 
7, 277— 283, russ. Zusammenfassung XXIII (1959). 

This note gives some examples of generalizations of classical theorems about 
single-valued mappings to multi-valued mappings. They are obtained by a straight- 
forward application of Vietoris mapping theorem in the case of homology mod 2 
(See: E. G. Begle, this Zbl. 36, 388) to the projections p and q of the graph W of 
a multi-valued mapping F: W=E [z,yleeX,yeF(a)];  W>X,q:W->Y. 
F is called acyclie if the sets F (x) are acyclic for every x. If F is acyclic, there exists 
a homomorphism: F, :H,(X)— H,(Y), induced by F, of the homology groups 
of X into those of Y. Now let F be defined on the unit sphere S in R”+! and such 
that it does vanish on 8. Then the homomorphism F, : H,(8)— H,„[R"+!— (0)] may 
be identified with an integer mod 2 which is said to be the index of F: /(F). 
If @ is a multi-valued continuous acyclice mapping defined in a full sphere V of 
Rr+1, with boundary 8, and if @ does not vanish on 8, then /(F) + 0, where F 
is the restrietion of @ to 8, implies that @ vanishes on V. Some particular 
cases of mappings for which the index is = 0 are considered. It is further shown 
that, with the same notations as above, @(R"+!) is open if F(x,) n F(&;) + O im- 
plies that o(x,,%,) <e, o denoting the euclidean distance and & being a positive 
number. In particular if F(&,) m F(x,) = whenever 2, +2, the image of a 
domain, under @, is a domain. O©. Racine. 

Jensen, Anton: On the homotopy structure of coverings. Math. Scandinav. 6, 
137—159 (1958). 

Sei X ein topologischer Raum und x = (A,) eine Überdeckung von X mit der 
Indexmenge I. I sei die baryzentrische Unterteilung desjenigen simplizialen Kom- 
plexes, dessen Ecken die Elemente von / und dessen Simplexe die nicht-leeren 


ar 


180 


endlichen Teilmengen von / sind. $S(X) sei der singuläre Komplex von X. In dem 
semi-simplizialen (= s. s. = c. s. s.) Komplex 1x 8(X) wird ein Teilkomplex $ (x, X) 
ausgezeichnet. Die Projektion auf den ersten Faktor liefert eine s. s. Abbildung p: 
S(a, X) > I. p erfüllt die definierende Bedingung einer s. s. Faserung in einer etwas 
abgeschwächten Form (,,/-Erweiterungsbedingung‘“). Allgemein betrachtet Verf. 
Paare (K, p) bestehend aus einem s. s. Komplex K und einer s. s. „Index-Projektion‘ 


p: K—I. Es wird eine Homotopierelation zwischen (mit p verträglichen) Abbil- 
dungen solcher Objekte definiert (/-Homotopie) und gezeigt, daß es sich um eine 
Äquivalenzrelation handelt, falls die /-Erweiterungsbedingung erfüllt ist. Minimale 
Objekte werden eingeführt und untersucht. Die Theorie steht in völliger Analogie 
zu den entsprechenden Teilen aus der bekannten Homotopietheorie Kanscher 
Komplexe und enthält diese als Spezialfall (wenn nämlich / aus einem Element be- 
steht). Der /-Homotopietyp von ($(x, X, p)) ist eine Invariante des (in geeigneter 
Weise definierten) Homotopietyps von (X, &). Folglich ist ein minimaler Teilkomplex 
M(«, X) von $(a, X) (im Sinne der /-Theorie) bis auf Isomorphie ebenfalls eine solche 
Invariante. Zu M(&, X) gehört ein natürliches ‚Postnikov-System“ MR («, X), 
n—=-—1,0,1,2,..., das mit dem gewöhnlichen Postnikov-System M(X) eines 
minimalen Teilkomplexes M(X) von S(X) verglichen wird (vgl. J.C. Moore, 
folgendes Referat). Hat die Überdeckung « eine offene Verfeinerung, so ist |M (a, X)| 
mit |M(X)| homotopieäquivalent. (Dabei ist M (x, X) als gewöhnlicher s. s. Komplex 
aufzufassen. Er ist im allgemeinen kein Kan-Komplex.) Als Anwendung wird gezeigt: 
Hat & = (A,) eine offene Verfeinerung, ist jede Abbildung S!— A, in X null- 
homotop und H,(M (X))— H,(M®(X)) nicht trivial, so ist die Dimension des 
Nervs von & größer als n. D. Puppe. 


Moore, John €.: Semi-simplieial complexes and Postnikov systems. Sympos. 
internac. Topologia algebräica, 232—247 (1958). 

Verf. gibt einen Überblick über einen großen Teil der semi-simplizialen (s. s.) 
Theorie. Hervorzuheben ist dabei besonders die sehr befriedigende Beschreibung der 
Postnikov-Systeme erst für einen s. s. Komplex und dann allgemeiner für eine s. s. 
Faserung. Es werden nur Definitionen und Sätze formuliert. Die Beweise sind nicht 
ausgeführt. Sie finden sich zum Teil in einem vervielfältigten Vorlesungsmanuskript 
(Princeton 1955/56) sowie in mehreren Exposes des Verf. im Seminaire H. Cartan 
1954/55 (Algebres d’Eilenberg-MacLane et homotopie; dies. Zbl. 67, 156) und 
können im übrigen vom Leser ohne große Schwierigkeiten ergänzt werden. 
Die Arbeit gliedert sich in 3 Paragraphen. Im ersten werden die grundlegen- 
den Begriffe eingeführt und diskutiert: s.s. Komplexe, Kansche Erweiterungs- 
bedingung, kartesisches Produkt, Abbildungskomplex, Homotopie, Homotopie- 
gruppen, minimale Komplexe. Der zweite Paragraph behandelt s. s. Faserungen. 
Zu einer s. s. Faserung gehört wie im topologischen Fall eine exakte 
Homotopiefolge. Hier werden auch die Postnikov-Systeme definiert: Identifiziert 
man in einem s. s. Komplex X je zwei g-Simplexe, wenn ihre n-dimensionalen Seiten 
übereinstimmen (n fest), so erhält man einen s. s. Komplex X%), und es bestehen 


Projektionen pr: X" —X®. Ist X ein Kan-Komplex, so sind alle X” Kan- 
Komplexe, und alle pk sind Faserungen. Ferner ist z,(X”)—=0 für g>n, und 
pr induziert a, (X) =_n,(X®”) für g< k.. Die Folge der Faserungen p7*" heißt 
natürliches Postnikov-System von X. Die Faser von pl: xt) x ist 
ein‘ Eilenberg-MacLanescher Komplex vom Typ (r,.(X),r + 1). In ähnlicher 
Weise wird allgemeiner das Postnikov-System einer s. s. Faserung definiert. Ferner 
wird die Theorie der minimalen Komplexe auf minimale Faserungen übertragen. 


In $3 werden die Komponenten p}*': x""D , x des natürlichen Postnikov- 
Systems für einen minimalen s.s. Komplex X (und analog für eine minimale s.s. _ 
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Faserung) noch genauer beschrieben: X*+D ist ein schiefes (‚‚twisted‘‘) kartesisches 
Produkt von X") mit einem Eilenberg-MacLaneschen Komplex K(n,.(X),n +1). 
Vorher werden schiefe kartesische Produkte, Monoid-Komplexe und prinzipale 
schiefe kartesische Produkte behandelt. — Die letzten Seiten enthalten einige Druck- 
fehler, z. B. muß in 3.24 „FxF“ durch „FxX“ und in 3.26 „K(r,,n)‘“ durch 
„KR (7,1% + 1)“ sowie „K(n,,n + 1)“ durch „K(n,,.,n + 2)‘ ersetzt werden. 
D. Puppe. 
Toda, Hirosi, Yoshihiro Saito and Ichiro Yokota: Note on the generator of 
rz(SO(n)). Mem. Coll. Sci., Univ. Kyoto, Ser. A 30, 227—230 (1957). 


J.-P. Serre (this Zbl. 50, 175) has computed the homotopy groups n,(SO (n)). 
In the present note the authors reobtain Serre’s result and describe explicit genera- 
tors for the groups when n > 7. Namely let o: 5”— S0(8), o: 87— SO(7) be 
given by o(&) y) = xy, 0(x) (y) = xy X, where 87 is regarded as the H-space of 
Cayley numbers of unit norm. Then if o,€ ,(SO (n)),n > 8, 0,€ (SO (n)),n > 7, 
are the homotopy classes of o,0,7.(S0O(7))—=Z, generated by o,, (80 (8)) = 
Z®Z, generated by o,, 05; and n,(SO(n)) =Z, generated by o,if n > 9. More- 
over 7.(8S0(5)) EZ r,(80(6)) =Z, the cokernels of the injections r.(S0(5)) > 
r.(80(6)), 7,(80(6))—r,(80(7)) being Z,. The proof consists of bringing to- 
gether knowledge of r,($°), certain relations in the H-space of Cayley numbers, and 
the classical fibrations of SO (n) and Spin (n). P.J. Hilton. 


Smale, Stephen: A celassifieation of immersions of the two-sphere. Trans. 
Amer. math. Soc. 90, 281—290 (1959). 


In der Arbeit handelt es sich um die Problematik der Einbettungen einer zwei- 
dimensionalen Sphäre $? in einen euklidischen Z". Unter einer Einbettung versteht 
man hier eine reguläre Abbildung in #”. Gestützt auf den Begriff der regulär- 
homotopen Einbettungen ist es gelungen, eine vollständige Klassifikation der Ein- 
bettungen f:8?— E” anzugeben. Zwei Einbettungen werden als äquivalent be- 
trachtet, falls eine Homotopie H: 8? x I— E"” existiert, die für jeden Wert von 
f eine reguläre Abbildung ist, und wenn die induzierte Homotopie des Tangenten- 
bündels stetig ist. Homotopien dieser Beschaffenheit werden reguläre Homotopien 
genannt. Für ein Paar von Einbettungen f und g konstruiert Verf. ein Element 
2(f,g) der Homotopiegruppe z, (V,„.)- (V„,. ist die Stiefelsche Mannigfaltigkeit 
sämtlicher Zweibeine des £".) Es ergibt sich, daß f und g dann und nur dann regulär- 
homotop sind, falls für sie 2(f,g) = 0 besteht. Umgekehrt, sind Q,€E nz (V,.) 
und f vorgeschrieben, dann existiert immer ein g mit 2(f,g)=Q,. Es gibt also 
eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den Klassen der regulär-homotopen Ein- 
bettungen und den Elementen von 7,(V,.). Dieser merkwürdige Satz bildet das 
Hauptergebnis der Arbeit. Unter gewissen Modifikationen kann dieser Satz auf den 
Fall verallgemeinert werden, daß der einbettende Raum eine differenzierbare Mannieg- 
faltigkeit N der Dimension n > 2 ist. Hier scheint es zweckmäßig zu sein, statt 
Einbettungen sogenannte Einbettungen mit Basis in Betracht zu nehmen. Es seien 
&,€ F, (8?) und y,€ F, (N) gegeben. [F, (N) ist das Bündel der Zweibeine über N.] 
Die Einbettung f:S?— N ist eine Einbettung mit Basis y,, falls fx (x) = Y, ist. 
[Mit f, bezeichnet man die durch f induzierte Abbildung von F, (8?) in F,(N).] Der 
Begriff der regulären Homotopie ist sinngemäß definiert. Die Invariante 2(f, g) 
eines Paares wird jetzt zur Gruppe ,(F,(N), y,) gehören. Das Resultat kann man 
fast ebenso wie früher formulieren. Die Konstruktion der Invariante 2 (f, g) geschieht 
folgendermaßen. Sind f und g gegeben, dann modifiziert man g mit Hilfe einer Homo- 
topie derart, daß f und g in einer Umgebung U von x,€ 5? übereinstimmen. Die 
Menge D= 8? — int U kann man als eine Halbsphäre betrachten, über der ein 
Feld von Zweibeinen immer angegeben werden kann. Die Abbildungen f und g in- 
duzieren Abbildungen f, und g, von Din V,,,. Spiegelt man jetzt g* auf die gegen- 
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überliegende Halbsphäre, so bekommt man die gesuchte Abbildung von $? in V,, >. 
Die Homotopieklasse dieser Abbildung wird eben mit.@(f, g) bezeichnet. @. Soo0s. 

Smale, Stephen: The elassification of immersions of spheres in Euclidean spaces. 
Ann. of Math., II. Ser. 69, 327—344 (1959). 

Die Ergebnisse dieser Arbeit bilden die direkte Verallgemeinerung der Resultate, 
die Verf. in der vorstehend besprochenen Arbeit bewiesen hat. Jetzt beschäftigt sich 
Verf. mit der Klassifikation der Einbettungen einer k-Sphäre S*in einen Z*(n > k). Das 
Prinzip der Klasseneinteilung ist wesentlich dasselbe, wie in der zitierten Arbeit. 
Mit Hilfe des Fundamentalsatzes werden noch weitere Probleme gelöst. Es sei nur 
das Resultat erwähnt, daß sich eine Einbettung f:8%-1— E” zu einer Einbettung D* 
(k-Zelle) dann und nur dann fortsetzen läßt, falls Q(f,e)—= 0 besteht. (Hier ist 
e: St-1> ERC Er, n> k.) Verf. bemerkt, daß seine Ergebnisse auch bei ähnlichen 
Einbettungsproblemen beliebiger Mannigfaltigkeiten angewendet werden können. 
Endlich werden einige ungelöste Probleme gestellt, die zum Kreis der Einbettungs- 
fragen gehören. @. 8008. 

Kervaire, Michel A.: Sur le fibr& normal & une sphere immergee dans un espace 
euelidien. Commentarii math. Helvet. 33, 121—131 (1959). 

Der Gegenstand der Betrachtungen dieser Arbeit knüpft eng an Resultate von 
Smale (siehe die vorstehenden Referate) an. Man betrachtet eine reguläre Ein- 
bettung f der d-dimensionalen Sphäre S, in E,,.. Ordnet man jetzt jedem Punkte 
x€ 8, die n-dimensionale Ebene zu, die in f(x) senkrecht auf f(8,) steht, so erhält 
man eine Abbildung 7:8,— @,:,,n von 8, in die Graßmannsche Mannigfaltigkeit 
der orientierten n-Ebenen in E,,,„. Damit bekommt man einen Faserraum W, über 
S,, den man das durch f induzierte Normalenbündel nennt. Es ist gefragt, wie man 
unter den Faserräumen über S, (mit Sphären als Fasern) diejenigen charakterisieren 
kann, die durch Einbettungen f:8,— E,,, im obigen Sinne induziert sind. In 
der Behandlung und Lösung dieses Problems spielen die von Smale herrührenden 
Methoden eine entscheidende Rolle. Verf. betrachtet zwei Faserungen 

SO(d + n)[SO(n) = Varn,a und Va4n,n[SO(n) = Garnm- 
Mit & und £’ bezeichnet man die in den Homotopiefolgen der obigen Faserungen 
vorkommende Randoperatoren. Man setzt x,=©'r. Die Menge derjenigen x, 
die zu durch Einbettungen f induzierten Normalenbündeln gehören, bilden eine 
Untergruppe von x,,(S0 (n)), nämlich das Bild von x, (V..,,.) in 1 (SO (n)) 
beim Homomorphismus 2. @. So0s. 

Lintz, Rubens G.: La bi-cellule et les varietes dans un espace abstrait. Ann. Mat. 
pura appl., IV. Ser. 46, 343—348 (1958). 

Using results of an earlier paper (this Zbl. 77, 361) a concept of 2-cell is intro- 
duced and shown to be equivalent to that of L. Zippin (this Zbl. 7, 82) in Peano 
spaces. W. R. Ukz. 


Crawley, Peter: On the equivalence of two surfaces. Amer. math. Monthly 67, 
165—166 (1960). 

Torus und Kleinscher Schlauch, mit je einer Kreuzhaube versehen, sind Modelle 
derselben Fläche. Verf. bemerkt, daß die Modelle sich stetig ineinander überführen 
lassen. E. Pannwitz. 


Barbilian, D.: Sur un prineipe de meötrisation. Acad. Republ. popul. Romine, 
Studi Cerc. mat. 10, 69—116, russ. und französ. Zusammenfassung 108—115 (1959) 
[Rumänisch]. 

Die Arbeitist eine sehr weitgehende Verallgemeinerung einer auf dem Kongreß der 
slavischen Mathematiker in Prag (1934) mitgeteilten Untersuchung des Verf. über 
die Metrisierung eines Jordangebietes J in bezug auf seine Grenze X. Hier tritt an- 
statt X eine abgeschlossene Menge eines topologischen Raumes und anstatt J eine 
beliebige Menge auf. Eine etwas engere Verallgemeinerung wurde inzwischen von 
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Kelly (dies. Zbl. 55, 410) angegeben. Dies rechtfertigt die vorliegende Arbeit des 
Verf. — Es werden hier zahlreiche Beziehungen der eingeführten allgemeinen Metrik 
zu den verschiedenen Axiomen der Distanz, zu den geodätischen Linien, zu dem 
Möbiusschen Kontinuum, so wie zu vielen anderen abstrakten Begriffen unter- 
sucht. Auf diese Beziehungen einzugehen, ist im Rahmen dieses Referats nicht 
möglich. S. Stoilow. 


Read, R. C.: The enumeration of locally restrieted graphs. I. J. London math. 
Soc. 34, 417—436 (1959). 

Let @, be an unoriented graph (with parallel edges and loops) each edge of 
which is coloured with a colour CO, having n nodes for i—=1,2,...,k. A superposi- 
tion of G,,...,@, is any graph, which can be constructed by (i labelling the nodes 
of each @, with ar labels of A=[{A,,..., A,} in any manner, (ii) identifying all 
nodes having the same labels. Two superposed graphs are said to be similar (as 
labelled graphs) if the number r, (x, ß) of C,-coloured edges joining A,, Az is the same 
in both graphs, and they are said to be topologically similar if by relabelling, i. e. 
by permuting the labels of one, we can convert it into a graph, which is similar to 
the other. The automorphism groups H, of G, are the subgroups of the symmetrie 
group 8, on A. Starting with some labelling of G,,.. .‘., G, there corresponds to every 
k-ad (a,,...,q4,), a,€ 8, and permutes @,, a superposed graph and by its relabelling 
using x€ 8, one get another superposed graph corresponding to the k-ad (xa,,...,2a,). 
Now two superposed graphs corresponding to (a,,...,a,) and (b,,...,d,) will be 
topologically similar if, and only if, these k-ads are T-similar, i. e. if 5 'za,cH, 
holds for some x€ $, and all :. There is directly established the number N, of 
equivalence classes under the relation “7” (Lemma). This number is equal to the 
number of superposed graphs, which are not topologically similar (Theorem). Further 
there are used some notions and results of G. Pölya (thisZbl. 17, 232) in many appli- 
eations concerning various kinds of graphs (e. g. with labelled or coloured edges or 
nodes, with given special degrees of nodes or regular in this sense, ete.). K. Culık. 


Lupanov, 0. B.: Asymptotie estimates of the number of graphs with n edges. 
Doklady Akad. Nauk SSSR 126, 498—500 (1959) [Russisch ]. 

In der Arbeit werden asymptotische Formeln für folgende Größen festgestellt: 
1. Für die n-te Wurzel aus der Zahl von nichtisomorphen Graphen mit n Kanten 
(Satz 1 und Folgerung); 2. Für die Mittelzahl von Knotenpunkten in solchen Graphen 
(Satz 3a); 3. Für den Mittelgrad dieser Graphen (Satz 3b). Die Begriffe der Theorie 
der Graphen’ werden z.B. im Sinne „Der Theorie der endlichen und unendlichen 
Graphen‘ von D. König benutzt. Es seien folgende Bezeichnungen eingeführt: 
&: die Menge aller Graphen ohne isolierte Knotenpunkte, ®!, 62, &%: die Unter- 
mengen in ®, die aus allen zusammenhängenden Graphen bzw. aus Graphen ohne 
parallele Kanten bzw. aus Graphen ohne Schlingen bestehen, Gi, — &', Gi = ( 


@=123, ,,.,=0n%,0n& (=0,1 i=12,3), ©s,,,:,(R): 
die Menge der Graphen aus ®, ‚s,,s,, die n Kanten umfassen und 63, ,.,,,(n): die 
Zahl von Elementen in &,,,.,,:,(n). Satz 1: @s,,5,,,(n) = [(2/e) (n/log? n) a 
wobei 2log log n|logn S; ys,,,,5, (N Ey 155 4 log log los n.gilt, («Sf be- 
deutet, daß ‚im TE 1). Folgerung: VG,, AT ke ct . Satz 2: e Zahl von 


Graphen aus ®,,,s,,.,(n), die k Knotenpunkte umfassen, wobei die Beziehung 

|k — (2n/log n)| > C n (log log n)!/?/(log n)?!? erfüllt ist, konvergiert gegen 0, wenn 

n— 00 (C bedeutet eine Konstante). Satz 3: a) Bedeutet B, die Zahl von Knoten- 

punkten des Graphen @ und B,,,s,,(n) = ET 9 B,, dann gilt 
1, 02, 05 ER sn ) Ge 6&, ,6,,0,0) 

Ba, ‚5,5, (n) = 2n/log n. b) Bezeichnen wir mit P, den arithmetischen Mittelwert der 

Zahl der Kanten eines Graphen @, die von einsmn Knotenpunkte ausgehen (d.h. 
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= 1 er 2 
Ge, = u P., dann gilt 
Ps,,,,6,(n) » 10g n. Zwei letzte Formeln bestätigen, daß die Mittelzahl der Knoten- 
punkte bzw. der Mittelgrad eines Graphen aus @&s,,s,:,(n) asymptotisch gleich 
2n/logn bzw. logn ist. F. Sik. 


Nash-Williams, €. St J. A.: Abelian groups, graphs and generalized Knights. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 55, 232—238 (1959). 

Let A be an enumerably infinite Abelian group with rank r(A) and let SCA. 
Then a sequence (without repetitions) of elements of A is said to be S-admissible, if 
the differences between successive terms of this sequence all belong to S UV (—8). 
Th. 1. If gis a set of generators of A, then A can be arranged 1. in a one-ended resp. 
2.in an endless g-admissible sequence 1. if either g is infinite or r(A) = 1 resp. 2. 
allways. Let » be a cardinal number and f, the set {1,...,»} if v»<x, anda set 
with cardinal number » containing all positive integers, if x, =v. A v-vector is a 
mapping of f, into the set of integers, such that x(&) = 0 for at most finitely many 
«cf, and F,E,P, are Abelian groups of v-vectors (under group operation 
(© +Y) (x) =x(a) + y(a)) containing all »v-vectors, all those v-vectors whose 
components have even sums, all those (only for finite v) whose components are all 
of the same parity, resp. A subset PC F is symmetricalif with each v-vector it con- 
tains all v-vectors obtainable from it by permutnig its components and changing the 
signs of some of them. Th. 2. The only symmetrical subgroups of F, are subgroups 
AF,AE, and, if v is finite, A P,, for A = 0,1, 2,.... The elements of F, are regarded 
as the positions on a chessboard and a piece is associated with the set of its moves 
MCF, as follows: it can move from x to yif and onlyif (y—xz)E M. A piece is a 
generalized knight if its set of moves M is symmetrical. A piece can cover F', (end- 
lessly, one-endedly) if it can describe F, in an (endless, one-ended) infinite sequence 
of moves visiting each position exactly once. Using the graphs whose vertices are 
integers and whose edges join exactly vertices p,gif |p—qg|=1, and using the 
notion of Sabidussi product of such graphs (this Zbl. 79, 392) and some results of 
E. Väzsonyi (this Zbl. 22, 74) there are proved many special results and Th. 4. 
A generalized knight K having non-zero moves on F\,, where O<v<zZx, can 
cover F, endlessly if and only if (i) the components of the moves of K (taken all to- 
gether) are co-prime, (ii) X has a move, the sum of whose components is odd, and 
(ii) f 1<v»< N, K has amove whose components are not all of the same parity. 
Further X can cover F', one-endedly if and only if ()—(iüi), and in addition, X has an 
infinite number of moves if v—1. K. Öulik. 


den Mittelgrad von G) und P,; ,.,,s,(N) 


Theoretische Physik. 


e Ehrenfest, Paul: Colleeted seientifie papers. Edited by Martin J. Klein. 
With an introduction by H. B. G. Casimir. Amsterdam: North-Holland Publishing 
Company 1959. XII, 632 p. Guilders 45,—. 

Der Band enthält 76 Abhandlungen: die handgeschriebene Dissertation und so 
gut wie alle gedruckten Veröffentlichungen. Die Abhandlungen zur statistischen 
Mechanik bringen zunächst Auseinandersetzungen mit Anderen, mittels einfacher 
Gegenbeispiele zu weit gegangene Schlüsse widerlegend, auf Unklarheiten zeigend 
und nicht ausgesprochene Voraussetzungen herausarbeitend; sie enthalten dann das 
instruktive ‚Entropiespiel“ (Nr. 11) und gipfeln in dem Beitrag zur Encyklopädie 
der mathematischen Wissenschaften (Nr. 25). In der Auseinandersetzung mit den 
Anfängen der Quantentheorie finden wir nach kritischen Bemerkungen, die Unklar- 
heiten behoben, vor allem (Nr. 24) den Zusammenhang zwischen allgemeinen quali- 
tativen Eigenschaften der Hohlraumstrahlung mit den statistischen Gewichten 
der Zustände eines Oszillators auf der Energieskala, Gewichten, die Funktionen der 
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adiabatischen Invarianten“ sind. Diese Invarianten führen (Nr. 30) zu allgemeinen 
assungen der Prinzipien der Quantisierung und zu Ehrenfests Beitrag zur allmähli- 


hen Herausarbeitung der ‚Quantenbedingung‘“ N pdq=nh. Ihre Grenzen sieht 
‚hrenfest deutlich und zieht ihr eine elastischere Handhabung des Korrespondenz- 
rinzips vor (Nr. 43). In der Auseinandersetzung mit der modernen Quantenmechanik 
on 1925/26 begrüßt man den schönen einfachen Nachweis der Korrespondenz von 
lassischer Mechanik und Quantentheorie (Nr. 65). — In Würdigungen und Gedenk- 
den scheint der Mensch Ehrenfest durch. Seine sprühende Lebendigkeit in Dis- 
ussionen lassen die Abhandlungen allerdings nur ahnen. — Der ganze Band ist 
in schönes Denkmal des Mannes, der bei sich nichts Unklares duldete, der bis auf 
en Grund dachte und sich verantwortlich dafür fühlte, daß die großen Gedanken 
er Physik seiner Zeit erhellt und in ihrem eigentlichen Kern klar erkannt und aus- 
esprochen wurden. F. Hund. 

Langhaar, H. L.: On the number of dimensionless variables in a problem of 
imensional analysis. J. appl. Mech. 25, 622—623 (1958). 

The note presents a new development of the use of matrix schemes in dimen- 
ional analysis problems. The author demonstrates that the van Driest rule for the 
etermination of the number of dimensionless products (“The number of dimension- 
ss products in a complete set equals the number n of initial variables, minus the 
ıaximum number of these variables that will not form a dimensionless product”) 
an be represented by means of a matrix scheme. Furthermore, supplementary 
onsiderations on the z-theorem are given. M. Lates. 

e Heine, Volker: Group theory in quantum mechanies. An introduetion to its 
resent usage. (Internat. Ser. of Monographs on Pure and Applied Mathematics. 
'ol. 9.) London-Oxford-New York-Paris: Pergamon Press 1960. IX, 468 p. 90 s. net. 

Seit den schönen Büchern von Wigner und Van der Waerden, die Anfang 
er dreißiger Jahre erschienen sind und die die Anwendungen der Gruppentheorie 
ı der Quantenmechanik behandeln, ist im wesentlichen kein zusammenfassendes 
Verk zu diesem Thema erschienen. Die Anwendungsbereiche der Gruppentheorie 
ı der Physik haben sich aber inzwischen sehr vergrößert, insbesondere durch die 
‚ntwicklung der Festkörperphysik und der Kernphysik. Es fehlte bisher eine Mono- 
raphie, die auch die Anwendung der Gruppentheorie in diesen neueren Bereichen 
er Physik behandelt. Diese Lücke ist nun durch dieses ausgezeichnete Buch aus- 
efüllt worden. Das Buch ist durchweg für den Physiker geschrieben. Die Grund- 
ıgen der Quantenmechanik werden als bekannt vorausgesetzt. Die erforderliche 
lathematik, wie abstrakte Gruppentheorie und Darstellungstheorie wird gleich- 
eitig mit den Anwendungen auf die Physik entwickelt, so daß keine rein mathemati- 
chen Kapitel entstehen und der Leser ständig die Nützlichkeit der gruppentheoreti- 
chen Methode in der Physik vor Augen hat. So ist das Buch für Physiker, die bisher 
ine gewisse Abneigung gegenüber der Gruppentheorie und ihrer Verwendung in 
er Physik hatten, als Einführung in diese Probleme ganz besonders geeignet. Ka- 
itel I enthält das unbedingt notwendige mathematische Werkzeug, eingeführt an 
hysikalischen Beispielen, wodurch seine Verwendung anschaulich motiviert wird. 
in Hand der bekannten Theorie der Atomniveaus werden im Kapitel II die drei 
Tauptanwendungsbereiche der Gruppentheorie in der Quantenmechanik illustriert: 
. Kennzeichnung und Charakterisierung von Eigenwerten und Eigenfunktionen 
urch irreduzible Darstellungen der Symmetriegruppe des Hamilton-Operators. 
. Aussagen über Aufspalten von entarteten Eigenwerten, wenn man die Symmetrie 
es Hamilton-Operators durch Hinzufügen einer klainen, weniger symmetrischen 
törung verringert (Schrödingersche Störungstheorie). 3. Entscheidung darüber, ob 
ewisse Matrixelemente aus Symmetriegründen verschwinden und Aufstellung von 
\uswahlregeln. In Kapitel III wird die Theorie der Gruppencharaktere entwickelt. 
m Hinblick auf das Kapitel über Festkörperphysik werden die Punktgruppen be- 
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handelt. Nach Lektüre der ersten drei Kapitel ist der Leser in der Lage, sich je nach 
speziellem Interesse mit einem der folgenden fünf Kapitel zu beschäftigen, die An- 
wendungen der Gruppentheorie auf einzelne Gebiete der Physik enthalten. Jedem 
Kapitel ist eine kleine Sammlung von Problemen beigegeben, die weitere wichtige 
Anwendungsbeispiele der Gruppentheorie in der Quantenphysik darstellen. Sie sind 
teilweise etwas umfangreicher und enthalten dann Verweise auf die Originalliteratur. 
In Kapitel IV “Further Aspects of the Theory of Free Atoms and Ions’”’ ist besonders 
der Abschnitt über Zeitumkehr und Kramerssches Theorem interessant. Kapitel V 
behandelt die Gruppentheoretischen Aspekte der Molekülphysik. Das ausgezeichnete 
Kapitel VI über Festkörperphysik beschäftigt sich in erster Linie mit der Theorie 
der Bandstruktur in Festkörpern. Dabei werden nicht nur symmorphe Raumgruppen 
berücksichtigt, sondern auch solche, die Schraubachsen und Gleitspiegelebenen ent- 
halten. Zur Berücksichtigung des Spins und der Spin-Bahn-Kopplung wurden 
Doppelgruppen untersucht. Ein besonderer Abschnitt beschreibt die Folgen der 
Invarianz gegen Zeitumkehr. Schließlich werden Tensoreigenschaften der Kristalle 
behandelt. Kapitel VII enthält ausgewählte Kapitel aus der Kernphysik, wie z. B. den 
Isotopenspin-Formalismus. Das letzte Kapitel (“Relativistic Quantum Mechanics”) 
beschäftigt sich mit der Lorentzgruppe und den lorentz-invarianten Wellengleichun- 
gen, insbesondere der Diracgleichung. Natürlich sind die Anwendungsgebiete der 
Gruppentheorie in der Physik zu groß, um sie auf 450 Seiten behandeln zu können. 
Das Buch ist aber eine ausgezeichnete und besonders für den physikalisch interes- 
sierten Leser zu empfehlende Einführung in diese Probleme und stößt trotz seines 
geringen Umfangs doch schon auf ziemlich spezielle Gebiete vor. 4. W. Streitwolf. 


Hydrodynamik: 


Serrin, James: The derivation of stress-deformation relations for a Stokesian 
fluid. J. Math. Mech. 8, 459—469 (1959). 


Verf. definiert eine Stokessche Flüssigkeit durch drei Axiome: 1. Der Zähigkeits- 
tensor V hängt allein vom Deformationstensor D und den lokalen thermodynamischen 
Zustandsgrößen ab. 2. Für D=0 ist V=0. 3. Es gibt im Raume keine ausge- 
zeichneten Richtungen. Dann gilt ohne weitere Zusatzforderungen für den Span- 
nungstensor T= (— p- Se ßD-+yD? (p= Flüssigkeitsdruck; /= Ein- 
heitstensor; &,ß,y sind Funktionen der Hauptinvarianten von D und des thermo- 
Gdamischen Zustands, mit «=0 für D=0). Sind die Komponenten des Span- 
nungstensors Polynome in den Komponenten des Deformationstensors, dann sind 
auch «&, ß,y Polynome in den Hauptinvarianten von D. Die Funktionen x, ß, y 
sind in jedem Fall stetig in den Hauptinvarianten von D, falls V dreimal stetig 
differenzierbar ist. K. Nickel. 


. Bouligand, Georges: Sur la recherche d’axiomes en mecanique des fluides. ©. r. 
Acad. Sci., Par 249, 601—603 (1939). 

Essai '@ axiomatisation de la mecanique des milieux continus en partant du 
concept de milieu continu dans le sens de la theorie des ensembles, ce milieu &tant 
un ensemble materiel ferme, connexe, qui evolue & e pres de maniere a rester un 
continu mat£riel. Cette evolution peut &tre decrite par des correspondances entre 
ensembles et non plus par des correspondances ponctuelles comme en regime la- 
minaire. ©. Iacob. 

Bouligand, Georges: Possibilites th6oriques de regimes intermediaires. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 249, 1169—1171 (1959). 


Les premisses introduites dans la Note pr&cedente (v. le rapport precedent) 
sont completees en vue de decrire, outre l’&tat laminaire et celui turbulent, d’autres 
regimes cinematiques possibles th&oriquement. ©. Jacob. 
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Bouligand, Georges: Sur l’axiome d’incompressibilit6. ©. r. Acad. Sci., Paris 
249, 2452—2454 (1959). 

Etude de transformations oü l’invariance du volume a lieu, permettant de 
traduire dans le comportement d’un essaim ponctuel fini, trös serre, requis dans la 
description & & pres, consid&ree dans les Notes precedentes (v. les rapports pr&cedents) 
le caractere d’incompressibilite. ©. Jacob. 

Briggs, Lyman J.: Efieet of spin and speed on the lateral defleetion (eurve) of 
a baseball; and the Magnus effeet for smooth spheres. Amer. J. Phys. 27, 589—596 
(1959). 

Die Wirkung von Drall und Geschwindigkeit auf die seitliche Ablenkung eines 
Baseballs wurden im horizontalen Windstrom gemessen, durch den der Ball mit 
Drehung um seine vertikale Achse fallengelassen wurde. Bei rauhen Bällen befand 
sich die Ablenkung in Übereinstimmung mit der Theorie des Magnuseffektes, glatte 
Bälle wurden anomal in der entgegengesetzten Richtung abgelenkt. J. Pretsch. 

Maskell, E. C. and D. A. Spence: A theory of the jet flap in three dimensions. 
Proc. roy. Soc. London, Ser. A. 251, 407—425 (1959). 

Stationäre Strömung eines inkompressiblen reibungsfreien Mediums um einen 
unendlich dünnen endlich langen Trasflügel, an dessen Hinterkante eine Strahl- 
schicht unter dem Winkel 7 gegen die Profilsehne ausgeblasen wird. Die Strom- 
linien in der Strahlschicht sollen in Ebenen senkrecht zur Spannweite verlaufen. Um 
einfache Formeln für Auftrieb und Widerstand des endlich langen Blasflügels mit 
großer Flügelstreckung A zu gewinnen, betrachten Verff. allein den Sonderfall, in 
dem die Auftriebsverteilung und der Abwind nur von x/c abhängen, wo x die Koordi- 
nate in Anströmrichtung und c die örtliche Flügeltiefe ist. Verff. gehen entsprechend 
zur Prandtlschen Traglinientheorie vor und ersetzen den Tragflügel durch ein System 
von Hufeisenwirbeln. Es ergibt sich dann eine elliptische Auftriebsverteilung und 
eine elliptische Verteilung des Impulsflusses im Strahl. Der Beiwert cp», des indu- 
zierten Widerstandes wird zum Minimum und berechnet sich aus der Formel 
cp, = c4(n A-+ 2c5) (cr = Auftriebsbeiwert, cz — Beiwert des Impulsflusses). 
Für c;(&,r) (x = Anstellwinkel) läßt sich ebenfalls eine geschlossene Formel an- 
geben. Die Gültigkeit der Theorie ist auf große Streckungen A beschränkt, der zu- 
lässige A-Bereich wächst mit wachsendem c,. Der Vergleich dieser Formeln mit 
Meßergebnissen (Rechteckflügel, Ellipsenprofil mit 12,5% relativer Dicke, Flügel- 
streckungen A = 2,75 — 6,8 — 00, Ausblasewinkel r = 31,3°) zeigt sehr gute Über- 
einstimmung. K. Nickel. 

Portnov, I. 6.: Über die vordere Grenze des Kavitationsgebietes. Izvestija 
Akad Nauk SSSR, Otd. techn. Nauk 1957, Nr. 3, 99—107 (1957) [Russisch ]. 

Mit der vorderen Grenze des Kavitationsgebietes wird die Grenze zwischen der 
Anströmung und dem von der Kavitation eingenommenen Gebiet gemeint. Bei 
„entwickelter‘‘ Kavitation nimmt man diese Grenze meist als freie Fläche an, auf 
der die Geschwindigkeit der Flüssigkeit keine Normalkomponente besitzt. Bei Zu- 
ständen dagegen, die nahe dem Zustand der Kavitationsentstehung sind, kann man 
die vordere Grenze als eine Grenze betrachten, auf der eine intensive Dampfbildung 
beginnt. Der Bereich der Dampfbildung wird in der vorliegenden Arbeit durch eine 
Fläche des Phasenübergangs ersetzt. Ein Element dieser Fläche mit der entspre- 
chenden Stromröhre wird betrachtet und die Flüssigkeitsbewegung dort als ein- 
dimensional und stationär vorausgesetzt. Der Dampfgehalt des im allgemeinen zwei- 
phasigen Mediums rechts von der Fläche des Phasenübergangs wird mit x bezeichnet. 
Die Frage zur Existenz einer stationären Fläche des Phasenübergangs kann als 
Frage zur Stabilität des stationären Temperaturfeldes im beweglichen 
Medium bei Vorhandensein von Phasenumwandlungen behandelt werden. Trans- 
versaler Wärmeaustausch und Energiedissipation durch Reibung werden vernach- 
lässigt. Das Temperaturfeld wird dann durch Phasenübergang, Wärmeleitung in 
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Richtung der Strömung und Konvektion bestimmt. Die partiellen Differentialglei- 
chungen für die Temperatur in der Flüssigkeit links resp. in dem zweiphasigen Medium 
rechts von der Fläche des Phasenübergangs werden zusammen mit den zugehörigen 
Rand- und Zuordnungsbedingungen hergeleitet. Die stationären Lösungen werden 
bestimmtundnachhermittelseiner Störungsrechnung aufihre Stabilität hin untersucht. 
Einige vereinfachende Voraussetzungen werden dabei gemacht, wodurch die ana- 
lytischen Rechnungen auf eine Besselsche-Differentialgleichung führen. Als hin- 
reichendes Instabilitätskriterium wird gefunden, daß im Falle «* <x< 1 keine 
Fläche des Phasenübergangs existieren kann; x* = c, /(4 — 65) wo c, und c 
(65 < 0) die spezifischen Wärmekapazitäten der Flüssigkeit resp. des trockenen ge- 
sättigten Dampfes sind. Im Falle einer ‚„ablösenden‘ und erst recht „entwickelten“ 
Kavitation darf x » 1 angesetzt werden. Infolge des obigen Instabilitätskriteriums 
stellt daher in diesem Falle die vordere Grenze des Kavitationsgebietes nicht eine 
Fläche des Phasenübergangs, sondern eine freie Oberfläche dar. J. A. Geurst. 

Parchomovskij (Parkhomovskii), 8.1I.: Impulsive symmetrical eavitational 
flow past a grid ofplates. PMM J. appl. Math. Mech. 22, 794—799 (1959), Übersetzung 
aus Priklad. Mat. Mech. 22, 565—568 (1958). 

Setting up the hypothesis that a plate is laid normally to a current of an ideal 
liquid which is bounded by parallel walls, the author assumes that the plate suddenly 
attains a forward velocity V into the stream (frontal impact). Then under some 
adequate boundary conditions set for impulsive flow =®+iY, he calculates 


the impulsive force J,= 2io f ®dz by means of conformal mapping, where 
2=x-+iy, and x denotes the mid-axis of the wall. For the convenience sake the 
author calculates the dimensionless coefficients u = J,jov,l? for one plate of 
the grid for different parameters a, h and so on. He also extends his discussions to 
the case of the flow passing a grid of plates with separation or in an unlimited stream. 
T. Okubo. 

Bartosek, Väelav: Die Gleichung für die Abkühlung eines Körpers im Strome 
eines kompressiblen Mediums. Czechosl. J. Phys. 8 (82), 440—442 (1958). 

Es handelt sich um eine Verbesserung der Gültigkeit der Kingschen Formel für 
die vom Hitzdrahtanemometer abgeführte Wärmemenge 

9=(T,—T,) (x +Ye,2rnoVd). 

Nach Burgers ‚„Hitzdrahtmessungen“ und nach Harms ‚Handbuch der Ex- 
perimentalphysik“ erhält man, wenn man in den obigen Ausdruck anstatt der 
spezifischen Wärme c, bei konstanten Volumen die spezifische Wärme c, bei kon- 
stantem Druck einführt, bessere Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen. 
Verf. bekommt, ausgehend von den allgemeinen Sätzen über die Erhaltung der 
Energie und über die Zustandsänderung, eine Gleichung für den Druck und das Tem- 
peraturfeld. Bei Strömung eines nichtkompressiblen Mediums (o = konst) geht die 
abgeleitete Gleichung in die Kingsche Formel über. Bei Strömung eines kompres- 
siblen Mediums im Falle isobarer Zustandsänderung (07T = const) geht die abge- 
leitete Gleichung wieder in die Kingsche Formel über, nur mit dem Unterschied, 
daß anstatt c, im Ausdruck sich c,, befindet. W. Iwanow. 


Aymerich, Giuseppe: Diffrazione e riflessione di un’onda di rarefazione com- 
pleta in un canale. Rend. Sem. Fac. Sci. Univ. Cagliari 28, 150—160 (1958). 

In un canale bidimensionale sia disposto un pistone P a tenuta perfetta, ini- 
zialmente in quiete; nella regione a destra di P sia contenuto un gas perfetto. Sup- 
posto che P venga messo bruscamente in moto verso sinistra con velocitä 2a,/(y — 1) 
(y rapporto dei calori specifici del gas, a, velocitä del suono nel fluido in quiete), 
nel gas si propaga un’onda di rarefazione detta ‚‚completa‘‘, nei riguardi della quale 
si studia la perturbazione generata dal fatto che la sezione del canale & supposta 
lievemente variabile. Finch® la perturbazione prodotta dagli incurvamenti della 
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prima sponda non raggiunge la seconda (supposta, per semplieitä, rettilinea), si 
1a una semplice diffrazione, che & studiata immaginando un’opportuna distribu- 
-ione di sorgenti ed esprimendo la funzione perturbatrice del potenziale di velocitä 
nediante un integrale doppio; si ricava anche l’equazione del fronte d’onda. La solu- 
-ione cosi ottenuta & valida indefinitamente se il canale & di larghezza infinita; in 
»aso contrario, se l’onda diffratta incontra la seconda sponda dopo un tempo t,, 
1a inizio la riflessione di cui, applicando il metodo delle immagini, si studia l’anda- 
nento nell’intervallo di tempo (t,, 2t,). R. Nardini. 

Diaz, J. B.: Two-dimensional flow at high subsonie speeds past wedges in 
‘:hannels with parallel walls. J. Math. Physics 38, 75—76 (1959). 


Verf. zeigt, daß ein wesentlicher Teil der Resultate einer Arbeit von J. B. Helli- 
wellund A.G. Mackie (dies. Zbl.78, 402), die unter dem oberen Titel erschienen ist, 
n einer älteren Arbeit von A. Weinstein [Sympos. theor. compress. Flow, Naval 
Irdnance Lab., NOLR—1132, 73—82 (1950)] zu finden ist. Diese Weinsteinsche 
Arbeit enthält auch bereits eine Reihe von Gleichungen, die in einer späteren Ver- 
jffentlichung von Cole [J. Math. Physics 30, 79—93 (1951)] wieder erscheinen. 
Jbwohl J. B. Helliwell die Arbeit von A. Weinstein im Schrifttum erwähnt, 
-itiert er jedoch als Ausgangspunkt seiner Rechnungen nur die späteren Herleitungen 
ron Cole. K. Oswalisch. 


Tayler, A.B.: A rapidly convergent ‚procedure for solving the equations of 
subsonie potential flow. I: Numerical solutions. II: Analytie solutions. Proc. roy. 
Soc. London, Ser. A 255, 101—113, 114—123 (1960). 


Zur numerischen Bestimmung einer Unterschallströmung werden die neuen 
Veränderlichen s = (0/0,)" : q/a,u, und 20 = log (o/o,) eingeführt (o — Dichte, 
ı = Schallgeschwindigkeit, q —= Strömungsgeschwindigkeit, n — zunächst unbe- 
stimmte Konstante). div s, = 0; rot s, — 0 liefert die erste Lösungsnäherung. In- 
olge des einfachen Zusammenhanges zwischen dem zugehörigen Potential und dem 
Potential der inkompressiblen Strömung läßt sich eine einfache Beziehung zwischen 
lem Druckbeiwert der ersten Näherung und dem der inkompressiblen Strömung an- 
seben. Ein Vergleich bei ebener Strömung mit den bekannten Formeln (Prandtl- 
lauert, Kärmän-Tsien) führt auf n = 0,5; für die räumliche Strömung werden 
Faustformeln für n angegeben. Zur Gewinnung einer 2. Approximation werden die 
Stromlinien und Potentialkurven der inkompressiblen ebenen Strömung als unab- 
längige Veränderliche eingeführt; die Entwicklung führt auf eine Poissonsche Glei- 
'»hung, deren rechte Gleichungsseite durch die 1. Näherung gegeben ist. Zur Lösung 
vird die Relaxationsmethode angewendet; für zahlreiche Beispiele werden Ergeb- 
iisse angegeben. Im II. Teil wird in der rechten Gleichungsseite der Poissonschen 
Sleichung ein Polynomausdruck in s, angesetzt und eine von Meksyn angegebene 
Integrationsmethode angewendet. Diese Methode wird für die Umströmung des 
Kreiszylinders ausführlich besprochen. W. Bader. 


Bianeo, Edmond, Henri Cabannes et Jean Kuntzmann: Sur les nombres de 
Croeeo pour les &eoulements de revolution. ©. r. Acad. Sci., Paris 249, 1312—1314 
(1959). . 

Le ‚nombre de Crocco‘“, defini comme nombre de Mach M,—en amont d’un 
:hoc detach& qui s’est &tabli devant un obstacle & revolution de demi-angle 9, & la 
yointe (arrondie & faible rayon de courbure R) — pour lequel le rayon de courbure R 
le ce choc devient nul, a &t& calcule, & l’aide d’un calculateur electronique, pour les 
ıngles 9, en-dessous de la valeur critique. On trouve, pour y — 1,4, que M, devient 
nfini avant M, (nombre de Mach critique), & l’oppos& de ce qui se passe en &coule- 
nent plan, oü ces nombres deviennent infinis en m&me temps. Un comportement 
inalogue a d&jä &t& decel& pour M** (nombre de Mach oü l’&coulement sur l’obstacle 
st sonique ä la pointe). Un tableau numörique des rösultats obtenus, ainsi que deux 
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graphiques representant la variation de M) — M, et de M** — M, en €coulements 
plan et de r&volution, illustrent ce comportement de M, etde M**. A. remarque 
que M, et M** dependent de d, et de y, mais non de R. E. A. Eichelbrenner. 


Roseiszewski, Jan: Influence of shock-wave attenuation by boundary-layer 
growth on eontact-surface motion in a shock tube. -J. Aero-Space Sci. 26, 388—389 
(1959). ; - 

Theoretische Untersuchung eines experimentellen Ergebnisses von Glass und 
Patterson [J. aeronaut. Sci. 22, 73—100 (1955)], wonach bei sich abschwächenden 
Verdichtungsstößen im Stoßrohr eine Beschleunigung der Kontaktfläche eintreten 
kann. H. Wendt. 


Gadd, George E.: The possibility of normal shock waves on a body with convex 
surfaces in inviseid transonie flow. Z. angew. Math. Phys. 11, 51—58 (1960). 


Nach verschiedenen Bemühungen anderer Autoren hat Zierep (dies. Zbl. 88, 
189) eine mögliche Lösung für den senkrechten Stoß an gekrümmten Profilen an- 
gegeben, die sich jedoch später als problematisch erwies. Einer älteren Anregung 
folgend zeigt Verf. nun, daß die Lösung in einer logarithmischen Singularität zu 
suchen sein dürfte, wie sie in inkompressibler Strömung an Krümmungssprüngen 
auftritt. Dies ist in der Tat der Fall. Verf. Lösung ist das erste Glied einer Entwick- 
lung, welche von J. Zierep gemeinsam mit dem Ref. demnächst veröffentlicht wird 
und die auf der GAMM-Tagung 1960 bekannt gegeben wurde. K. Oswatitsch. 


Ol’chovskij (Ol’khovskii), I. I.: General hydrodynamie theory of a supersonie/ 
interferometer. Soviet Phys., Doklady 5, 105—109 (1960), Übersetzung aus Do- 
klady Akad. Nauk SSSR 130, 747—750 (1960). 

Thomann, H.: Measurements of heat transfer and recovery temperature in 
regions of separated flow at a Mach number of 1.8. Flygtekn. Försöksanstalt., 
Meddel. 82, 24p. 4 plates (1959). 

Legendre, Robert: Analogie hydrauligue pour l’&tude des &coulements hyper- 
soniques. ©. r. Acad. Seci., Paris 250, 3771—3772 (1960). 


Talbot, L., T. Koga and P. M. Sherman: Hypersonie viscous flow over slender 
cones. J. Aero-Space Sci. 26, 723—730 (1959). 


Im Low-Density Windtunnelder University of California wurden Experimentezur 
Wechselwirkung zwischen Außenströmung und Grenzschicht an einem schlanken 
Drehkegel bei hypersonischer Anströmung ausgeführt. Hier wurde besonders der 
Einfluß dieser Interaktion auf den Druckverlauf am speziellen Fall eines Kegels 
von 3° halbem Öffnungswinkel untersucht. Resultate wurden in Form von Kurven 
der [(pz— p.)/p,]-Verteilung gegen die Meridianlänge x des Kegels gegeben, wobei 
5 den gemessenen, p, den nach van Dyke berechneten zähigkeitslosen Druckwert 
bedeutet. Untersucht wurden M m 4 und 6; sie wurden verglichen mit früheren 
Werten verschiedener Herkunft an einem 5°-Kegel. Dieser Vergleich wird zusammen 
mit Ergebnissen verschiedener theoretischer Ansätze durch Auftragen gegen den 
hypersonischen Ähnlichkeitsparameter %.=M.?/(c/ Rz)? wiederholt. %. er- 
weist sich dabei als guter Korrelationsparameter, der im Rahmen unvermeidlicher 
Streuungen eine brauchbare Interpolation der verschiedenen Resultate durch Ge- 
raden gestattet. Eine theoretische Methode ist unter den üblichen vereinfachenden 
Annahmen auf der Kombination der Taylor-Maccollschen Werte für zähigkeitsfreie 
Strömung mit Monaghan’s Bestimmung der Verdrängungsdicke aufgebaut. Sie 
ist in brauchbarer Übereinstimmung mit den vorgelegten Experimenten, während 
die Ergebnisse der ebenfalls diskutierten Probsteinschen Methode zu hoch zu liegen 
scheinen; allerdings teilen sie diese Eigenschaft mit Versuchen Baldwins, die 1955 
im hypersonischen GALCIT-5’ x 5”-Tunnel am Kegel von 5° halbem Öffnungswinkel 
erhalten wurden. Weitere Untersuchungen, insbesondere zur Klärung der nur ver- 
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muteten Ursachen dieser Unterschiede, erschienen zur Prüfung und Lenkung theore- 
tischer Ansätze wünschenswert. E. A. Eichelbrenner. 

Schaaf, S. A.: Recent progress in rarefied gasdynamies. ARS J. 30, 443—447 
(1960). 

Serrin, James: A note on the existence of periodie solutions of the Navier-Stokes 
equations. Arch. rat. Mech. Analysis 3, 120—122 (1959). 

Instationäre Bewegung eines inkompressiblen reibenden Mediums in einem 
gleichmäßig beschränkten Raumbereich. V(t), dessen Gestalt periodisch von der 
Zeit t abhängt und auf dessen Rand periodische Geschwindigkeiten vorgeschrieben 
sind. Zu jeder stetigen Anfangsverteilung der Geschwindigkeiten in V (0) gebe 
es für 0<t< oo eine Lösung der Navier-Stokesschen Differentialgleichungen, 
die die vorgeschriebenen Randbedingungen auf V(t) erfüllt. Es gebe eine in den 
Raumkoordinaten für alle Zeiten t gleichmäßig stetige Lösung des Anfangs-Rand- 
wert-Problems mit einer Reynoldszahl Re = vd/v < 5,7 (v = maximale Geschwin- 
digkeit der Strömung in V (t) für 0OSt< oo, d = maximaler Durchmesser von” (t), 
v — kinematische Zähigkeit). Dann gibt es genau eine stabile und periodische Lösung 
der Navier-Stokesschen Differentialgleichungen mit den vorgeschriebenen Anfangs- 
Rand-Bedingungen auf V(f). Zum Beweis dieses Satzes werden wesentlich Integral- 
Abschätzungen für Lösungen der Navier-Stokesschen Differentialgleichungen aus 
einer früheren Arbeit des Verf. benutzt (dies. Zbl. 86, 200). Verf. macht keine An- 
gaben, wann die — außerordentlich einschneidenden — Voraussetzungen dieses 
Satzes erfüllt sind. | K. Nickel. 

Serrin, James: On the uniqueness of compressible fluid motions. Arch. rat. 
Mech. Analysis 3, 271—288 (1959). 

Verf. gibt den bisher wohl allgemeinsten Eindeutigkeitssatz für eine Lösung 
der Navier-Stokesschen Differentialgleichungen der dreidimensionalen instationären 
Bewegung eines kompressiblen oder inkompressiblen Mediums in einem beschränkten 
Bereich unter sehr allgemeinen Randbedingungen. Verf. setzt keine explizit gegebenen 
Zustandsgleichungen voraus, sondern benötigt allein gewisse thermodynamische 
Grundbedingungen (z. B. positive spezifische Wärme bei konstantem Volumen). 
Der Beweis wird nach der Energie-Integral-Methode geführt, die notwendigen 
Stetigkeits- und Differenzierbarkeits-Voraussetzungen lassen jedoch keine Verdich- 
tungsstöße zu. K. Nickel. 

Tirskij (Tirskü), 6. A.: An exaet solution of the energy equation in a partieular 
case of the motion of a viscous incompressible fluid. PMM J. appl. Math. Mech. 22, 
777—786 (1959), Übersetzung aus Priklad Mat. Mech. 22, 555—560 (1958). 

Als Sonderfall der von G. Hamel angegebenen, mit Hilfe elliptischer Funktionen 
darstellbaren exakten Lösungen der vollen Navier-Stokesschen Gleichungen erhält 
man bekanntlich die Strömung zwischen zwei nichtparallelen ebenen Wänden. In der 
vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß für die letztgenannte Strömung im Sonderfall 
Prandtl-Zahl gleich 1 auch die Energiegleichung exakt gelöst werden kann, und 
zwar ebenfalls unter Verwendung elliptischer Funktionen. Man wird auf eine Lame- 
sche Differentialgleichung geführt, deren Lösungen genauestens diskutiert werden. 

E Th. Geis. 

Stewartson, K. and L. Howarth: On the flow past a quarter infinite plate using 
Oseen’s equations. J. Fluid Mechanics 7, 1—21 (1960). 

Dreidimensionale stationäre laminare Strömung eines inkompressiblen Mediums 
der kinematischen Zähigkeit » entlang einer viertelunendlichen ebenen Platte, deren 
beide Seitenkanten parallel und senkrecht zur Strömung liegen. Verff. lösen die 
Öseenschen Näherungsgleichungen für die Geschwindigkeitskomponenten über der 
Platte asymptotisch außerhalb einer Umgebung der Ecke bis (einschließlich) zu 
Termen der Ordnung »!/? (»— 0). Ausgehend von einer zweidimensionalen Nähe- 
rungslösung für die halbunendliche Platte werden durch Integraltransformationen 
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höhere Näherungen für die Geschwindigkeitskomponenten bestimmt und ihr Ein- 
fluß auf den örtlichen Reibungswiderstand diskutiert. Ein wichtiges Ergebnis ist, 
daß der Einfluß der störenden Querströmung sich auf der ganzen Platte auswirkt 
und nicht nur auf eine enge Nachbarschaft der Seitenkante beschränkt bleibt. 

K. Nickel. 


Philip, A. 6. Davis: Eiffeet of viscosity_on the spläsh caused by a drop of water 
falling into a mixture of glycerol and water. J. appl. Phys. 31, 727—730 (1960). 


Kanwal, Ram Prakash: Impulsive rotatory motion of a eireular disk in a viscous 
fluid. Z. angew. Math. Phys. 10, 552—557 (1959). 

In einer inkompressiblen reibenden Flüssigkeit befinde sich eine sehr dünne 
kreisförmige Scheibe vom Radius r,. Die Scheibe erfahre einen Drehstoß @öft) 
[ö(t) = Diracsche Deltafunktion]. Es wird dann unter der Annahme, daß die Träg- 
heitsglieder vernachlässigt werden können und nur eine Geschwindigkeitskompo- 
nente v in der azimuthalen g-Richtung vorhanden ist, eine exakte Lösung der 
Stokes-Navierschen Gleichungen in Zylinderkoordinaten r, o, z, nämlich o&/ät = 
u(v/ör? + rtöv/är — v/r?), in Form einer unendlichen Reihe über in Polynome 
ausartende hypergeometrische Funktionen für die Geschwindigkeit vo der Strömung 
um die Scheibe und für die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe selbst gegeben. 

Th. Seal. 


Kestin, Joseph, Wolfgang Leidenfrost and €. Y. Liu: On relative measurements 
of the viscosity of gases by the oseillating-disk method. Z. angew. Math. Phys. 10, 
558—564 (1959). 

Für die Auswertung von Relativmessungen der Zähigkeit reibender Flüssig- 
keiten nach der Methode der oszillierenden Scheibe, bei der eine dünne Scheibe zwi- 
schen feststehenden Platten Drehschwingungen ausführt, benötigt man Formeln. 
welche den Einfluß der endlichen Ausdehnung der Scheibe berücksichtigen. Dies 
geschieht durch Einführung eines Randkorrekturfaktors, welcher aus dem Verhält- 
nis des wirklichen Reibungsmomentes zum theoretisch für eine unendlich ausgedehnte 
Scheibe berechneten folgt. Er hängt von der Geometrie der experimentellen An- 
ordnung ab. Th. Seal. 


Schliehting, Hermann: Entwieklung der Grenzschichttheorie in den letzten drei 
Jahrzehnten. Z. Flugwiss. 8, 93—111 (1960). 

Slezkin, N. A.: On the development of the flow of a viscous heat-condueting 
gasin apipe. PMM J.appl.Math. Mech. 23, 473—489 (1959), Übersetzung vonPriklad. 
Mat. Mech. 23, 333—346 (1959). 

Verf. verallgemeinert eine Methode von S. M. Targ, der in seiner Monographie 
„Grundaufgaben der Theorie laminarer Strömungen“, Moskau 1951, Einlauf- 
strömungen einer zähen, inkompressiblen Flüssigkeit derart behandelt hat, daß er 
die Trägheits- und Reibungsglieder in den Bewegungsgleichungen nur teilweise 
berücksichtigt. Verf. erweitert diese Methode auf die Einlaufströmung eines zähen 
und wärmeleitenden Gases. Es wird die stationäre, ebene Parallelströmung eines 
idealen Gases betrachtet. Dabei werden die Dichte, Zähigkeit und Wärmeleitzahl 
als veränderlich, die spezifischen Wärmen c, und c, dagegen als konstant angesehen. 
Ausgehend von den dimensionslos gemachten Navier-Stokesschen Gleichungen und 


der Energiegleichung gewinnt Verf. mit Hilfe des kleinen Parameters e  1/ VRe 
vier linearisierte Gleichungen für die beiden Geschwindigkeitskomponenten, die 
Temperatur und den Druck. Mit Hilfe der Theorie der Laplace-Transformationen 
gelingt es dem Verf., diese linearisierten Gleichungen für den rotationssymmetri- 
schen Fall einer Gasströmung in einem Rohr, das in der Erde gelagert ist, zu lösen. 
Neben der Haft- und Achsensymmetriebedingung wird noch vorausgesetzt, daß die 
Geschwindigkeits-, Tem peratur- und Druckverteilung am Eintrittsquerschnitt kon- 
stantist. Ferner wird nach.einem Gesetz von Suchov für Ölpipelines die Wandtem- 
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yeratur des Rohres nicht als konstant angenommen, sondern sie nimmt von der 
ı1öheren Temperatur am Eintrittsquerschnitt stromabwärts exponentiell ab, bis sie 
lie niedrigere Erdtemperatur erreicht. Unter Benutzung asymptotischer Darstellun- 
‚en für die Besselschen und Weberschen Funktionen, die in den Darstellungen der 
Waplace-Transformierten vorkommen, gewinnt Verf. zunächst grobe Näherungs- 
ösungen für die Kenngrößen am Eintrittsquerschnitt. Zum Schluß werden auch noch 
ür die Prandtl-Zahl 1 genauere Formeln für die Kenngrößen hergeleitet, wobei 
jauptsächlich Exponential- und Besselsche Funktionen auftreten. Wegen der Linea- 
isierung der Bewegungsgleichungen sind aber auch diese Formeln nur kurz hinter 
lem Eintrittsquerschnitt verwendbar, und es ist nicht möglich, aus ihnen die Ein- 
auflänge zu ermitteln, weil die Kenngrößen stromabwärts keinem Grenzwert zu- 
streben. H. Limberg. 


Dorfman, A. S. (A. Sh.), N. I. Pol’skij (Pol’skii) and P. N. Romanenko: Self- 
similar solutions of the laminar boundary layer equations for a compressible fluid 
neluding heat transfer. PMM J. appl. Math. Mech. 22, 375—382 (1958), Über- 
setzung aus Priklad. Mat. Mech. 22, 274—279 (1958). 


Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zur Auffindung sämtlicher ähnlicher 
Lösungen der zweidimensionalen Grenzschichtgleichungen für kompressible Medien 
nit Wärmeübergang. Die entscheidende Idee der Verff. ist, zunächst die neue Variable 


Y 
= f (2) dy einzuführen (y bedeutet hierbei die Koordinate senkrecht zur 
0 v 


Wand und o die Dichte) und dann erst die Frage nach ähnlichen Lösungen aufzuwer- 
en, d. h. nach solchen Grenzschichten, bei denen die Geschwindigkeits- und Tempera- 
surprofile jeweils unter sich zur Deckung gebracht werden können, wenn man die 
seschwindigkeit & in Strömungsrichtung x und die Temperatur 7 mit geeigneten, 
ron der jeweiligen Stelle x abhängigen Maßstabsfaktoren versieht. Auf die angegebene 
Weise werden eine Reihe neuer ähnlicher Lösungen gefunden, und es wird gezeigt, 
laß außer den angegebenen keine weiteren ähnlichen Lösungen existieren können. 
Th. Geis. 


Merk, H. J.: The macroscopie equations for simultaneous heat and mass trans- 
‘er in isotropie, continuous and elosed systems. Appl. sci. Research, A 8, 73—99 (1958). 

Für Mehrkomponentenströmungen mit Wärme- und Materieaustausch werden 
lie Grundgleichungen der Kontinuität, der Bewegung, der Energieerhaltung und der 
Wärme- und Materiediffusion aufgestellt. Unstimmigkeiten früherer Darstellungen 
ler Energiegleichung werden diskutiert. Die Ableitung der Diffusionsgleichungen 
yasiert auf Formeln der Thermodynamik irreversibler Prozesse; sie wird für allge- 
meine Systeme durchgeführt. Die Maxwellschen Diffusionsgleichungen für ideale 
Sase erweisen sich auch im allgemeinen Fall als gültig. Für binäre Systeme und andere 
Spezialfälle lassen sich die Gleichungen vereinfachen. K. Hasselmann. 


Merk, H. J.: Mass transfer in laminar boundary layers ealeulated by means of 
ı perturbation method. Appl. sci. Research, A 8, 237—260 (1959). 

Die Beziehung zwischen den Wärme- und Materieströmen an der Wand bei 
aminaren Diffusions- und Temperaturgrenzschichten mit der Lewis-Zahl Eins wird 
lurch einen bisher übersehenen Term, der die Konzentrationsabhängigkeit der En- 
‚halpie wiedergibt, korrigiert. Für den Fall der ebenen Platte wird die Abhängigkeit 
ler Sherwood-Zahl von der Schmidt-Zahl und der Konzentrationsdifferenz zwischen 
Außenströmung und Wand nach einer Störungsmethode ermittelt. Die angegebenen 
Näherungsformeln stimmen gut mit exakten Berechnungen anderer Autoren überein. 

K. Hasselmann. 

Merk, H. J.: Mass transfer in the laminar boundary layer along a flat plate cal- 

ulated by means of the integral method. Appl. sci. Research. A 8, 261—277 (1959). 
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Nach dem Pohlhausen-Verfahren ermittelte Näherungslösungen der Diffusions- 
grenzschichtgleichungen werden mit exakten numerischen Lösungen verglichen. 
Die Abweichungen sind gering bei kleinen Konzentrationsgradienten, nehmen aber 
bei größeren stärker zu. Die P,-Methode ergibt keine wesentliche Verbesserung 


gegenüber der P,-Methode. Das Verfahren erweist sich als aufwendiger als exakte 


numerische Lösungsmethoden. K. Hasselmann. 

Sparrow, E. M. and J. L. Gregg: The effect of a nonisothermal free stream on 
boundary-layer heat transfer. J. appl. Mech. 26, 161—165 (1959). 

Die Pohlhausen-Lösung für die längsangeströmte geheizte Platte wird auf den 
Fall einer nichtisothermen Anströmung mit linearem Temperaturprofil erweitert. 
Wärmeübergangszahlen und Temperaturprofile werden mit und ohne Berücksichti- 
gung der Reibungswärme als Funktion der Prandtl-Zahl und des Temperaturgradi- 
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enten der Anströmung wiedergegeben. Mit wachsender Prandtl-Zahl nimmt der - 


Einfluß des Temperaturgradienten erwartungsgemäß ab. K. Hasselmann. 


Crane, Lawrence J.: Thermal conveetion from a horizontal wire. Z. angew. 


Math. Phys. 10, 453—460 (1959). 


Für die freie Konvektionsströmung über einem dünnen geheizten Draht werden 


Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile mit Hilfe einer Ähnlichkeitstransforma- 


he, 


tion ermittelt. Für die Prandtl-Zahl 5/9 ergeben sich. geschlossene Lösungen. Die 
Lösungen für benachbarte Prandtl-Zahlen (Luft) werden nach einer Störungs- 


methode berechnet. K. Hasselmann. 


Diorbenadze, N. P.: Über den instationären Fluß einer zähen Flüssigkeit zwi- 


schen parallelen porösen Wänden. Soobstenija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 22,657 — 


663 (1959) [Russisch]. 

L’A. considere le mouvement plan d’un fluide visqueux et incompressible 
entre deux plans poreux paralleles. Les resultats obtenus par des autres auteurs 
sont utilises et generalises dans le cas oü le rapport de la vitesse de penetration et 


celle de l’&coulement dans la section initiale n’est plus constant. L’A. trouve l’ex- 


pression de la fonction de courant par le procede analogue & celui applique dans le 


cas d’un mouvement permanent et determine les conditions sous lesquelles les series, 


relatives & la solution trouvee, convergent absolument. ©. Woronetz. 

Sävuleseu, St. N.: Betrachtungen über einige Lösungen des Falles der instationä- 
ren inkompressiblen Grenzschieht. Acad. Republ. popul. Roumaine, Revue Mee. appl. 
4, 7—18 (1959). 


Die vorliegende Arbeit ist dem Studium instationärer, kompressibler, rotations- 


symmetrischer Grenzschichten gewidmet. Nach Einführung der mit Hilfe der Strom- 
funktion y gebildeten neuen Variablen n=y/y und n=y/ys (ys und s, 
Wert der Stromfunktion am Außenrand der Strömungs- bzw. Temperaturgrenzschicht) 
werden die Geschwindigkeit u parallel zur umströmten Rotationsfläche und die 
Energie E in der Form u=n" und E=n}' angesetzt. Zur Ermittlung der orts- 
und zeitabhängigen Funktionen ys; bzw. s, ergeben sich dann zwei voneinander un- 
abhängige partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung. Im folgenden wird weiterhin 
untersucht, welche Verteilungen der äußeren Geschwindigkeit und Temperatur sowie 
der Wandtemperatur auf Lösungen mit E=u führen. Th. Geis.%, 
Witting, Hermann: Über den Einfluß der Stromlinienkrümmung auf die Sta- 
bilität laminarer Strömungen. Arch. rat. Mech. Analysis 2, 243—283 (1958). 
Verf. untersucht die Instabilität wellenförmig gestörter Strömungen gegenüber 
sekundären Längswirbeln; er weist nach, daß die gegen Tollmien-Schlichting-Wellen 
instabile Grenzschichtströmung längs einer ebenen Platte in den Wellentälern gegen- 
über Taylor-Görtler-Längswirbeln sekundär instabil wird und damit in eine drei- 
dimensionale Strömung übergeht. Es wird vermutet, daß Stabilisierung gegenüber 
Wellen, etwa durch Absaugung, durch Instabilität gegen Sekundärwirbel zunichte ge- 
macht wird. In seiner vorzüglich aufgebauten Arbeit stellt Verf. zunächst das Eigen- 
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wertproblem der Taylor-Wirbel zwischen koaxialen Zylindern dar, das er in Form 
einer Reihenentwicklung löst, die für genügend große Radien gilt und bei welcher 
die Taylorsche Lösung (Radien > Spannweite) nur Ausgangslösung ist. Das Eigen- 
wertproblem wird in ein System von Integralgleichungen übergeführt und der 
kleinste Eigenwert iterativ gewonnen. Sodann wird die Görtlersche Theorie der 
Instabilität einer Grenzschichtströmung längs einer Wand konstanter konkaver 
Krümmung gegen Längswirbel abgehandelt; für die Lösung des Eigenwertproblems 
wird die Methode von Hämmerlin herangezogen. Wenn man nun über dem System 
krummliniger Koordinaten, das durch die wellenförmigen Stromlinien und die 
Linien gleicher Phase bestimmt wird, in die Bewegungsgleichungen wirbelartige 
Sekundärstörungen einführt, so sind die Störungsgleichungen denen für Taylor- und 
Görtler-Wirbel sehr ähnlich, für den Fall der durch eine periodische Wandwelle er- 
zwungenen Primärströmung nahezu analog, mit dem Unterschied immerhin, daß die 
Reynoldszahl bekannt und nur die Wellenamplitude frei ist, welche zugleich Eigen- 
wert und Störparameter ist. Für die Plattengrenzschicht werden die kritischen Am- 
plituden der Wandwellen berechnet, bei denen Instabilität gegenüber Wirbeln auf- 
tritt. Das Eigenwertproblem der durch stromabwärts wandernde Tollmien-Schlich- 
ting-Wellen primär gestörten Grenzschichtströmung unterscheidet sich von dem 
Problem der durch eine schwache Wandwellung erzwungenen Wellenstörung da- 
durch, daß die Lösung in der kritischen Schicht singuläre Stellen hat. Für neutrale 
Wellenstörungen, die von Schlichting und Zaat berechnet worden sind, können 
Kurven des kleinsten Eigenwerts ermittelt werden. Demnach führen schon Ampli- 
tuden von 10-* Grenzschichtdicken zur Sekundärinstabilität. Es dürfte interessant 
sein, die Weiterentwicklung der Gedanken des Verf. für eine Erklärung des Um- 
schlags von laminarer in turbulente Strömung zu verfolgen. J. Pretsch. 


Emmons, H. W., €. T. Chang and B. €. Watson: Taylor instability of finite 
surfaces wave. J. Fluid Mechanics 7, 177—193 (1960). 

Die Instabilität der beschleunigten Zwischenschicht zwischen einer Flüssigkeit 
(Methanol oder CCl,) und Luft wird für annähernd sinusförmige Störungen experi- 
mentell untersucht. Die Versuche zeigen, daß das lineare Anwachsen der Störungen 
nur für sehr kurze Zeit gilt und die Flüssigkeit dann in Flüssigkeitsnadeln übergeht, 
die in das Gas wandern und in Gasblasen, die durch die Flüssigkeit ziehen. In der 
theoretischen Behandlung wird die Flüssigkeit als nicht zäh und inkompressibel 
vorausgesetzt, die Oberflächenspannung berücksichtigt und die Dichte der Luft 
gegenüber derjenigen der Flüssigkeit vernachlässigt. Die erste Näherung liefert die 
von Bellman und Pennington (dies. Zbl. 57, 415) angegebenen Lösungen. Die 
zweite Näherung, welche die Oberflächenspannung einschließt, wenngleich die obere 
Flüssigkeit massenlos angenommen wird, führt auf die Lösungen von Ingraham 
(dies. Zbl. 56, 429). Die dritte Näherung des Verf. bringt eine neue Oberschwingung 
und Rückkopplung der Anfachung auf die Grundschwingung. J. Pretsch. 


Kolar, Vaclav: Turbulence in spiral flow of water. Proc. 2nd Congr. theor. appl. 
Mech., New Delhi 1956, Oct. 15—16, 127—130 (1957). 

Es wird über Versuche mit einer Spiralströmung in einem offenen Gerinne be- 
richtet. Die Intensität der Spiralströmung ist durch den Ablenkungswinkel der Strom- 
linien gekennzeichnet. Dieser Ablenkungswinkel klingt zunächst langsam und von 
einer bestimmten Stelle an stärker ab. Aus diesem unstetigen Verlauf des Ablenkungs- 
winkels wird auf plötzliches Einsetzen von Turbulenz geschlossen. Die Versuche wer- 
den so interpretiert, daß die Spiralbewegung der Strömung die Turbulenz unterdrückt. 
Erst nachdem die Spiralbewegung einen gewissen Wert unterschritten hat, wird die 
Strömung turbulent. J. Rotta. 


Hunziker, Raul R.: Heat transfer and Reynolds’ analogy in a turbulent flow 
with heat release. Z. angew. Math. Phys. 9a, 307—315 (1958). 
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Die Wärmeübertragung in der vollausgebildeten inkompressiblen turbulenten 
Strömung durch ein Rohr mit Kreisquerschnitt wird unter der Annahme konstanten 
Verhältnisses der Austauschkoeffizienten für Impuls und Wärme theoretisch unter- 
sucht. Wenn die Geschwindigkeitsverteilung gemäß einem Ansatz von Pai als be- 
kannt vorausgesetzt wird, läßt sich die partielle Randwertaufgabe der Temperatur- 
verteilung vermittels Laplace-Transformation auf eine- gewöhnliche Sturm-Liouville- 
sche Randwertaufgabe zurückführen. Die zugehörigen Eigenwerte und Eigenfunk- 
tionen können mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens für verschiedene Werte der 
Prandtlschen und Reynoldsschen Zahl berechnet werden. Durch Verallgemeinerung 
des Prandtlschen Wärmequellensatzes erhält man ein exaktes asymptotisches 
Temperaturprofil. Dieses ermöglicht die Abschätzung des Fehlers, der durch Anwen- 
dung des Ritzschen Verfahrens entsteht. J. Rotta. 


Al'tsul‘, A. D.: Zur Begründung der Formel von Colebrook (über das Geschwin- 
digkeits- und Widerstandsprofil bei turbulenter Strömung in technischen Rohrlei- 
tungen). Izvestija Akad. Nauk SSSR, Otd. techn. Nauk 1958, Nr. 6, 122—125 
(1958) [Russisch]. 

Colebrook hat für stationäre turbulente Strömungen in Rohren mit rauher 
Wand bekanntlich eine implizite Formel für den Widerstandsbeiwert A abgeleitet [siehe 
J. Inst. Civil Engineering Nr. 4, (1939)]. Verf. vereinfacht sie zu expliziten Formeln 
für A. Diese für numerische Rechnungen günstigen Formeln sowie ein gegenüber dem 
logarithmischen Gesetz einfacheres Potenzgesetz für die Geschwindigkeitsverteilung 
haben durch Arbeiten des Verf. und anderer Autoren für große Reynoldssche 
Zahlen Re (von 2.10% bis 30.10) ihre experimentelle Bestätigung gefunden. 

H. Limberg. 

Ginevskij (Ginevskii), A. S. and E. E. Solodkin: The effeet of lateral surface 
curvature on the characteristies of axially-symmetrie turbulent boundary layers. 
PMM J. appl. Math. Mech. 22, 1169—1179 (1959), Übersetzung aus Priklad. Mat. 
Mech. 22, 819—825 (1958). 

Die Gleichungen für axialsymmetrische turbulente Grenzschichten mit Druck- 
abfall oder Druckanstieg werden mit Hilfe der Prandtlschen Mischungsweghypothese 
unter der Annahme linearer Schubspannungsprofile integriert. Geschwindigkeits- 
profile und Widerstandsbeiwerte werden für konstante Außenströmung in Ab- 
hängigkeit der transversalen Krümmung wiedergegeben. K. Hasselmann. 


Seban, R. A., A. Emery and A. Levy: Heat transfer to separated and reattached 
subsonie turbulent flows obtained downstream of a surface step. J. Aero-Space Sci. 
26, 809—814 (1959). 

Stalker, R. J.: Sweepback eifeets in turbulent boundary-layer shock-wave 
interaction. J. Aero-Space Sci. 27, 348—356 (1960). 

Mickelsen, William R.: Measurements of the effect of moleeular diffusivity in 
turbulent diffusion. J. Fluid Mechanies 7, 397—400 (1960). 


Priestley, €. H.B.: Temperature fluetuations in the atmospherie boundary 
layer. J. Fluid Mechanics 7, 375—384 (1960). 


Obuchov, A. M. und A. M. Jaglom: Mikrostruktur der ausgebildeten Turbulenz. 
Trudy tret’ego vsesojuzn. mat. S’ezda, Moskva, Ijun—Ijul’ 1956, 3, 542—557 (1958) 
[Russisch]. 

This is some sort of a review of the micro-structure of a developed turbulence. 
Part I contains a discussion of the analytical results. The starting point of the 
authors’ presentation is the well-known approach of Z. Keller und A. Friedman 
[Proc. 1-st internat. Congr. appl. Mech., Delft 1924, 395—405 (1925)]. In that 
work there was given for the first time a statistical formulation of hydrodynamie 
fields of turbulent flows; this was done by means of the method of moments. Next 
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the authors briefly mention the fundamentals of the statistical theory of the homo- 
geneous, isotropie turbulence in the formulation of G.I. Taylor and his followers 
like v. Kärmän and others. The actual description of the micro-structure of tur- 
bulence from the analytical point of view begins with the Kolmogoroff theory of the 
locally isotropie turbulence. After describing the fundamentals of this hypothesis, 
the authors repeat the derivation of the equation for the second order correlation 
function between the velocity components at two points. This is followed by a 
Fourier and a graphical representation (vs. the distance r between two points) of 
this function. As the next item the authors present the well-known Kolmogoroff 
power formulas for the second order correlation function and using the Navier- 
Stokes equation derive the expression for the third order correlation function, which 
is treated in an analogous way. After discussing the velocity correlation functions, 
the authors describe the pressure correlation function and its relation to the velocity 
correlation functions; this is again followed by its graphical representation. The 
temperature correlation function is treated in the same way. In Part II the authors 
discuss the experimental side of the topic. This is done by means of various diagrams, 
comparing the analytical and experimental data for all the correlation functions 
(previously discussed) vs. the length (distance). The work is based upon many sources 
of the German, Britisch, Russian and American literature with many familiar names 
in the field. M.Z.v. Krzywoblock:. 


e Hains, F. D. and Y. A. Yoler: Axi-symmetrie magneto-gas dynamic channel 
low. Boeing Scientific Research Laboratories. Flight Sciences Laboratory, Report 
No. 12. August 1959. 57 p. 

Die Strömung eines Gases in einem Rohr konstanten Querschnittes, das an einer 
Stelle von einem stromdurchflossenen Ring umgeben ist, wird theoretisch und ex- 
perimentell im Stoßwellenrohr untersucht. Da der Ringdurchmesser nicht viel 
srößer als der Rohrdurchmesser ist, ist das Medium einem über den Querschnitt 
veränderlichen Magnetfeld ausgesetzt. Die Strömung ist anisentrop. Der Unter- 
schallfall ist wegen der Randbedingungen stromabwärts komplizierter. Der Über- 
schallfall wird auch nichtlinear mit Charakteristikenmethoden berechnet und zeist 
im Versuch qualitative Übereinstimmung. K. Oswatitsch. 


e Hains, F. D., Y. A. Yoler and E. Ehlers: Axi-symmetrie hydromagnetie 
ehannel flow. Boeing Scientific Research Laboratories. 1959. 49 p. 

Trotz unterschiedlichem Titel handelt es sich um genau dasselbe Thema wie 
in der vorstehenden Besprechung. Der Versuchsteil ist gekürzt. Stattdessen sind 
offenbar vom letzten Verf. stammende, analytische Rechnungen zum linearen 
Unterschall- und Überschallproblem im Umfang von rund 10 Seiten aufgenommen, 
die doch gut gesondert veröffentlicht werden konnten. Bis S. 16, Gleichung (43) und 
Fig. 8 stimmen beide Arbeiten wortwörtlich überein! Dasselbe ist auch gegen Ende 
ler Fall, wird aber dem Leser nirgends mitgeteilt. K. Oswatitsch. 


Nakagawa, Yoshinari: Heat transport by eonveetion in presence of an impressed 
magnetic field. Phys. Fluids 3, 87—93 (1960). 

Es befinde sich eine elektrisch leitende Flüssigkeit zwischen zwei Ebenen, die 
n der Entfernung d voneinander auf den konstanten Temperaturen 7, und 7‘, ge- 
halten werden. Wird ein magnetisches Feld H eingeschaltet, das mit der Normale 
ler beiden Ebenen den Winkel ® einschließt, so setzt eine thermische Instabilität 
ler Flüssigkeit insofern ein, als der Wärmetransport durch Konvektion zwischen 
len beiden Ebenen asymptotisch für große Feldstärken um einen Faktor (n? Q)"! 
vermindert wird. Dabei ist @ = o u? H?d?cos?®9/ov (co = elektrische Leitfähig- 
keit; u = magnetische Permeabilität; o = Dichte; » = kinematische Zähigkeit der 
Flüssigkeit). Eine anschauliche Erklärung des Effektes wird nicht gegeben. 

Th. Sexl. 


198 


Hacques, G6rard: Feoulement d’un fluide eondueteur en presence du champ 
magnötique er&6 par un courant &leetrique reetiligne ind£fini, et sa determination par 
la methode des analogies rheoeleetriques. ©.r. Acad. Sci., Paris 250, 234—286 (1960). 

Si considera il moto stazionario di un fluido non viscoso, elettrieamente con- 
duttore e soggetto a un campo magnetico esterno; all’infinito sia nulla l’induzione 
magnetica, mentre la velocitä sia costante. Nel caso-in cui il campo magnetico sia 
fornito da un filo rettilineo indefinito _perceorso da corrente elettrica continua di 
intensitä costante, si rileva un’immediata analogia con il primo principio di Kirchhoff 
applicato al centro di un circuito formato da 4 resistenze uguali disposte in croce; 
si puö allora ricavare la distribuzione della pressione e l’andamento delle linee di 
corrente, che sono indipendenti dal verso della corrente elettrica. R. Nardinv. 


Long, Robert R.: Steady finite motions of a condueting liquid. J. Fluid Mechan- 
ics 7, 108—114 (1960). 

In un fluido incompressibile, non viscoso, dotato di conducibilitä elettrica in- 
finita, si considera un moto stazionario, in cui tutte le grandezze presentano sim- 
metria rispetto ad un asse, scelto come asse z, e danno luogo a un campo indistur- 
bato per z—>— oo e per z— oo. Previo introduzione di alcune funzioni arbi- 
trarie di integrazione, il problema si riconduce a un’equazione non lineare alle deri- 
vate parziali del 2° ordine nella funzione di corrente y. Tale equazione, nel caso 
in cui nella regione indisturbata N il campo magnetico & parallelo all’asse 2, fornisce i 
seguenti risultati: 1. sein A la velocitä & nulla, il campo magnetico non ha influenza 
sul moto, che & irrotazionale; 2. se in A si ha rotazione uniforme intorno all’asse 2 
e traslazione lungo di essa, la funzione perturbatrice della y soddisfa alla stessa 
relazione che si ha in assenza del campo magnetico. Riguardo a quest’ultimo caso si 
dä un criterio per decidere se la R & situata a monte o a valle rispetto alla corrente 


fluida. R. Nardıni. 


Neuringer, Joseph L.: Optimum power generation from a moving plasma. J. 
Fluid Mechanics 7, 287—301 (1960). 

Ein Plasma, worunter man ein im Mittel-raumladungsfreies Gas im elektrischen 
Feld versteht, bewege sich in der x-Richtung. Ein dazu senkrechtes Magnetfeld Z, sei 
nur eine Funktion von x. Durch die Bewegung des Plasmas wird in demselben ein 
elektrisches Feld in der y-Richtung induziert. Die magneto-hydrodynamischen 
Gleichungen gestatten nur in zwei Spezialfällen eine explizite Integration: 1. Für 
den Fall einer inkompressiblen reibungslosen Flüssigkeit in einem konstanten trans- 
versalen Magnetfeld in einem zweidimensionalen Kanal von bestimmter Länge mit 
vorgegebener Abhängigkeit des Querschnittes von der Länge; 2. für den Fall einer 
kompressiblen reibungslosen Flüssigkeit in einem transversalen Magnetfeld in einem 
zweidimensionalen Kanal von bestimmter Länge und konstantem Querschnitt. In 
beiden Fällen werden die optimalen Bedingungen für den elektrischen Strom disku- 
tiert, der durch die elektromagnetische Induktion aus dem bewegten Plasma ge- 
wonnen werden kann. Th. Sexl. 


Hirschfelder, Joseph 0.:. Diffusion coeffieients in flames and detonations with 
constant enthalpy. Phys. Fluids 3, 109—112 (1960). 

Wenn man innere Reibung, Wärmeleitung und Diffusion ausschließt, so ist die 
spezifische Gesamtenergie eines chemisch reagierenden Gases bei eindimensionaler 
stationärer Strömung bekanntlich konstant. Im vorliegenden Aufsatz wird gezeigt, 
daß dieser Satz unter bestimmten Voraussetzungen auch für ein reales Gas gilt, und 
zwar braucht man nur zu fordern, daß alle Diffusionskoeffizienten des Mehrkom- 
ponentensystems einander gleich sind, daß ferner die Lewis-Zahl des Gasgemischs 
gleich 1 und die Prandtl-Zahl gleich 0,75ist. Im Falle einer stationären eindimensiona- 
len Flamme, bei der die kinetische Energie eine geringe Rolle spielt, kann man sogar 
noch auf die letzte Forderung verzichten. Als Schulbeispiel wird die hypothetische 
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Flamme behandelt, welche durch die einmolekulare Zerfallsreaktion A—sB auf- 
rechterhalten wird. Es ergibt sich, daß die Flammengeschwindigkeit etwa mit der 
12. Wurzel aus s variiert. H. Stümke. 

Gross, Robert A. and Wallace Chinitz: A study of supersonie eombustion. J. 
Aero-Space Sci. 27, 517—524, 534 (1960). 

Tureotte, Donald L.: Stable combustion of a high-veloeity gas in a heated boun- 
dary layer. J. Aero-Space Sci. 27, 509—516 (1960). 

e Stoker, J. J. (DZ. DZ.): Water waves. The mathematical theory with appli- 
cations. [Volny na vode. Matematideskaja teorijai priloZenija.] Übersetzung aus 
dem Engl. unter Redaktion von M. A. Lavrent’ev und N.N. Moiseev. Moskau: 
Verlag für ausländische Literatur 1959. 617 S. R. 26,80 [Russisch]. 

Vgl. die Besprechung des Originals in diesem Zbl. 78, 408. 

Cerkesov, L. V.: Über die Wellen auf der Oberfläche einer Flüssigkeit. Izvestija 
Akad. Nauk SSSR, Otd. techn. Nauk, Mech. Masinostr. 1959, Nr. 2, 37—45 (1959) 
[Russisch ]. 

Le travail est consacre a l’ö&tude de la naissance et de la propagation des ondes 
superficielles & l’interieur d’un angle droit. La profondeur de l’eau est supposce 
infiniment grande. Dans le premier probleme les ondes sont provoqu6es par les vibra- 
tions periodiques d’une partie des plans limitant le domaine fluide (profondeur finie). 
Dans le second probleme une partie de la surface libre (largeur finie) le long des plans 
subit une pression qui varie periodigquement. Dans les deux cas l’A. trouve la forme 
de la surface libre perturbee. Le travail contient les formules permettant de calculer 
tous les paramötres se rapportant & des perturbations si la hauteur, la longueur et la 
direction de la propagation des ondes sont connues. ©. Woronetz. 

Iordanskij (Iordanskii), S. V.: The asymptoties of an axially symmetrie di- 
verging wave in a heavy fluid. Soviet Phys., Doklady 4, 284—287 (1959), Überset- 
zung aus Doklady Akad. Nauk SSSR 125, 1211—1214 (1959). 

La theorie des ondes longues & faible amplitude, due a Rayleigh, a te genöralisse 
par des autres auteurs dans le cas d’un mouvement nonpermanent. L’A. applique 
les &quations approchees ä l’etude d’un mouvement syme6trique par rapport ä l’axe 
vertical et compare les r&ösultats obtenus ä ceux trouv6s pour un mouvement rectili- 
gne. En supposant que le rapport de la profondeur de l’eau et de la longueur de 
l’onde est petit, on obtient une solution unique pour la forme de l’onde qui seule satis- 
fait & toutes les conditions posees. 0. Woronetz. 

Chaskind, M. D.: Theorie des Schiffswiderstandes bei Fahrt im Seegang. Iz- 
vestija Akad. Nauk SSSR, Otd. techn. Nauk, Mech. Masinostr. 1959, Nr. 2, 46—56 
(1959) [Russisch]. 

Dans quelques Notes precedentes l’A. s’occupait du probleme de la resistance 
d’un bateau due ä des ondes superficielles. Le present travail gen£ralise les resultats 
obtenus anterieurement et contient des calculs beaucoup plus preeis. La formule 
generale pour les forces agissant sur le bateau (horizontales et verticales), deduite 
dans la premiere partie du travail, est simplifice sous la proposition que la theorie 
lineaire des ondes est valable dans le cas considere. Les resultats obtenus sont appli- 
ques dans l’etude de quelques cas particuliers. C. Woronetz. 

PetraSen, 6. L.: Über die in Leningrad in den Jahren 1950—1955 ausgeführten 
Arbeiten über die Fortpflanzung instationärer Wellen (Schallwellen, seismische 
Wellen u. dgl.). Trudy tret’ego vsesojuzn. mat. S’ezda, Moskva, Ijuh—Ijul’ 1956, 3, 
566—570 (1958) [Russisch]. 

La Note presente un apercu des travaux effectues sur la propagation des ondes 
non-permanentes dans des milieux composes des couches isotropes. Les etudes se 
rapportent, en premier lieu, ä& des problemes sismologiques. La d&monstration des 
methodes appliquees et faite dans l’analyse d’un probleme relativoment simple oü 
le milieu est limite par des plans parallöles. C. Woronetz. 
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Öernysev, K. V.: Über die Berechnung der statischen Deformationen einer 
Einzelzelle eines hydroakustischen Schallabsorbenten. Vestnik Moskovsk. Univ., : 
Ser. Mat. Mech. Astron. Fiz. Chim. 13, Nr. 1, 233—235 (1958) [Russisch]. 

Verf. berechnet die statische Verformung von Resonanzabsorbern, wie sie zur 
Auskleidung von Wasserschalltanks verwendet werden. Derartige Absorber bestehen 
aus gelochten Gummiplatten, die auf der der Flüssigkeit zugewandten Seite von einer 
Gummihaut bedeckt sind. Da die Resonanzfrequenz von den genauen Abmessungen 
des Absorbers abhängt, ist es wichtig, auch die Verformung durch den statischen 
Druck zu kennen. Verf. berechnet mit Hilfe der Ritzschen Näherungsmethode die 
statische Verformung eines Elements eines derartigen Absorbers. Er geht dabei von 
den elastischen Grundgleichungen aus und benutzt eine geeignete Kombination von 
Kugelfunktionen als Vergleichsfunktionen. Bereits die roheste Näherung stimmt mit 
den vom Verf. erhaltenen Meßergebnissen gut überein. M. Heckl. 

e Rouse, Hunter and Simon Ince: History of hydraulies. Iowa City: Iowa 
Institute of Hydraulic Research, State University of Iowa 1957. XII, 269 p. $ 5,00. 

There exist several comprehensive treatments on the history of neighbouring 
and overlapping fields of hydraulics, such as mechanics and aerodynamics, and one 
could piece together a fairly representative record on hydraulicians of the past 
and on restricted aspects of the subject. Therefore, the hydraulicians of today pos- 
sess only a misty notion of the origin of their heritage. Many important discoveries 
are now wrongly attributed, and nations are more familiar with their own contri- 
butions in the field, than with those of others. A history of hydraulics could emphasize 
one or other aspect of the subject. The authors have chosen as their primary theme 
the formulation of the underlying principles of fluid motion, incorporating such 
aspects of experimentation, engineering application, related scientific progress, and 
world history, as seemed to bear upon that theme. Considerable attention is necessari- 
ly given to the men who bore the brunt of the development and to their related inter- 
ests and accomplishments. In some instances individuals who did not contribute 
directly to hydraulics are included because of their indirect effect upon the thought 
processes of those who did. Only as regards the immediate past does the treatment 
change somehow its nature, individuals and external influences of the middle twen- 
tieth century remaining largely unassesed for want of a proper perspective that time 
alone can give. — lllustrated in large part with prints from the Neyrpie collections, 
this History is based on the original serial edition which appeared as a supplement 
to “La Houille Blanche” in parallel English and French versions. However, many 
additions have been made. An extensive index and a chronological tabulation of 
noteworthy individuals is appended. Dan @h. Ionesecu. 

Gallant, H.: Beitrag zur Gitterkorrektur nach Betz. Österreich. Ingenieur- 
Arch. 13, 264—267 (1960). 

Rehbach, J.: Untersuchung der Spaltverluste von Turbinenleiträdern mit be- 
wegter Spaltwand. Forsch. Gebiete Ingenieurwes. 26, 58—61 (1960). 

Jung, Richard: Die Berechnung und Anwendung der Strahlgebläse. VDI-For- 
schungsheft 26, Nr. 479, 32 S. (1960). 

Pohl, K. H.: Strömungsverhältnisse in einem Diffusor mit vorgeschaltetem 
Krümmer. Ingenieur-Arch. 29, 31—38 (1960). 

Schröder, H. J.: Die reibungsbehaftete Strömung durch eine Sammelspirale 
beliebigen Querschnitts. Forsch. Gebiete Ingenierwes. 25, 182—189 (1959). 

Shaw, R.: The influence of hole dimensions on static pressure measurements. 
J. Fluid Mechanics 7, 550—564 (1960). 

Yevdjevich, Vujiea M.: Analytical integration of the differential equation for 
water storage. J. Res. Nat. Bur. Standards 63° B, Nr. 1, 43—52 (1959). 

In einem Wasserspeicher wird die zuströmende und die abströmende Wasser- 
menge mit dem gespeicherten Volumen durch die Kontinuitätsgleichung verknüpft. 
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Drückt man das Speichervolumen und die Abflußmenge als Funktion der Spiegel- 
höhe des Speichers aus, so erhält man nach Elimination der Spiegelhöhe eine nicht 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung für Abflußmenge, in der die Zufluß- 
menge als vorgegebene Zeitfunktion eingeht. Verf. diskutiert einige Spezialfälle, in 
denen eine analytische Lösung dieser Differentialgleichung möglich ist, und zwar wenn 
kein Zufluß erfolgt, wenn der Zufluß konstant ist und wenn er durch einige einfache 
Zeitabhängigkeiten angenähert werden kann. @. Heinrich. 


Oroveanu, T. and H. Pascal: On the propagation of pressure waves in a liquid 
flowing through a porous medium. Acad. Republ. popul. Roumaine, Revue Mec. 
appl. 4, 445—448 (1959). 

Die Verff. gehen aus von einer aus dem Darcyschen Gesetz und der Kontinuitäts- 
gleichung abgeleiteten Differentialgleichung für die instationäre Filterströmung einer 
kompressiblen Flüssigkeit in einem als unzusammendrückbar angesehenen porösen 
Medium. Da diese Gleichung kein Beschleunigungsglied enthält, ist sie natürlich für 
die Beschreibung von Wellenausbreitungsphänomenen nicht geeignet. Die Verff. 
ergänzen diese Gleichung durch ein Beschleunigungsglied, das aus der Bewegungs- 
gleichung durch eine näherungsweise vorgenommene Linearisierung gewonnen wird. 

@. Heinrich. 

Gerber, Sebastien et Pierre Pilod: Application de la cuve rh6ographique ä la 
mise en evidence de deux types d’&coulement d’infiltration & travers une digue perme6- 
able ä faces verticales. ©. r. Acad. Sci., Paris 249, 2006—2008 (1959). 

L’application de l’analogie electrique permet de mettre en &vidence deux re- 
gimes d’ecoulement: avec ou sans surface de suintement. A l’&coulement limite sans 
discontinuite correspond une certaine valeur critique du niveau aval, definissant 
l’apparition du suintement. Dan Gh. Ionescu. 


Klassische Feldtheorie und Relativitätstheorie: 


Bergmann, Otto: Versuch einer endlichen Theorie des Elektrons. Acta phys. 
Austr. 13, 33—47 (1960). 

Es wird eine lineare, klassische, relativistische Theorie des Elektrons formuliert, 
die keine unendlichen Ausdrücke für physikalisch sinnvolle Größen enthält. Aller- 
dings fehlt in dieser Formulierung die Reaktionskraft der Strahlung. Ferner führt 
eine einzelne elektromagnetische Welle weder Energie noch Impuls mit sich und erst 
beim Zusammenwirken mehrerer solcher Wellen, die von verschiedenen Elektronen 
stammen, wird Energie und Impuls vorhanden sein. Ferner tritt bei dieser Formu- 
lierung die Schwierigkeit auf, daß die Energiedichte eines Strahlungsfeldes nicht 
unter allen Umständen positiv sein müßte, so daß man unter Umständen statt eines 
Lichtdrucks einen Lichtzug erhalten könnte. Das Selbstenergieproblem wird zwar 
als ein thermodynamisches Problem deklariert, aber in der vorliegenden Arbeit 
nicht behandelt. Th. Seal. 

Chu, E.L.: The Lagrangian and the energy-momentum tensors in the pertur- 
bation theory of elassical eleetrodynamies. Ann. of Phys. 9, 76—92 (1960). 

Die Theorie infinitesimaler Transformationen wird in das Variationsprinzip 
für die Lösung von Störungsproblemen in der klassischen Elektrodynamik eingeführt. 
Jede variable Größe wird in das ungestörte Koordinatensystem transformiert und 
in eine Potenzreihe nach einem kleinen Störungsparameter entwickelt. Die Lagrange- 
funktion irgendeiner Größenordnung im ungestörten Koordinatensystem kennzeich- 
net ein abgeschlossenes physikalisches System. Dies wird dadurch bewiesen, daß ge- 
zeigt wird, daß die totalen Energie-Impuls-Tensoren der ersten und zweiten Ordnung 
symmetrisch sind. Der Beweis für die höheren Ordnungen folgt durch Deduktion. 
Sturrocks asymmetrischer Tensor tritt infolge der Verwendung einer unvollständigen 
Lagrange-Funktion auf. Lösungen für kleine Amplituden können auch dadurch 
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erhalten werden, daß man erst die Variation an der totalen Lagrange-Funktion 
durchführt und dann transformiert und die Ergebnisse nach den verschiedenen 
Größenordnungen entwickelt. Wie am Beispiel des Beweises für die Symmetrie des 
Energie-Impulstensors der zweiten Ordnung gezeigt wird, ist dieses Verfahren oft 
bequemer. F. Lenz. 

Power, 6. and H. L. W. Jackson: On problems associated with two-dimensional 
fields in homogeneous anisotropie media. Acta phys.“Austr. 143, 129—139 (1960). 

Gli AA.-considerano il campo elettrostatico bidimensionale in un mezzo for- 
mato da un cilindro omogeneo anisotropo immerso in una sostanza omogenea iso- 
tropa. Mediante le funzioni di variabile complessa ottengono le equazioni che 
determinano il campo e formule che permettono di ricavare le forze meccaniche agenti 
su una porzione del cilindro. Come applicazione dei risultati ottenuti, calcolano le 
perturbazioni che un cilindro circolare, o di speciale sezione ellittica, introduce in un 
campo uniforme o su quello di una carica filiforme; e determinano le forze agenti sul 
cilindro a sezione ellittica. D.Graffi. 

Layton, J. M.: Eddy ceurrents in cores of reetangular eross-secetion sinusoidally 
magnetized. M&m. Publ. Soc. Sci. Arts Lettr. Hainaut, Volume hors Serie, 356—360 
(1958). 

Die Feldverteilung in einem rechteckigen Kernquerschnitt konstanter Perme- 
abilität bei zeitlich sinusförmiger magnetischer Erregung wird berechnet. Der Aus- 
druck für die wirksame komplexe Permeabilität des gesamten Kernes, der zunächst 
die Form einer Doppelreihe hat, wird durch Anwendung von Summationsformeln 
in eine bequem auswertbare Form gebracht. @. Bosse. 

e Page, Chester H.: The algebra of eleetronies. Reprint. Princeton-Toronto- 
New York-London : D. van Nostrand Company, Inc. 1959. X. 258,p. $ 3.75. 

(1. Auflage 1958). — In einem Band von 250 Seiten wird die klassische Theorie 
der elektrischen Netzwerke, sowohl vom mathematischen, als auch vom Standpunkt 
der physikalischen Vorgänge aus gesehen dargestellt. Das Buch ist in fünfzehn 
Kapitel eingeteilt. In den ersten Kapiteln werden die Grundgesetze des Gleich- 
stromes dargelegt, sowie die allgemeine Theorie der nur aus Ohmschen Widerständen 
ausgebildeten Netzwerke. Die allgemeinen Sätze von Kirchhoff und Thevenin 
werden hervorgehoben. Das Verhalten der Wechselstromnetzwerke wird in erster 
Linie durch Erklärung der Eigenschaften der Induktanzen und der Kapazitäten 
begonnen; es schließt mit einigen öfters in der Elektronik erscheinenden Anwen- 
dungen. Dem Studium der nichtlinearen Elemente, der Verstärker, des Rauschens 
und der Modulation sind jeweils besondere Kapitel gewidmet. Der zur Erklärung 
nötige mathematische Teil wird in zwei getrennten Kapiteln entwickelt, und zwar in 
Kap. III für die Determinantentheorie und in Kap. VIII für die komplexen 
Zahlen, daneben auch in den anderen Kapiteln. Neben den zahlreichen in der Dar- 
stellung erscheinenden Anwendungen werdenam Ende des Bucheszahlreiche Aufgaben, 
ihre Lösung inbegriffen, gestellt. Durch die klare Darstellung der Grundlagen und 
durch die wissenschaftliche Behandlung des Materials ist dieses Buch ein kostbarer 
Helfer für Anfänger im Studium der elektronischen Netzwerke, und nicht weniger 
für die Fortgeschrittenen, die auf ein umfangreicheres Studium aus sind. 

| @. Ioanin. 

e Hecht, Heinrich: Schaltschemata und Differentialgleichungen elektrischer 
und mechanischer Sehwingungsgebilde. 4. neubearb. Aufl. Leipzig: Johann Ambrosius 
Barth-Verlag 1959. VIIL, 176 S. DM 17,50. 

Die vierte, neubearbeitete Auflage des im Jahre 1940 zum ersten Mal ausge- 
gebenen Buches über Schaltschemata und Differentialgleichungen elektrischer und 
mechanischer Schwingungsgebilde. Die zweite Auflage ist vom Jahre 1950 und die 
dritte vom Jahre 1954 (dies. Zbl. 57, 318). Das Buch ist bestimmt für Physiker und 
Ingenieure, die im Gebiet der Elektroakustik und elektromechanischer Analogien 
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arbeiten. Gegenüber der dritten Auflage sind besonders die Kapitel VI, VII und VIII 
neubearbeitet und ergänzt. Die Gliederung der Kapitel ist auch teilweise geändert 
gegenüber der vorhergehenden Ausgabe und hat einen systematischeren Charakter: 
I. Mechanik und Elektrizität, II. Die Trägerelemente der Elektrizität, III. Die 
Trägerelemente der Mechanik, IV. Die Additionsgesetze, V. Das Gesetz der Geschwin- 
digkeitsverteilung und das Gesetz der Kraftverzweigung, VI. Einfache Schwingungs- 
gebilde, VII. Gekoppelte Schwingungsgebilde, VIII. Gekoppelte mechanische 
Schwingungsgebilde in der Praxis, IX. Kopplung von mehr als zwei Schwingungs- 
gebilden, X. Mehrfach gekoppelte Gebilde, XI. Zweckmäßigkeit der gewählten 
Symbole und Definitionen, XII. Analogismus: Elektrizität — Mechanik. Ergänzt 
ist auch das Kapitel über die Messung der mechanischen Leistungskomponenten 
Kraft und Geschwindigkeit. Im Kapitel VII. 3 nimmt der Verf. zur Verwendung der 
Zweipoltheorie und der Vierpoltheorie in elektroakustischen Wandler Stellung und 
begründet die Vorzüge der Zweipoltheorie im gegebenen Gebiet. J. Plander. 


e Wagner, T. €. Gordon: Analytical transients. New York: John Wiley & 
Sons, Ine.; London: Chapman & Hall, Ltd. 1959. XI, 202 p. $ 8,75. 

Das vorliegende Buch ist das Ergebnis einer langjährigen Vorlesungstätigkeit an 
der Universität von Maryland. Es ist für Studenten höherer Semester und auch für 
berufstätige Ingenieure gedacht, die sich nicht nur oberflächlich mit Einschwing- 
vorgängen in linearen elektrischen Schaltungen beschäftigen wollen. Elementare 
Kenntnisse auf den Gebieten der Schaltungsanalyse, der Differentialgleichungen, 
der Fourieranalyse, der Laplace-Transformation und der Funktionentheorie sind 
vorteilhaft, jedoch nicht unbedingt Voraussetzung für das Verständnis. Das Buch 
liest sich leicht. Mathematische Formeln und Sätze werden fast immer kurz abgeleitet 
oder begründet, so daß man die Grenzen ihrer Gültigkeit erkennt. An Hand vieler 
Beispiele lernt man einen großen Teil des Stoffes direkt durch Anwendung. Man 
spürt, daß der Verf. Mathematiker ist, denn er verzichtet fast vollständig auf nahe- 
liegende physikalische Interpretationen der Rechnungen. Auch in den Gleichungen 
werden leider die physikalischen Größen oft ohne Rücksicht auf ihre Dimension 
behandelt. Kapitel 1 gibt einen Überblick über die Methoden zur Lösung linearer 
Differentialgleichungen, wobei besonders die Laplace-Transformation betont wird. 
Kapitel 2 zeigt, wie man die Differentialgleichungen für elektrische oder mechanische 
Netzwerke zweckmäßig aufstellt. In Kapitel 3 werden die mathematischen Vorgänge 
im Einschaltmoment ausführlich untersucht. Kapitel 4 behandelt die Fourieranalyse 
periodischer und nichtperiodischer Vorgänge und ihre Verwandtschaft zur Laplace- 
transformation. Kapitel 5 ist den verschiedenen Stabilitätskriterien gewidmet. Die 
letzten beiden Kapitel befassen sich nochmals sehr ausführlich mit den Eigenschaften 
und Anwendungen der Laplacetransformation, wobei nun auch von der Theorie der 
komplexen Funktionen Gebrauch gemacht wird. W. Nonnenmacher. 


oeBlack, Harold S.: Modulation theory. (The Bell Telephone Laboratories 
Series.) New York: D. van Nostrand Co., Ine.; London: Macmillan and Co., Ltd. 
1953. XII, 364 p. 

Wolf, E.: Coherence properties of partially polarized eleetromagnetie radiation. 
Nuovo Cimento, X. Ser. 13, 1165—1181 (1959). 

Based on the standpoint of coherency theory, the fundamental properties of a 
quasi-monochromatie partially polarized electromagnetic radiation are considered 
in this paper. Analysing carefully a simple experiment, the author obtained a unique 
coherency matrix as well as a unique set of Stokes parameters. The former is expressed 
in terms of the latter in connection with Pauli’s spin matrices. While the degree of 
polarization is independent of the particular choice of a pair of orthogonal directions 
perpendieular to the direction of propagation of the wave, the degree of coherence 
between the electrie vibrations depends generally upon the above choice. For a 


204 


pair of orthogonal directions in which the two intensities are equal the degree of 
coherence has its maximum value which is equivalent to the degre® of polarization. 


S. Ueno. 


e Vinti, John P.: Theory of the multipath propagation of frequeney modulated 
waves. (Ballistic Research Laboratories. Report Nr. 1025.) Washington 25: 
U.S. Department of Commerce, Office of Technical Services 1957. 254 p. $ 4,00. 

Bei freguenzmodulierter Sendung kann grundsätzlich aus der Phase der Modu- 
lationstöne die Entfernung des Senders gemessen werden. Das bedeutet für die Breit- 
band-Eigenschaften eine erheblich schärfere Forderung als bei akustischer Wieder- 
gabe, weil der Frequenzgang der Phase entscheidend ist. Die entsprechenden Bedin- 
gungen zwischen Modulationsspannung an der Sendeantenne, el. magn. Feld und 
Spannung am Empfänger werden mit den klassischen Methoden der Fourier-Analyse 
aufgestellt. Sie sind nicht erfüllbar, wenn die Strahlrichtung einer Nullstelle des 
(Sende- und Empfangs-) Antennendiagramms nahekommt. Wenn durch Reflexion 
eine unerwünschte zweite Welle einfällt, wird mit denselben Methoden das Ampli- 
tudenverhältnis beider Wellen als Kenngröße berechnet (etwas mißverständlich als 
„noise-signal-ratio‘“ bezeichnet). Unter vereinfachenden Bedingungen wird der ent- 
sprechende Phasen-Fehler berechnet, auch für den Fall, wo beide Wellen von gleicher 
Größenordnung sind. Zahlreiche numerische Beispiele und graphische Darstellungen. 

K. Rawer. 


Oster, Ludwig: Spectral and angular distribution of eyelotron radiation emitted 
by eolliding partieles. Phys. Review, II. Ser. 116, 474—480 (1959). 

In enger Analogie zur theoretischen Behandlung von Linienprofilen wird die 
Stoßverbreiterung der Emissionslinien der Synchrotronstrahlung klassischer Elek- 
tronen berechnet, und zwar ausgehend von den Bewegungsgleichungen. Die Strah- 
lung einer Teilchengesamtheit wird auch hinsichtlich ihrer Winkelverteilung berechnet. 
Abschließend wird die Strahlung von Gasmischungen und unter dem Einfluß inhomo- 
gener Magnetfelder berechnet. @G. Wallis. 


Agranovid (Agranovich), V. N., V. E. Pafomov and A. A. Ruchadze (Rukhadze): 
Cerenkov radiation of an eleetron moving in a medium with spatial dispersion. Soviet 
Phys., JETP 36 (9), 160—163 (1959), Übersetzung aus Zurn. eksper. teor. Fiz. 36, 
238—243 (1959). 

Läßt man für die Komponenten des dielektrischen Tensors eines Mediums neben 
einer Abhängigkeit von der Frequenz auch eine Abhängigkeit vom Wellenvektor 
zu, so setzt sich die Spektralverteilung der Cerenkov-Strahlung in der Regel aus 
Beiträgen mehrerer Kegel zusammen. Verff. diskutieren insbesondere, unter Zu- 
grundelegung geeigneter Näherungsannahmen (für Emissionsfrequenzen sowohl in 
hinreichendem Abstand von einer Resonanzstelle des Mediums als auch in deren 
unmittelbarer Nähe — allerdings auch hier unter Vernachlässigung der Absorption), 
die Verteilung der Öerenkov-Strahlung auf diese Kegel. H.Buff: 


Neufeld, Jacob: Oeccurrence of Vavilov-Öerenkov radiation in a high-temperature 
plasma. Phys. Review, II. Ser. 116, 1—3 (1959). 

Es wird untersucht, ob es zur Emission von Vavilov-Cerenkov-Strahlung 
kommt, wenn ein geladenes Teilchen sich in einem Plasma hoher Temperatur mit 
einer Geschwindigkeit bewegt, die klein gegen die mittlere thermische Geschwindigkeit 
der Plasmaelektronen ist. Dies schien nach den Untersuchungen von Akhiezer und 
Sitenko möglich zu sein, da bei langsamen Teilchen die Bremswirkung des Plasmas 
auf das Teilchen teilweise durch transversale elektrische Felder hervorgerufen wird. 
Es wird jedoch gezeigt, daß in dem vorliegenden Fall das Feld sehr schnell mit der 
Entfernung von dem Teilchen abnimmt. Das bedeutet, daß keine Ausstrahlung 
stattfindet, sondern es wird das Plasma in der unmittelbaren Umgebung der Teilchen- 
bahn aufgeheizt. W. Legler. 
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Wong, David Y. and John 8. Toll: Causality and the dispersion relation: S-matrix 
for the Maxwell field. Ann. of Phys. 1, 91—111 (1957). 

The scattering of a classical Maxwell field by a fixed spherically symmetric 
scatterer of finite range is studied. Condition of striet causality is imposed on the 


forward scattering of a sequence of primary scalar wave packets on} N oe 
in which the n-th primary wave contains only partial waves for 1> m and this 
leads to the dispersion formulas which give /,, S,,(®) for each m in terms of combi- 
nations of Re S,(w) and the low energy limits of [S,(o)/o2!*!] for all 2 > m. Thus 
the real part of the scattering amplitude for all angles and frequencies, is determined 
by the knowledge of its imaginary part plus the low energy limits of [S,(o)/o2!+1]. 
The scattering of the Maxwell field is described by three matrices, corresponding to 
the two transverse modes and one longitudinal mode and each of these three ma- 
trices is shown to satisfy the same set of dispersion relations as that for scalar waves, 
except for the omission of s-wave equations in the case of transverse modes. (From 
author’s summary). 8. K. Srinivasan. 

e Franz, W.: Theorie der Beugung elektromagnetischer Wellen. (Ergebnisse 
der angewandten Mathematik. Heft 4.) Berlin—Göttingen—Heidelberg: Springer- 
Verlag 1957. 123 S.; 29 Abb. DM 21,60. 

This book consists of 3 sections. Section 1 (Fundamentals) deals with the basic 
material which is needed for the treatment of more specific problems in the following 
sections. Included here are the concepts of Green’s dyades, Debye’s potential and a 
formulation of the diffraction problem by obstacles bounded by a closed surface 
in the form of an integral equation. Section 2 (Diffraction by objects without edges) 
gives an account of the problem of diffraction by cylinders and spheres. The pheno- 
menon of the “creeping’’ waves is discussed in great detail and the whole execution 
of this section resembles the treatment of the well known original work on this 
subject by the author of this book. Section 3 (Diffraction by objects with edges) 
contains the wedge and half plane diffraction problem according to Sommerfelds 
method. Furthermore Kirchhoff’s diffraction theory (including a modification 
known as Braunbeck’s method) and Babinet’s principle. The section is concluded 
by the treatment of the diffraction by a disc, by a small slit in a plane screen and 
by a plane screen. The first two cases involve integral equation methods and the 
first and third case involve Braunbeck’s method. An extensive bibliography conclu- 
des this work. Not included in this book are diffraction problems involving surfaces 
of the form of parabolie cylinders, paraboloids, elliptie cylinders and spheroids. The 
vast material obtained in the last 15 years by the Wiener-Hopf method is likewise 
omitted and so are variational methods. But this task would have been impossible 
in a book twice of this size, and as the author points out was not his objective in 
the first place. It is highly desirable, that these and other subjects can be presented 
in similar issues to follow. This reviewer proposes to make this excellent little book 
the first installment of a series of similar treatises with the ultimate goal to give a 
thorough account of ‘Theory of Diffraction”. F. Oberhettinger. 

Jones, D. S. and G. B. Whitham: An approximate treatment of high-irequeney 
seattering. Proc. Cambridge philos. Soc. 53, 691—701 (1957). 

Die Korrektur x k"2/3 des Streukoeffizienten des Kreiszylinders wird näherungs- 
weise aus einer geometrisch-optischen Überlegung abgeleitet. Dazu wird die Streu- 
amplitude in Vorwärtsrichtung mittels der Kirchhoffschen Formel berechnet, die 
Erregung in der Ebene durch die Achse senkrecht zur Einfallsrichtung wird dabei 
aus der Primärerregung und den an der beleuchteten Seite geometrisch- optisch 
reflektierten Wellen zusammengesetzt. Es ergibt sich ein Koeffizient von + 0,9850 
statt der von Kodis [Trans. I. R. E. AP-4, 580, (1956)] berechneten Koeffizienten 
+ 0,9962 bzw. X — 0.8640 für die beiden Polarisationsrichtungen. — Die Anwendung 
der Methode auf beugende Objekte beliebiger Form wird skizziert. Walter Franz. 
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Millar, R. F.: A note on diffraction by an infinite slit. Canadian J. Phys. 38, 
38—47 (1960). 

Behandlung des zweidimensionalen Beugungsproblems einer ebenen Welle 
durch einen engen Spalt der Spaltbreite 24. Dabei werden zwei Fälle behandelt: 
1. daß auf der der Lichtquelle abgewandten Seite des den Spalt begrenzenden 
Schirmes die gesamte Welle ® verschwindet, 2. daß-dort (nur) deren Normalkompo- | 
nente gleich null ist. Für Fall 1 erhält Verf. die Differential-Integralgleichung 


Be A en 
(R + am) ch BD, (y,0) HD (k |y— y' |) dy’ = 2 ksin & eikycos» 
(mit k = 2n/A,) aus der für —a<y=-+ a durch Integration folgt: 
e ’ ; h sinky d ; ; 
[ Bw. Ola Ivy Dos kyi ely D +, 2, HB eu’ D) dp 


— 2(eikycos® _ cos ky— i cos «sin k y)/(k sin a), 


worin das Integral, das die Ableitung der Hankel-Funktion enthält, als Cauchyscher 
Hauptwert anzusehen ist. Für «= 3% ist D®,(y', 0) eine gerade Funktion von y', 
so daß sich die vorstehende Gleichung auf die von Sommerfeld in seinen „Vor- 
lesungen‘“‘ Bd. 4 angegebene Gleichung reduziert. Für den Fall 2 ergibt sich die 
Beziehung 


+4 

[ 9,0) HD (& |y—y)dy' = Li eitweon, 

ei, 

In beiden Fällen gültig für —asys+a und «a=>0. Anschließend folgt die 
Durchführung der Lösung der erhaltenen Differential-Integralgleichungen (für 
ka< 1), wobei die Lösung in Form einer Reihe , + he + fe+::: (mite= ka) 
angesetzt wird und die f, von v = are cos (y’/a), « und log e abhängen. Weiter wird 
das Fernfeld (Yy? + 2? > a) behandelt. Abschließend untersucht Verf., wie die 
Behandlung zu ändern ist, wenn es sich bei der einfallenden Welle nicht um eine ebene, 
sondern um eine zylindrische Welle — mit zur Spaltrichtung paralleler Zylinderachse 
— handelt. Es folgt eine Auswertung einer größeren Anzahl von Integralen der Form 


{i y, cos mv. dv mit 
ö 


9, = D"/22" (nl)2](cos u — cos vo)?" [p—1—3—---— 1m +log |2(cos u—cos v)]]. 
J. Picht. 


Raman, C. V.: Causties formed by difiraction and the geometrie theory of dif- 
fraction patterns. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 49, 307—317 (1959). 


Verf. gelangte in früheren Arbeiten mit seinen Mitarbeitern zum Ergebnis, daß 
es möglich ist, eine Theorie der Beugungsfiguren auf einer rein geometrischen Grund- 
lage zu entwickeln, und zwar sowohl im Falle der Fraunhoferschen als auch im Falle 
der Fresnelschen Beugungserscheinungen. Einer der Mitarbeiter [Y. V. Kathavate] 
studierte eine große Reihe der Fresnelschen Beugungsfiguren und veröffentlichte 
die Ergebnisse im Jahre 1945; Verf. ergänzt in gewissem Sinne einige dieser Ergeb- 
nisse. Er studiert den Charakter der Beugungsfigur im Schatten eines elliptischen 
Schirmes und betrachtet die Beugungsbilder außerhalb und innerhalb der Evolute 
für den Fall kleiner und sehr großer Elliptizität. Sehr bemerkenswert sind die Er- 
gebnisse der Fresnelschen Beugungsfiguren für die elliptischen Öffnungen von ver- 
schiedenen Größen und Exzentrizitäten. Endlich studiert er den Übergang von 
den Fresnelschen Beugungsbildern zu den Fraunhoferschen. Eine Reihe von Photo- 
graphien bestätigt die Eigenschaften der geometrischen Methode der Theorie der 
Beugungsfiguren. B. Havelka. 
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Taniuti, T.: The eanonieal theory of motion of charged partieles in external 
eleetromagnetie fields. Nuovo Cimento, X. Ser. 16, 572—575 (1960). 

Northrop, Theodore G. and Edward Teller: Stability of the adiabatie motion of 
charged partieles in the earth’s field. Phys. Review, II. Ser. 117, 215—225 (1960). 

Berechnung der Bahnen geladener Teilchen in Magnetfeldern wie dem erdma- 
gnetischen oder dem eines magnetischen Doppelspiegels. Wenn die Magnetfelder 
örtlich und zeitlich hinreichend schwach veränderlich sind (bezogen auf Radius und 
Umlaufzeit der umlaufenden Teilchen), so gelingt eine theoretische Erklärung für 
das Festhalten auch relativistischer geladener Teilchen in einem begrenzten Gebiet 
über längere Zeit unter Verwendung der Begriffe der Bewegung des Führungszen- 
trums und adiabatischer Invarianten. Eine einfache kinematische Erklärung für 
die ausgeprägte Struktur des van Allen-Gürtels (Maxima bei 10000 und 22000 km 
Äquatorabstand mit dazwischen liegendem Minimum) ist auf Grund der vorliegenden 
Theorie nicht möglich. Es wird vielmehr im Zusammenhang mit den verschiedenen 
Energiespektren: der beiden Gürtel an zenpumen, daß sie verschiedenen physikali- 
schen Ursprung haben. F. Lenz. 

Lapidus, I. Richard and Jerry L. Pietenpol: Classical interaction of an electrie 
charge with a magnetie monopole. Amer. J. Phys. 28, 17—18 (1960). 

Es wird die klassische Bewegungsgleichung für eine elektrische Punktladung im 
Feld einer magnetischen Punktladung gelöst und diskutiert. Als Konstanten der 
Bewegung erhält man die Energie und das Quadrat des Drehimpulses. Der Streu- 
querschnitt wird berechnet und mit dem der Rutherford-Streuung verglichen, mit 
dem er für kleine Streuwinkel bis auf einen Faktor const - u?/c? übereinstimmt. Die 
relativistische Bewegungsgleichung reduziert sich auf die unrelativistische mit einer 
umnormierten Polstärke. H. Stolz. 

Watson, W. K. R.: A theory of ball lightning formation. Nature 185, 449 —450 
(1960). 

Die Bewegungsgleichungen eines Elektrons unter dem Einfluß des elektrischen 
und magnetischen Felds einer stehenden Welle werden aufgestellt; für kleine Ampli- 
tuden ergibt sich eine Matthieusche Differentialgleichung. Deren Eigenschaften 
lassen Lösungen zu, bei denen die Elektronen Lissajous-Figuren in einem beschränk- 
ten Bereich beschreiben. Wird im Knotenbereich die Durchbruchsteldstärke erreicht, 
so könnte sich dort ein stark ionisierter Bereich im Sinne von Kapitzas Kugelblitz- 
theorie bilden. K. Rawer. 

Gray, Glenn A.: Single-veloeity equivalents for multiveloeity eleetron streams. 
J. appl. Phys. 31, 370—380 (1960). 

Theoretische Behandlung einiger Probleme in Elektronenstrahl-Geräten, in 
denen die Elektronen keine einheitliche Geschwindigkeit besitzen. Für die theoreti- 
sche Behandlung kann eine solche Elektronenströmung mit vielen Geschwindig- 
keiten durch eine äquivalente mit einheitlicher Geschwindigkeit ersetzt werden, 
wenn man zu dem elektrischen Feld ein fiktives Zusatzfeld von geeigneter Vertei- 
lung hinzuaddiert. Insbesondere wird die Wanderfeldröhre, die Ausbreitung von 
Raumladungswellen in Elektronenströmungen und die Zweistrom-Elektronen- 
wellenröhre behandelt. Für Elektronenströmungen hoher Geschwindigkeit können 
die Rausch-Schwankungen durch den zeitveränderlichen Teil entweder der mittleren 
oder der mittleren quadratischen Geschwindigkeit ersetzt werden. Schließlich 
werden die Mikrowellenröhren mit wiedereintretendem Bündel analysiert und durch 
Vergleich mit experimentellen Daten die Gültigkeit der Theorie demonstriert. 

F. Lenz. 

e Kollath, Rudolf: Teilchenbeschleuniger. Berlin: VEB Deutscher Verlag der 
Wissenschaften 1957. VIII, 222 S. DM 16,80. 

Im ersten Abschnitt des Buches werden die Eigenschaften der verschiedenen, 
für eine Beschleunigung in Frage kommenden Teilchen, die Möglichkeiten ihrer 
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Erzeugung und die Beziehungen zwischen den Bewegungsgrößen relativistischer 
Teilchen aufgezeigt. Weiterhin wird eine kurze geschichtlich gegliederte Übersicht 
über die verschiedener Typen von Beschleunigern gegeben. Nachdem die allgemein 
gültige Beziehung zwischen dem Magnetfeld der Teilchenenergie und dem Bahn- 
radius für Kreisbeschleuniger zu Beginn des zweiten Abschnittes abgehandelt wurde, 
wird speziell das Betatron, das Elektronen-Synchrotron und das Mikrotron, das 
heißt die Elektronenbeschleuniger noch im gleichen Abschnitt behandelt. Ionen- 
beschleuniger, das Zyklotron, das Synchro-Zyklotron und das Protonen-Synchroton 
sowie das Synchrotron mit alternierenden Gradienten, welches für Elektronen und 
Protonen verwendet wird, werden im nächsten Abschnitt behandelt. Im vierten 
Abschnitt werden die Linearbeschleuniger und im letzten Abschnitt die Anwendungs- 
möglichkeiten der Beschleuniger abgehandelt. Die den verschiedenen Beschleunigern 
gemeinsamen Bauelemente und die Methoden zur Berechnung der Teilchenbahnen 
werden jeweils in dem Kapitel behandelt, in dem der Beschleuniger besprochen wird, 
für den sie besonders typisch sind. Insbesondere werden die Mechanismen zum Ein- 
schleusen, Ausschießen und zur Teilchenerzeugung für die Maschinen behandelt, 
bei denen das Problem nicht elementar ist. Im Abschnitt über das Betatron wird die 
Wideroe-Bedingung und die lineare Theorie der Betatron-Schwingungen, die auch 
die Fokussierung für schwachfokussierende Synchrotrons bestimmt, behandelt. Für 
Maschinen mit starker Fokussierung wurde für die Betatron-Schwingung ein eigener 
Abschnitt eingefügt. In dem Abschnitt über das Elektronen-Synchrotron wird die 
Phasen-Fokussierung und die Synchrotronstrahlung, das heißt die Ausstrahlung 
hochenergetischer Elektronen auf einer Kreisbahn behandelt. Die Ionenquelle, das 
der Beschleunigung dienende Hochfrequenz-Bauelement, das sog. D, werden in 
dem Abschnitt über das Zyklotron behandelt. Die Runzel-Röhren oder Cavities, 
die zur Beschleunigung der Teilchen in Linearbeschleunigern verwendet werden, 
werden auch an dieser Stelle besprochen, auch wenn sie im Synchrotron ebenfalls 
Verwendung finden. Für jeden der besprochenen Beschleuniger-Typen werden 
Konstruktionsgrundlagen und Parameter von fertigen oder im Bau befindlichen 
Beschleunigern — entsprechend dem Stande von 1957 — mit zahlreichen Bildern als 
Beispiel gegeben. C. Passow. 

Martalogu, N.: Verwendung elektrischer und magnetischer Felder zur Fokus- 
sierung in Teilchenbeschleunigern mit hohen Energien. Acad. Republ. popul. Romine, 
Inst. Fiz., Studii Cerc. Fiz. 8, 70—83 (1957) [Rumänisch]. 

Bas, Enis B., Lueien Preuss und Werner Sehneider: Über die relativistische 
Elektronenoptik elektrostatischer Beschleuniger. Z. angew. Math. Phys. 10, 533—544 
(1959). 

e Kel'man, V.M. und S. Ja. Javor: Elektronenoptik. [Klektronnaja optika.] 
Moskau und Leningrad: Verlag der Akademie der Wissenschaften der UdSSR 1959. 
372 8., 1 Tafel. R. 25,15 [Russisch ]. 

Das Buch der am Leningrader Physikalisch-Technischen Institut der Akademie 
der Wissenschaften der UdSSR tätigen Autoren ist aus dem 1955 erschienenen 
Buch gleichen Titels von Kel’man hervorgegangen. Es beschränkt sich auf die 
geometrische Elektronenoptik und berücksichtigt die Welleneigenschaften der Elek- 
tronen nur bei der Diskussion des Auflösungsvermögens des Elektronenmikro- 
skops. Außer den rotationssymmetrischen Linsen werden auch die meist als 
Zylinderlinsen bezeichneten Felder mit zwei zueinander senkrechten, einander in 
der optischen Achse schneidenden Symmetrieebenen sowie Elektronenspiegel 
und Ablenkfelder ausführlich behandelt. Sehr dankenswert ist die ausführliche 
Darstellung der numerischen Methoden zur Bahnberechnung. Die eigenen Arbeits- 
gebiete der Verff., die naturgemäß besonders sachkundig und ausführlich dar- 
gestellt werden, sind magnetische Prismen-ß-Spektrometer, magnetische Zylinder- 
linsen und Elektronenspiegel sowie die Behandlung von ebenen Raumladungspro- 
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lemen mit Hilfe von Gummimembranmodellen, dagegen ist die neuerdings von 
.el’'man und Mitarbeitern vorgeschlagene Verwendung magnetischer Zylinder- 
nsen als Hilfsmittel zur Fokussierung in Teilchenbeschleunigern noch nicht in das 
uch aufgenommen. F. Lenz. 


Chu, E. L.: On the concept of fietitious surface charges of an eleetron beam. 
. appl. Phys. 31, 381—388 (1960). 

Theoretische Untersuchung der elektrodynamischen Erscheinungen im Rand- 
ebiet von scharf begrenzten Elektronenströmungen. Das Verfahren, zur Verein- 
‚chung des Problems, einen fiktiven Öberflächenstrom einzuführen, ist nur dann 
lässig, wenn man dazu auch eine fiktive elektrische Dipolschicht einführt (vgl. Verf., 
ies. Zbl. 86, 424). Diese Kunstgriffe ermöglichen die Durchführung einer für kleine 
törungen gültigen Theorie des Elektronenstrahlbündels mit hochfrequenter Dichte- 
nd Geschwindigkeitsmodulation. Eine strengere Theorie, die auch auf den Fall 
rößerer Störungen erweitert werden kann, müßte an Stelle der scharfen Bündel- 
esrenzung einen kontinuierlichen Abfall der Ladungs- und Stromdichte am Bündel- 
ınd annehmen und könnte auf die Einführung fiktiver Oberflächenströme und Dipol- 
:hichten verzichten. F. Lenz. 


Pucker, N.: Zur Brennfleckverschiebung eines paraxialen Ionenstrahles unter 
erücksichtigung der Raumladungseinflüsse im Linsenbereich. Acta phys. Austr. 
3, 65—75 (1960). 

Fortsetzung der in einer früheren Mitteilung (dies. Zbi. 85, 418) begonnenen 
‚echnungen über die paraxialen Kenngrößen elektrostatischer Rohrlinsen. Die 
erschiebung der Brennpunktslage und Änderung der Brennweite unter dem Einfluß 
er Raumladung wird durch eine Störungsrechnung abgeschätzt. Die Rechnung wird 
ir ein konkretes Beispiel zahlenmäßig durchgeführt. F. Lenz. 


Goldberg, J. N.: Conservation laws in general relativity. Phys. Review, II. Ser. 
11, 315—320 (1958). 

Die Erhaltungsgesetze der Allgemeinen Relativitätstheorie werden vom Stand- 
unkt der Transformationseigenschaften der Lagrangefunktion überprüft. Verf. 
ird auf zwei Größen geführt, nämlich eine mit gemischten Indices und eine mit 
mmetrischen Indices, deren Verhältnis zum Energie-Impuls-Komplex der Allge- 
einen Relativitätstheorie untersucht wird. Unter gewissen Spezialisierungen redu- 
ert sich die erste auf den kanonischen Tensor und die zweite auf denjenigen von 
andau und Lifschitz. Zur Beschreibung des Energie-Impuls-Komplexes des Gesamt- 
des (Gravitätion plus Materie) wird der kanonischen Größe der Vorzug gegeben. 
ie Drehimpulsgröße wird in gewohnter Weise aus der symmetrischen Größe kon- 
ruiert. Das Ergebnis unterscheidet sich von den Vorschlägen von Landau und 
ifschitz sowie von Bergmann und Thomson. E. Schmutzer. 


Stephenson, G.: Generally covariant non-linear Lagrangians. Proc. Cambridge 
hilos. Soc. 55, 375—376 (1959). 

Verf. untersucht das allgemeine Variationsprinzip ö Hr F(R)Y—gdr=V0 für 
en materiefreien Raum, wobei R der Riemannsche Krümmungsskalar ist. Es er- 
eben sich Feldgteichungen mit einer interessanten Struktur, die auf folgende Be- 
ehung führen:R F(R)=2F(R). E. Schmutzer. 


Knapeez, Geza: Notiz über die schwachen affinen Erhaltungssätze der Multi- 
jomente im Rahmen eines allgemein-relativistisch-kovarianten Lagrange-Formalis- 
us. Ann. der Physik, VII. F. 3, 340—344 (1959). 

Anschließend an eine Arbeit von N. Mizkjewitsch (dies. Zbl. 80, 415) wird 
as einer allgemeinrelativistisch invarianten Lagrange-Funktion ein allgemeiner und 
emeinsamer Ausdruck für alle von Mizkjewitsch behandelten Multimomente abge- 
itet und die affine Kontinuitätsgleichung bewiesen. M. Kretzschmar. 
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Costa de Beauregard, Oliver: Developpement des consequences de la theorie de 
Pinertiede D. W. Seiama etdeD. Park. C©.r. Acad. Sci., Paris 250, 2149—2151 (1960). 

Debever, Robert: Sur le tenseur de super-energie. ©. r. Acad. Sci., Paris 249, 
1324—1326 (1959). 

Der von Bel (dies. Zbl. 82, 412) aus dem Riemannschen Krümmungstensor 
aufgebaute vierstufige symmetrische Tensor wird mit Hilfe von vier isotropen Vek- 
toren dargestellt. Die Untersuchung der möglichen Stellungen dieser vier Vektoren 
zueinander führt zu der Klassifikation des Gravitationsfeldes nach Petrov. 

H.-@. Schöpf. 

Peres, Asher: Some gravitational waves. Phys. Review Lett. 3, 571—572 (1959). 

Witt, Bryce 8. de: Invariant commutators for the quantized gravitational field. 
Phys. Review Lett. 4, 317—320 (1960). 

Mit Hilfe der von Peierls (dies. Zbl. 48, 446) angegebenen Vertauschungsregeln 
stellt der Verf. die Kommutationsrelation für 2 Skalardichten A und B auf, die nur 
aus dem Gravitationsfeld g„ und seinen Ableitungen gebildet sind. Hierbei soll 
das Gravitationsfeld außer den Einsteinschen Gleichungen noch die de Dondersche 
Koordinatenbedingung befriedigen. Als Propagator für das Gravitationsfeld er- 
gibt sich auf diese Weise ein Bitensor zweiter Stufe @,,.g, der die Differenz der 


beiden Greenschen Funktionen G,,.g und G,,.s der Differentialgleichungen 


Siam = —e je mit Ger = (Re — Yger R)Yg 
u» 
ist. Wegen der Nichtlinearität der Einsteinschen Gravitationsgleichungen ist der 
Propagator @,,.g keine c-Zahl, sondern selbst ein Operator. H. Treder. 


Bel, Louis: Champ de gravitation avee induetion. C. r. Acad. Sci., Paris 250, 
2137—2139 (1960). 

Der metrische Fundamentaltensor g,; einer V, wird nicht — wie sonst üblich — 
direkt mit den Gravitationspotentialen 9,5 identifiziert, sondern letztere werden 
mit Hilfe eines vorgegebenen Tensors ns gemäß I = Man Ies „induziert‘‘, 
Verf. zeigt dann, daß bei einer speziellen Wahl von rn; gewisse formale Analogien 


zur Elektrodynamik in einem Medium mit Dielektrizitätskonstante und Perme- 
abilität existieren. D. Geißler. 


Quantentheorie: 


e Bethe, Hans A. and Edwin E. Salpeter: Quantum mechanies of one- and two- 
electron atoms. Berlin-Göttingen-Heidelberg: Springer-Verlag 1957. VIII, 368 p. 
Ganzln. DM 42,—. 

Es ist zu begrüßen, daß der Artikel von Betheu. Salpeter aus dem Bd. XXXV 
des Flüggeschen Handbuchs der Physik (Springer-Verlag, 1956) jetzt auch besonders 
(und mit einigen Ergänzungen) erschienen ist. Wie sein Vorläufer aus dem Jahre 
1932 — Bethes Artikel aus Bd. XXIV des Geiger-Scheelschen Handbuchs — wird er 
sicher Generationen von Physikern als Leitfaden zur praktischen Anwendung der 
Quantenmechanik dienen. Das Erscheinen dieses Bandes ist umsomehr zu begrüßen, 
als der alte Handbuchband (oder die russische und englische Übersetzung des Bethe- 
schen Artikels) schon lange Raritäten geworden sind, und daß auch der Inhalt nicht 
mehr ganz dem heutigen Stand der Dinge entspricht. Die Struktur und der Stil 
des Buches entsprechen dem alten Handbuchartikel, hingegen wurden ‚da es 
nicht mehr notwendig ist, dieQuantenmechanik zu verkaufen‘ weniger experimentelle 
Prüfungen älterer Resultate gegeben. Die meisten Ableitungen sind, wie es im Vor- 
wort heißt, ‘“‘lJow-brow”’ und auch die Behandlung radiativer Effekte ist eher praktisch; 
es werden jedoch verschiedene Methoden beschrieben, welche über den im Titel fest- 
gesetzten Rahmen hinausgehen, so Streutheorie, Tamm-Dancoff-Methode u. a. 


211 


Hier eine kurze Übersicht über den Inhalt: Einleitung. Einheiten. I. Wasserstoff- 
atom ohne äußere Kräfte. a) Nichtrelativistische Theorie. b) Dirac-Theorie. ce) Radi- 
ative und andere Korrekturen. II. Heliumatom ohne äußere Felder. a) Nichtrelati- 
vistische Theorie. b) Relativistische Theorie. III. Atome in äußeren Feldern. 
a) Zeeman-Effekt. b) Stark-Effekt in H. c) Stark-Effekt in He. IV. Wechselwirkung 
mit Strahlung. a) Diskretes Spektrum. b) Photoeffekt. ec) Bremsstrahlung. Anhang 
über Kugelfunktionen. Bibliographie. Addenda und Errata (zum Handbuch- 
artikel mit Daten bis September 1957). Autorenregister. Sachregister. Tabellenindex. 
Wie alle anderen Bücher, die aus der Feder von Bethe stammen, ist die Darstellung 
klar und zweckmäßig. Die Auswahl und Darstellung neuerer Resultate, besonders 
strahlungstheoretischer Korrekturen, gibt ein klares Bild voller physikalischer 
Bedeutung. Die Ausstattung und der Druck lassen nichts zu wünschen jedoch ist 
der Preis nach Meinung des Ref. zu hoch. So ein Buch sollte eigentlich jedem Physik- 
studenten höherer Semester zugänglich sein! Es sei noch auf zwei triviale Druck- 
fehler hingewiesen: Plank (S. 4, Z. 14 v. o.) und Podolanski statt Podolski (S. 39, 
Fußnote u. Autorindex). M. E. Mayer. 


e Pauli, W.: Vorlesung über Wellenmechanik. Ausgearb. von Fritz Herlach und 
Heinz E. Knoepfel. Zürich : Verlag des Vereins der Mathematiker und Physiker an 
der Eidgenössischen Technischen Hochschule 1959. V, 1348. 


Die von Herlach und Knoepfel verfaßte Ausarbeitung der vierstündigen 
Vorlesung vom Winter-Semester 1956/57 wurde in den ersten Teilen von Pauli kurz 
vor seinem Tode noch selbst durchgesehen. Sie geht aus von der de Broglieschen 
Überlegung und behandelt die nichtrelativistische Wellentheorie eines Teilchens 
ohne und mit äußeren Kräften, die Theorie mehrerer Teilchen, Stoßvorgänge, die 
stationäre und zeitabhängige Störungsrechnung, den Operatorenkalkül der Quanten- 
theorie, die Algebra des Drehimpulses, die Paulische Spintheorie und daran anschlie- 
ßend die Symmetrieklassen der Wellenfunktionen für Bose- und Fermistatistik. 
Dabei wird neben den Beispielen des Heliumatoms und der Statistik des Kernspins 
die Mottsche Streutheorie entwickelt. Die mathematischen Methoden zur Lösung der 
Wellengleichung nehmen einen breiten Raum in der stilistisch knapp gehaltenen 
Darstellung ein. Auf sie wird auch das Schwergewicht in den am Schluß angeführten 
Übungsaufgaben gelegt. Das Literaturverzeichnis gibt eine Übersicht über die wich- 
tigsten Lehrbücher der Quantenmechanik, sowie über die erkenntnistheoretischen 
Grundlagen-Diskussionen. F.-Schlögl. 

Sokolik>@G. A.: A new class of representations of the full Lorentz group. Soviet 
Phys., JETP 36 (9), 781—783 (1959), Übersetzung aus Zurn. eksper. teor. Fiz. 36, 
1098—1102 (1959). 

Da man sich in der Quantentheorie für die Darstellungen der Gruppen bis zu 
einem Faktor (projective Darstellungen) interessiert, haben Gel’fand und Tsetlin 
[Soviet Phys., JETP 4, 947—949 (1957); Übersetzung aus Zurn eksper. teor. Fiz. 31, 
1107— 1110. (1956)] davon Gebrauch gemacht und die normalen und anomalen 
Darstellungen der Gruppe der Raum-Zeit Spiegelungen eingeführt, je nachdem ob 
die entsprechenden Operatoren kommutieren oder antikommutieren. Die irredu- 
ziblen Darstellungen der vollen Lorentzgruppe setzen sich dann aus zwei Darstel- 
lungen der eigentlichen Lorentzgruppe zusammen. In der vorliegenden Arbeit 
wird das Problem der Bestimmung aller irreduziblen Darstellungen der vollen 
Lorentzgruppe behandelt, insbesondere die Varianten: kommutierende Spinor- und 
antikommutierende Boson-Darstellungen. Diese letzten Darstellungen haben eine 
Verdoppelung der Dimensionalität der y-Funktion zur Folge (z. B. ist die Diracsche 
Gleichung für diekommutierende Darstellung nur in 8-dimensionaler Form invariant) 
welche mit der Isospin-Verdoppelung in Zusammenhang gebracht wird. 

A.O. Barut. 
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Fäy, Gy., I. Fönyes und R. Törös: Über die quantenmechanisch möglichen 
physikalischen Zustände. Acta phys. Acad. Sci. Hungar. 11, 109—115, (1960). 


Es ist der gegenwärtige Brauch, in der Quantenmechanik die Zustandsfunktionen der 
Operatoren abwechselnd als die Elemente beziehungsweise Operatoren eines separablen und 
eines nichtseparablen Hilbertraumes zu betrachten. In dieser Arbeit soll auf die in dieser Be- 
trachtungsweise liegenden Inkonsequenzen hingewiesen und die Notwendigkeit einer exakteren 
Deutung des Hermitezitätsbegriffes als der bisherigen gezeigt, werden. 

Zusammenfassung der Autoren. 


Arzanych (Arzhanykh), I. S.: On an algorithm for quantum mechanies. Soviet 
Phys., Doklady 4, 558—561 (1959), Übersetzung aus Doklady Akad. Nauk SSSR 126, 
45—48 (1959). 

The algorithm determines for a given classical Hamiltonian a corresponding quan- 
tum operator. For a classical Hamiltonian which is a second order polynomial in 
the momenta, this algorithm leads to the same result as various current rules. 

H. J. Groenewold. 

Wakita, Hitoshi: Measurement in quantum mechanies. Progress theor. Phys. 
23, 32—40 (1960). 

The problem discussed in this paper concerns the role of a detector or measuring 
apparatus in quantum mechanics. The author pays special attention to the question 
of how a probability amplitude for the arrival of a system in one of several states is 
ceonverted into a probability for a transition between the states of the apparatus. 

P. T. Landsberg. 

Halbwachs, F.: General Lagrangian and canonical formalism deseribing the 
relativistie motion of a free rotating particle. Acta phys. Polon. 19, 93—114 (1960). 

Aesehlimann, Florence: Onde moyenne d’un systeme de corpuseules en theorie 
fonetionnelle. J. Phys. Radium 20, 927—932 (1959). 

Im Rahmen der auf Mehrteilchensysteme verallgemeinerten Funktionaltheorie 
der Teilchen [vgl. Verf. J. Phys. Radium 20, 730—736 (1959)] wird die Bedeutung 
des Begriffs ‚Schwerpunkt‘ diskutiert und besonders im Hinblick auf seine Eigen- 
schaft als ‚Mittelpunkt‘ eine gewisse summarische Beschreibung des Systems zu 
liefern untersucht. Es zeigt sich, daß sich bestimmte gemittelte Wellen einführen 
lassen, die die globalen Eigenschaften des Systems beschreiben. Als Spezialfall ist 
darunter eine die Teilchenmassen als Gewichte enthaltende Welle, die zum Schwer- 
punkt der üblichen Theorien analog ist. Außerdem wird eine alle Teilchen mit glei- 
chem Gewicht belegende gemittelte Welle betrachtet, die mit der einfachen Summen- 
welle über alle Teilchen im engen Zusammenhang steht. F. Engelmann. 


Aeschlimann, Florence: Le barycentre en theorie fonetionnelle des systemes de 
corpuseules. J. Phys. Radium 21, 115—120 (1960). 

Die Diskussion der um den Begriff des Schwerpunkts in der Funktionaltheorie 
eines Systems von Teilchen entstehenden Probleme (vgl. vorstehendes Referat) wird 
fortgesetzt. Nach Definition eines Teilchenimpulses wird eine ‚„Schwerpunktswelle‘ 
eingeführt, deren Impuls gleich dem Gesamtimpuls des Systems ist. Dabei wird der 
nichtrelativistische und relativistische Fall und Teilchen mit und ohne Spin und 
Isopin in Betracht gezogen und entsprechende Gleichungen für die Schwerpunkts- 
welle formuliert. Diese lassen eine Separation der Schwerpunktswelle von denen der 
Einzelteilchen nicht zu. Außerdem wird die Bewegung relativ zum Schwerpunkt 
untersucht und eine Gleichung für die entsprechende ‚relative Welle‘ abgeleitet, aus 
der folgt, daß auch diese Relativbewegung nicht von der Schwerpunktsbewegung 
absepariert werden kann. Der Spezialfall eines Systems nur zweier Teilchen wird 
betrachtet. F. Engelmann. 

.@ Becker, R. und F. Sauter: Theorie der Elektrizität. Bd. 2: Einführung in die 
Quantentheorie der Atome und der Strahlung. Neubearb. von G. Leibiried und 
W. Brenig. 8. Aufl. Stuttgart: B. G. Teubner Verlagsgesellschaft m. b. H. 1959. 
2858. mit 72 Abb. Ln. DM 33,—. 
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Der Entwicklung folgend enthält der neue ‚Becker‘ nun auch die Quanten- 
erscheinungen. Der vorliegende 2. Band stellt gewissermaßen das Bindeglied dar 
zwischen der klassischen Elektrodynamik (neuer Band 1, vgl. dies. Zbl. 77, 197) 
und einer Elektronentheorie der Materie (neuer Band 3). Wir finden aus den alten 
Bänden hier im neuen 2. Band das wieder, was zur Teilchentheorie im Vakuum ge- 
hört: Oszillator, Atommodell, Hohlraumstrahlung, Absorption und Emission. Das 
alles natürlich eingeordnet in eine Quantentheorie, die dem Anwendungsziel der 
Theorie im Band 3 dient. Das soll sagen, daß natürlich kein ausführliches spezielles 
Lehrbuch der Quantentheorie vorliegt, wie etwa der Schiff [Quantum Mechanics, 
second ed. New York—Toronto— London 1955]. Es enthält alle Grundtatsachen und 
viele Beispiele, die im Hinblick auf die Elektronentheorie ausgewählt sind (z.B. 
nicht Focksche Gleichungen des Mehrkörperproblems). Auch die relativistische 
Theorie ist behandelt, soweit nötig. Man muß den Verff. Leibfried und Brenig 
allerhöchstes Lob zollen, wie sie den Stoff dargestellt und ausgewählt haben. Ref. 
glaubt nicht fehlzugehen, wenn er die Kenntnis des hier Gebrachten als notwendige 
Minimalforderung an jeden Physiker apostrophiert. Studenten ist das Buch ebenso 
zu empfehlen wie Dozenten zum Gebrauch zur Vorlesung. W. Klose. 


Parrent, jr. &. B. and P. Roman: On the matrix formulation of the theory of 
partial polarization in terms of observables. Nuovo Cimento, X. Ser. 15, 370—388 
(1960). 

Es handelt sich um mathematische Hilfsmittel zur Beschreibung eines Licht- 
strahles, der aus der Superposition einer großen Zahl von statistisch unabhängigen, 
zeitlich statistisch verteilten Impulsen mit Frequenzen in der Nachbarschaft einer 
gewissen mittleren Frequenz und mit entsprechenden Polarisationen besteht. Die 
Frage der Kohärenz bei einem solchen Strahl wurde kürzlich mittels Einführung 
eines „‚Korrelationstensors‘“ erfolgreich behandelt. Hier wird eine entsprechende 
Methode für Fragen der Polarisation des Strahls vorgeschlagen. @. Heber. 


Stevens, K. W. H. and B. Josephson jr.: The coupling of a spin system to a 
cavity mode. Proc. phys. Soc. 74, 561—575 (1959). 

Im Hinblick auf ein Problem der Maser-Technik wird die Kopplung eines Spin- 
Systems an einen gedämpften elektromagnetischen Hohlraum-Resonator behandelt. 
Dabei wird nicht nur das Spin-System sondern auch der gedämpfte Resonator quan- 
tenmechanisch beschrieben. Dies erfolgt mit Hilfe eines explizit zeitabhängigen 
Hamilton-Öperators für den gedämpften Resonator, der ja kein konservatives System 
darstellt, in_ Erweiterung eines von K. W.H. Stevens (dies. Zbl. 81, 431) für den 
gedämpften Oszillator angegebenen Verfahrens. F. Schlögl. 


Moser, J.: Beitrag zur Quantentheorie der Zentralkräfte. Conseil Acad. RPF 
Yougoslavie, Bull. sci. 5, 38 (1960). 

Verf. zeigt, daß die Schrödinger-Gleichung (— h?/2 m) Ay + U(r)y=Evy 
exakt lösbar ist in der Form y =f(,®) - o(r) nur dann, wenn U (r) = r?, 1/r oder 
konstant ist. W. Klose. 


Spruch, Larry and Leonard Rosenberg: Upper bounds on seattering lengths for 
statie potentials. Phys. Review, II. Ser. 116, 1034—1040 (1959). 


Die Arbeit befaßt sich mit der Aufstellung von Gültigkeitskriterien für die An- 
wendung verschiedener Variationsprinzipien auf die Streuung eines Partikels an 
einem Kraftzentrum. Sämtliche Variationsverfahren führen nur dann zum Erfolg, 
wenn eine passende Versuchsfunktion zur Anwendung gelangt. Die Auswahl der- 
selben wird durch das vorliegende Kriterium erleichtert, für den Fall der Streuung 
mit Energie Null. In der zu besprechenden Arbeit'beschränken sich die Verff. auf 
das Problem der Streuung an einem statischen Potential und kündigen eine weitere 


Arbeit über das derzeit interessantere Problem eines zusammengesetzten Streuers 
an. P. Urban. 
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Volkin, Howard €.: Slow-neutron seattering by rotators. Phys. Review, LI. Ser. 
113, 866—874 (1959). 

Es wird die Streuung langsamer Neutronen an starren Rotatoren berechnet. 
In einer früheren Arbeit von Zemach und Glauber (dies. Zbl. 70, 232), an die hier 
angeknüpft wird, war die Streuung langsamer Neutronen an Molekülen untersucht 
worden, wobei bezüglich der Rotations-Freiheitsgrade nur ‚lineare‘‘ Moleküle be- 
trachtet waren. Es werden hier alle Rotations-Freiheitsgrade berücksichtigt, wobei 
die angenommene Starrheit möglicher Separation von den Schwingungsfreiheitsgra- 
den entspricht. Die Rechnung wird weitgehend mit den Operatoren der Rotation 
durchgeführt, wobei ein Formalismus von Schwinger benutzt wird. Es werden Ent- 
wicklungen für Rotatoren mit verschiedener Symmetrie angegeben, Erweiterungen 
und numerische Ergebnisse sind angekündigt. H. Gaus. 


Lippmann, Bernard A., Marvin H. Mittleman and Kenneth M. Watson: Seatte- 
ring of eleetrons by neutral atoms. Phys. Review, II. Ser. 116, 920—925 (1959). 

Es wird diein einer früheren Arbeit [M.H. Mittlemanu.K.M.Watson,ibid. 113, 
198—211 (1959)] eingeführte neue Methode zur Behandlung der Streuung an neutra- 
len Atomen derart verallgemeinert, daß das gestreute Partikel ein Elektron ist und 
dem Pauli-Prinzip entsprochen werden muß. Der neue Gedanke dieser Störungs- 
rechnung beruht auf einer Umordnung der Störungs-Reihenentwicklung. Hierdurch 
erhält man ein Streupotential für alle jene Wechselwirkungen, bei denen der Atom- 
zustand nicht geändert wird. Außerdem tritt eine Vereinfachung in dem Fall ein, 
wenn man die Zustände des Atoms durch Hartree-Wellenfunktionen beschreibt. 

P. Urban. 

Castillejo, L., I. €. Pereival and M. J. Seaton: On the theory of elastie eollisions 
between electrons and hydrogen atoms. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 254, 259— 272 
(1960). 

Es wird der elastische Stoß von Elektronen an Wasserstoffatomen behandelt, 
wobei magnetische und relativistische Effekte vernachlässigt werden. Dabei werden 
zwei Prozesse berücksichtigt: Einerseits die direkte Streuung, andererseits eine 
Streuung mit Umordnung der Elektronen. Im letzten Fall werden die Randbe- 
dingungen diskutiert. P. Urban. 


Damburg, R. und V. Kravtenko: Abschätzung der effektiven Querschnitte der 
Elektronenstreuung an Alkalielementen unter Berücksichtigung einer starken Kopp- 
lung. Izvestija Akad. Nauk Latvijska. SSR 1 (150), 73—76 (1960) [Russisch]. 

Tannenwald, L. M.: Coulomb seattering in a very strong magnetic field. Phys. 
Review, II. Ser. 113, 1396—1405 (1959). 

Verf. behandelt die Coulombstreuung in einem sehr starken Magnetfeld, wobei 
auch kleiner Impulstransfer berücksichtigt wird. Es wird die Übergangswahrschein- 
lichkeit in einem kontinuierlichen Zustand angegeben und gezeigt, daß die Impuls- 
änderung längs des magnetischen Feldes sehr klein ist. Im Gegensatz zur gewöhn- 
lichen Coulombstreuung ergibt sich eine untere Schranke für den Impulstransfer. 
In einem Anhang wird das WKB-Verfahren auf verallgemeinerte Laguerre-Polynome 
angewendet. P. Urban. 

Giambiagi, J. J.: Analogy between Lorentz and Foldy-Wouthuysen trans- 
formation. Nuovo Cimento, X. Ser. 16, 202 (1960). 

We want to point out a peculiar analogy, between both transformations which 
comes out when one considers the velocity, instead as a parameter in the Lorentz 
transformation, as an appropriate operator. Aus der Einleitung. 

Bincer, Adam M.: Scattering of longitudinally polarized fermions with anomalous 
magnetie moments. Phys. Review, II. Ser. 107, 1467—1468 (1957). 

Verf. berechnet die Streuung von longitudinal polarisierten Fermionen, welche 
der Dirac-Gleichung gehorchen. Die Arbeit stellt eine Verallgemeinerung einer frü- 
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heren Arbeit des Verf. dar (dies. Zbl. 79, 424), indem für die Fermionen ein anomales 
magnetisches Moment zugrunde gelegt wird. P. Urban. 


Laurent, B. E.: A variational prineiple and eonservation theorems in econnexion 
with the generally relativistie Dirae equation. - Ark. Fys. 16, 263—278 (1960). 

L’&tude du champ gravifique proposee par O. Klein [Ark. Fys. 17, 517—520 
(1950)] utilisant les matrices y et I’ de la theorie de Dirac ä covariance generale de 
V. Bargmann (ce Zbl. 5, 380) est etendue au cas d’un champ gravifique en inter- 
action avec un champ de particules de Dirac. Un principe variationnel conduit & 
des equations se ramenant au premier ordre d’approximation aux &quations de 
Dirac et d’Einstein. La methode utilisee met facilement en &vidence des relations 
de conservation et les proprietes des superpotentiels. @. Petiau. 


Gourdin, M. and J. Tran Thanh Van: Relativistie deuteron wave funetion. 1. 
Nuovo Cimento, X. Ser. 14, 1051—1064 (1959). 

Nachdem Wick gezeigt hat (dies. Zbl. 57, 212), daß es möglich ist, die relativisti- 
sche Wellenfunktion des Deuterons bzw. ihre Fouriertransformierte für rein 
imaginäre Werte der Zeit analytisch fortzusetzen, greifen die Verff. mit ihrer schon 
beim Streuproblem verwendeten Methode (dies. Zbl. 82, 220,) erneut das Problem 
des spinlosen relativistischen Deuterons an (skalare Wechselwirkung). Wellenfunktion 
im Impulsraum (Raum der relativen Impulse und Energien) und Kern der Bethe- 
Salpeter-Gleichung für gebundene Zustände werden nach hypersphärischen Kugel- 
funktionen entwickelt. Die weitere Rechnung gestattet es, die Kopplungskonstante 
der Wechselwirkung aus der experimentellen Bindungsenergie des Deuterons abzu- 
leiten. Die Wellenfunktion, die für den Konfigurationsraum gewonnen wird, wird 
mit der bekannten Hulthenschen Wellenfunktion verglichen; dieser Vergleich zeigt, 
daß die Berücksichtigung der relativistischen Effekte der Einführung eines hard 
core in der Wechselwirkung entspricht, ein Ergebnis, das die Verff. schon bei ihrer 
Arbeit über das relativistische Nukleon-Nukleon Streuproblem fanden. F. Cap. 


Foldy, Leslie L., Kenneth W. Ford and Donald R. Yennie: Effeet of recoil on 
the elastie seattering of high-energy electrons by zero-spin nuclei. Phys. Review, 
II. Ser. 113, 1147—1153 (1959). . 

Es wird die Wirkung des Kernrückstoßes auf die elastische Streuung hoch- 
snergetischer Elektronen oder u-Mesonen studiert, wobei als Streuer Kerne mit 
Spin 0 zugrunde gelegt werden. Dabei verwenden Verff. die Breitsche Zwei-Partikel 
Gleichung, welcher sie die Annahme zugrundelegen, daß eines der zwei Partikel von 
:ndlicher Ausdehnung, spinlos und nichtrelativistisch, das andere dagegen ein ge- 
wöhnliches punktförmiges Dirac-Partikel sei. Es ergibt sich dabei die Möglichkeit 
:iner Separation der Dirac-Gleichung, und Verff. zeigen, daß die Rückstoßterme 
lie Streuamplitude beeinflussen, also zu Korrekturen Anlaß geben. Diese Korrektur- 
lieder können bei der u-Mesonstreuung von Bedeutung werden, dagegen bei der 
hochenergetischen Elektronstreuung nicht. Der Effekt ist proportional der Kern- 
adung. P. Urban. 


Alekseev, A. I.: Nonrelativistie solution of the Bethe-Salpeter equation. Soviet 
Phys., JETP 36, (9), 1020—1021 (1959), Übersetzung aus Zurn. 6ksper. teor. Fiz. 36, 
1435—1437 (1959). 

Verf. gibt eine nichtrelativistische Näherung der Bethe-Salpeter-Gleichung für 
wei gleiche Fermionen an. Aus der Lösung der nichtrelativistischen Schrödinger- 
3leichung wurde ein solcher mehrkomponentiger Ausdruck konstruiert, der die 
Bethe-Salpeter-Gleichung bis zur Größenordnung v/c erfüllt. Dieses Resultat er- 
nöglicht einen Überblick über den Charakter der Lösung der Bethe-Salpeter-Glei- 
»hung (,‚kleine‘“ und ‚große‘‘ Komponenten usw.) und ist auch bei einigen Posi- 
ronium-Berechnungen instruktiv anwendbar. Strenge Resultate sind von dieser 
Lösung nicht zu erwarten. @. Mare. 
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Wakita, Hitoshi: On the representations of field quantities. I, II. Progress 
theor. Phys. 20, 35—52 (1958); 21, 299—314; Errata. Ibid. 22, 743 (1959). 

Die Quantentheorie der Felder geht üblicherweise davon aus, daß die Feldgrößen 
Operatoren in einem Hilbert Raum sind. Anliegen des Verf. ist es, diesen mathemati- 


schen Rahmen auf elementarere Annahmen zurückzuführen. Er geht davon aus, daß 
die physikalischen Größen eine involutive Algebra bilden sollen und daß die Zustände 


positive Linearformen über dieser Algebra sind. Da die Algebra zunächst nicht mit 


m 


einer Norm versehen ist, sind einige weitere technische Annahmen nötig um die 
Isomorphie mit einer Operatoralgebra im Hilbert Raum zu zeigen. Im II. Teil wird 
der Hilbert Raum der Feldtheorie dargestellt als unendliches direktes Produkt von 


Hilbert Räumen, die jeweils den Feldgrößen eines endlichen Ortsraumgebietes zuge- 
ordnet sind. R. Haag. 


Tonin, M.: Quantization of the two-component fermion theory. Nuovo Cimento, 


X. Ser. 14, 1108—1119 (1959). 

Angeregt durch neuere Entwicklungen in der Theorie des ß-Zerfalls hat kürzlich 
L.M. Brown [Phys. Rev. 111, 957—964 (1958)] im Rahmen der gewöhnlichen 
Quantenmechanik (1. Quantisierung oder c-Zahl-Theorie) die relativistische Verall- 


gemeinerung der Paulischen Wellengleichung für ein Fermion-Feld vom Spin $ ein- 


gehend untersucht. Der übliche 4-komponentige Spinor der Dirac-Theorie wurde in 


ein Paar von 2-komponentigen Spinoren zerlegt, welche bei geeigneter Darstellung 
der y-Matrizen je einer Wellengleichung 2. Ordnung genügen und miteinander durch 


eine Zusatzbedingung 1. Ordnung verknüpft sind. Es ist möglich, eine Lagrange- 
Funktion sehr einfacher Gestalt anzugeben, deren Eulersche Gleichungen die oben 
erwähnten Wellengleichungen sind. Im Gegensatz zu andern Theorien mit 2-kom- 
ponentigen Spinoren gestattet die hier erhaltene Lagrange-Funktion den Formalis- 
mus der Feldquantisierung (2. Quantelung, g-Zahl-Theorie) anzuwenden. Dies wird 
in der vorliegenden Arbeit durchgeführt. Zunächst werden für die Feldoperatoren 


die Vertauschungsregeln hergeleitet, welche eine sehr einfache Gestalt haben. Eine | 


Zerlegung der Feldoperatoren nach ebenen Wellen gestattet wie üblich die Einfüh- 
rung von Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren. Schließlich wird die Wechsel- 
wirkung des Fermionenfeldes mit einem ebenfalls quantisierten elektromagnetischen 
Feld (in der Wechselwirkungsdarstellung) betrachtet und gezeigt, daß auch für die 
hier behandelte Theorie das ‚‚Wicksche Theorem‘‘ formuliert werden kann, welches 
die Reduktion der $S-Matrix auf Normalform beschreibt. Jedoch sind hier wegen des 
Auftretens von Differentialoperatoren besondere Vorsichtsmaßregeln zu beachten. 
Nach dem Übergang zum Impulsraum werden die Regeln angegeben, nach welchen 
der Beitrag eines beliebigen Feynman-Graphs niedergeschrieben werden kann. Diese 
Regeln sind sehr ähnlich denen, die für die Wechselwirkung eines Klein-Gordon- 
Feldes mit dem elektromagnetischen Feld gelten. Obgleich der Formalismus der 
hier entwickelten Theorie in manchem einfacher als der der üblichen Diracschen 
Theorie ist, so ist er doch mit letzterer inhaltlich äquivalent. M. Kretzschmar. 


Mandelstam, S.: Unitarity condition below physical thresholds in the normal 
and anomalous cases. Phys. Review Lett. 4, 84-87 (1960). 

Es wird der Versuch unternommen, den Gebrauch der Unitaritätsbeziehung 
unterhalb des physikalischen Schwellenwertes für die Berechnung des Imaginärteils 
der Streuamplitude zu rechtfertigen, wobei die notwendigen Modifikationen im ano- 
malen Falle des Spektrums berücksichtigt werden. Hierbei wird die Gültigkeit der 
Dispersionsbeziehungen für Partialwellen vorausgesetzt und die Unitaritätsbedingung 
im physikalischen Bereich in der Weise approximiert, daß man sich bei den inter- 
mediären Zuständen auf Zwei-Teilchen-Zustände beschränkt. F. Kaschluhn. 


Joos, Hans: On the unitary representations of the Lorentz group. Revista Un. 
mat. Argentina 18, 119—123 (1959). 


217 


Die kinematischen Eigenschaften abgeschlossener Systeme werden im Falle 
der relativistischen Quantenmechanik durch die Eigenschaften der unitären Dar- 
stellungen der inhomogenen Lorentzgruppe bzw. ihrer Untergruppen bestimmt. 
Verf. befaßt sich mit der vollständigen Reduktion solcher Darstellungen der homo- 
genen Lorentzgruppe, die gleichzeitig irreduzible unitäre Darstellungen der in- 
homogenen Lorentzgruppe sind. J. I. Horvath. 


Gribov, V. N.: Renormalization of the vertex part in pseudoscalar meson theory. 
Soviet Phys., JETP 36 (9), 384—387 (1959), Übersetzung aus Zurn. &ksper. teor. 
Fiz. 36, 554—559 (1959). 

Verf. untersucht die Eigenschaften der Vertexfunktion in einer pseudoskalaren 
Mesontheorie unter der Voraussetzung, daß diese Funktion mit Hilfe einer Integral- 
darstellung, die früher von ihm und von anderen vorgeschlagen worden ist, darge- 
stellt werden kann. (V.N. Gribov, dies. Zbl. 82, 423). Diese Darstellung bedeutet, 
daß die analytische Funktion, die mit den Eigenschaften des Vakuumerwartungs- 
werts eines Produkts von einem Mesonfeld und zwei Nukleonenfeldern in x-Raum 
verknüpft ist, im topologischen Produkt der drei aufgeschnittenen Ebenen regulär 
analytisch ist. Es war schon früher bekannt, daß ein so größes Regularitätsgebiet 
nicht aus allgemeinen Eigenschaften der Theorie, wie Lorentzinvarianz, raumartiger 
Vertauschbarkeit der Feldoperatoren und vernünftigem Massenspektrum folgt. 
Verf. sagt, daß seine Darstellung in der Störungstheorie gültig ist, und daß es nicht 
ausgeschlossen ist, daß sie mit Hilfe von anderen allgemeinen Eigenschaften, die 
oben nicht erwähnt worden sind, bewiesen werden kann. Hierzu möchte der Ref. 
die folgende Bemerkung machen: Es ist gezeigt worden [G. Källen and A.Wight- 
man, Mat.-fys. Skr. Danske Vid. Selsk. 1, Nr. 6 (1958; dies. Zbl. 82, 424) Appendix 
III, besonders Gleichung (A 59)], daß man in der Störungstheorie der sog. Wardschen 
Theorie auch im x-Raum eine analytische Funktion bekommen kann, die ein so 
großes Regularitätsgebiet nicht hat. Hierzu muß man nur das erste nichttriviale 
Glied der Störungstheorie betrachten und es über eine geeignete Gewichtsfunktion 
integrieren. Die Aussage des Verf., daß seine Darstellung immer in der Störungs- 
theorie folgt, ist deshalb nur mit einer gewissen Reservation zu akzeptieren.] Wenn 
der Ausgangspunkt des Verf. aber akzeptiert wird, ist die nachfolgende Diskussion 
eine sehr sorgfältige Untersuchung des Zusammenhangs zwischen dieser Darstellung 
und verschiedenen Renormierungskonstanten. Insbesondere zeigt der Verf., daß die 
Vertexfunktion bei hohen Energien sehr eng mit den Renormierungskonstanten 
zusammenhängt. Am Ende diskutiert der Verf. auch den Zusammenhang zwischen 
seiner Darstellung und der Zweipunktfunktion. @. Källen. 


Gasiorowiez, S. G., D. R. Yennie and H. Suura: Magnitude of renormalization 
eonstants. Phys. Review Lett. 2, 513—517 (1959). 

Im Zusammenhang mit Källens Beweis, daß wenigstens eine der Renormierungs- 
konstanten unendlich sei (vgl. Handb. d. Physik Bd. V, Teil I, S. 358—363, Berlin 
1958) und mit der von Johnson (dies. Zbl. 83, 225) hobanen Frage, ob nicht eine 
Änderung der Eichung dieses Resultat abändern würde, zeigen Verff. daß: (a) Käl- 
lens Beweis nicht konkludent ist, (b) die Renormierungskönstanten unter besonderen 
Umständen endlich sein könnten, und (c) die Frage der Eichinvarianz für dieses Pro- 
blem völlig irrelevant ist. (Letztere Tatsache wurde schon von Källen in seinem 
Referat über Johnsons Arbeit, loc. eit. hervorgehoben.) Und zwar gelingt es den 
Verff., zu zeigen, daß Källen den einzigen Ausnahmefall übersehen hat, in dem der 


Grad des Polynoms, welches in der Funktion R"®(Q2) vorkommt, gleich 1 ist, so 
daß man keine Schlüsse über die Größe der Renormierungskonstanten ziehen kann, 
wenn man nur Elektron-Positron-Paarzustände in Betracht zieht. Sollten die von 
den Verff. vorausgesetzten Analytizitätseigenschaften nicht richtig sein, so ergeben 
sich zwei Möglichkeiten: sind die Spektraldarstellungen nur im Endlichen nicht 
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richtig, so bleibt doch das Verhalten im Unendlichen dasselbe, und die Resultate 
bleiben unverändert; falls aber die Nichtanalytizitätsbereiche sich ins Unendliche 
ausdehnen (Schnitte welche in der Störungstheorie nicht auftreten), so wird die 
ganze Diskussion falsch. M. E. Mayer. 


Symanzik, K.: On the renormalization of the ‚axial veetor B-decay coupling. 
Nuovo Cimento, X. Ser. 11, 269—277 (1959). 


Das Verhältnis 9,/9, wird, im Anschluß an Goldberger und Treiman (dies. 
Zbl. 82, 443), auf Grund von Analytizitätseigenschaften und der Störungstheorie 
berechnet, wobei vorausgesetzt wird, daß die ‚„nackten‘‘ Kopplungskonstanten gleich 
sind. Bei der „physikalischen“ Diskussion werden verschiedene „Eigenschaften“ 
der Renormierungskonstanten verwendet, deren ‚‚chameleonische Natur“ den Ref. 
nicht überrascht (vgl. z. B. Bogoljubov, Sirkov, Einführung in die Quanten- 
theorie der Felder, dies. Zbl. 77, 214). M. E. Mayer. 


Maksimov, L. A.: Remarks regarding Heisenberg’s paper on the Lee model. 
Soviet Phys., JETP 36 (9), 97”—99 (1959), Übersetzung aus Zurn. eksper.teor. Fiz. 36, 
140—144 (1959). 

Im feldtheoretischen Modell, das ursprünglich von T. D. Lee vorgeschlagen 
worden ist und nachher von mehreren Verfassern untersucht worden ist, gibt es die 
wohlbekannte Schwierigkeit mit anomalen Zuständen (Geisterzustände) und negati- 
ven Wahrscheinlichkeiten. W. Heisenberg hat vorgeschlagen (dies. Zbl. 78, 202), 
daß man doch eine physikalische Interpretation des Modells finden kann, wenn die 
Energie des Geisterzustandes genau mit der Energie des normalen Zustandes zu- 
sammenfällt (Dipolgeist). Um eine unitäre S-Matrix zu erhalten, d.h. um einen 
Erhaltungssatz für die Wahrscheinlichkeit in einem Streuprozeß zu bekommen, hat 
Heisenberg eine Beimischung von einlaufenden Geisterwellen in den physikalischen 
Streuzuständen eingeführt. Wenigstens in einfachen Fällen ist es in dieser Weise 
Heisenberg gelungen, eine unitäre 8-Matrix dadurch zu bekommen, daß er einen 
geeigneten Koeffizienten für die Geisterwelle verwendet. Bisher wurde immer ge- 
glaubt, daß diese Vorschrift nur für den Dipolfall funktioniert (oder möglicherweise 
auch, wenn die Geisterzustände eine komplexe Energie haben). Die Begründung 
war immer, daß die Norm der Dipolzustände (und auch der Zustände mit komplexen 
Energien) notwendigerweise Null sein muß. Die oben angedeutete Beimischung der 
einlaufenden Wellen trägt deshalb keine Wahrscheinlichkeit und eine zweckmäßige 
Wahl der Koeffizienten ergibt die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit der physikali- 
schen Wellen. In der hier besprochenen Arbeit studiert der Verf. dasselbe Problem 
für den Fall, daß der Geisterzustand eine reelle Energie hat. Er schlägt vor, daß man 
auch in diesem Fall in jedem physikalischen Zustand eine Beimischung von einlau- 
fenden Geisterwellen einführen soll. Er zeigt, daß er auch in diesem Fall mit Hilfe 
von geeigneten Koeffizienten tatsächlich eine Wahrscheinlichkeitserhaltung für die 
physikalischen Zustände mit positiver Norm bekommen kann. Das Verfahren kann 
vielleicht am einfachsten mit Hilfe eines Beispiels beschrieben werden. Wenn die 
einlaufende Welle nur einen Zustand mit positiver Norm und einen Zustand mit 
negativer Norm hat, und wenn dasselbe auch für die gestreute Welle gilt, können wir 


schematisch schreiben $ ( ) — (5; [S) ( > — EN Hier bedeutet die Bezeich- 


nung (2) eine Überlagerung von einem Zustand mit positiver Norm und mit der 


Amplitude x und einem anderen Zustand mit negativer Norm und Amplitude y. 
Das $ bedeutet die $-Matrix der Theorie. Die Erhaltung der Norm bei der Streuung 
hat als Konsequenz die zwei Gleichungen |A®— |d?=1 und la? — |BP=—1. 
Wenn die einlaufende Welle eine Mischung von Zuständen mit positiver und negativer 


Norm ist, hat man see wo |A+&a®—|b+E£B] 
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—1--|£]%. Verf. schlägt vor, daß man für die spezielle Wahl |E?=|b+£ B2 
‚ die obige Gleichung als einen Erhaltungssatz für die Norm des physikalischen Zu- 
stands allein deuten soll. Diese Methode wird für einige einfache Unterräume des 
Hilbertschen Raums im Leeschen Modell durchgeführt. Ein ähnliches Verfahren 
' wurde auch von B. Ferretti vorgeschlagen [Nuovo Cimento, X. Ser. 12, 393—430 
(1959)]. @G. Källen. 

Celles, Paul de and Gordon Feldman: Dispersion relations in the Lee model. 
‘ Nuclear Phys. 14, 517—521 (1960). 

In the Lee model (T. D. Lee, this Zbl. 58, 232) exact expressions can be found 
for the renormalization constant Z of the V-particle wave function and for the self 
energy öm, of the V-particle. It is shown in the present paper that the same results 
can be obtained by using the “dispersive’’ approach of the kind introduced by Gold- 
 berger and Treiman in their analysis of the decay of the pion and, more generally, 
' of the decay problems in a modified Lee model. [Goldberger and Treiman, 
Phys. Review, II. Ser. 110, 1178—1184 (1958); this Zbl. 86, 432]. It can be hoped 
' that also in realistic cases, where an exact solution of the theory is not possible, 
‚the “dispersive’”” approach could give an approximate solution not only for obser- 
vables, like transition amplitudes, but also for quantities such as self energies and 
' renormalization constants. B. Vitale. 

Logunov, A. A.: Dispersion relations for reactions with a variable number of 
' partieles. Soviet Phys., Doklady 3, 577—579 (1959), Übersetzung aus Doklady Akad. 

Nauk SSSR 120, 501—503 (1958). 

One-dimensional dispersion relations (with the energy as a variable) are estab- 
 lished for production processess; as an example the process y+-p—y+p+y 
‚is studied in details. The formal derivation of these dispersion relations (which had 
been previously analyzed by J. C. Polkinshorne [Nuovo Cimento, X, Ser. 4, 
216—230 (1956)], by using a different approach) is obtained by using the Bogoliubov 
‚ method. The contribution from the unphysical region is calculated. It is also dis- 
ı eussed for what particular configuration of the final two-photon state an unphysical 
' region is not present in the dispersion relations obtained by the author. DB. Vitale. 

Searf, F.L.: Equations of motion for renormalized fields. Nuovo Cimento, 
\X.Ser. 14, 849-855 (1959). 

Um eine renormierbare Feldtheorie in mathematisch sauberer Weise unabhängig 

von der Störungstheorie zu definieren ist es wünschenswert, die Bewegungsgleichun- 
' gen direkt für die renormierten Feldgrößen zu formulieren. Dies ist bisher nur für 
‚ einige einfache Modelle gelungen (z. B. Lee Modell). Verf. weist darauf hin, daß in 
 komplizierteren Modellen eine zusätzliche Schwierigkeit dadurch entsteht, daß die 
Faktorreihenfolge der Feldgrößen im Wechselwirkungsterm erst a posteriori (d.h. 
durch die Konsistenzforderung für die Lösung) bestimmt werden kann. R. Haag. 
Fried, Herbert M.: Structure theorem for the photon propagator. Phys. Review, 
‚ II. Ser. 115, 220—222 (1959). 
Es wird.erneut auf die Tatsache hingewiesen [vgl. Bogoljubov, Sirkov, Ein- 
führung in die Quantentheorie der Felder (dies. Zbl. 77, 214) Kap. V], daß der „lon- 
‚ gitudinale“ Teil des Photonenpropagators von Renormalisationen nicht beeinflußt 
wird, und daß die Wahl einer bestimmten Eichung zu bequemeren Werten der 
„Benormierungskonstanten“ führen kann. M. E. Mayer. 
Misra, S.P.: Fourth order scattering matrix elements of nucleons with a 
fourth order meson equation. Indian J. Phys. 34 (43), 221—236 (1960). 
Weisskopf, Vietor F.: Meson-nucleon seattering and nuclear forces. Phys. 
Review, II. Ser. 116, 1615—1617 (1960). 
Die Streuung von Pionen an Nukleonen, welche im Koordinatenursprung fest- 
bleiben sollen, wird auf Grund folgender Annahmen berechnet: Eine Wechselwirkung 
findet nur für r<r, (<1) statt, so daß für r>r, die Wellenfunktion ® des 
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Mesons die Klein-Gordongleichung 28/8? — AB +®—=0 erfüllt c(=h=1); die 
Wechselwirkungsenergie zweier Nukleonen für große Entfernungen R vom Ursprung 
sei proportional exp. (— R) und soll durch ein statisches Mesonfeld hervorgerufen 
werden, welches jedes Nukleon umgibt. Auf Grund dieser Annahme und den übli- 
chen Randbedingungen werden die Phasenänderungen bei der Streuung von Mesonen | 
an Nukleonen berechnet. Die so gewonnenen Resultate kann man mit denjenigen 
vergleichen, welche Chew und Low bei der Benützung der Theorie der effektiven | 
Reichweite für die Streuphasen erhalten haben. Th. Seal. 


Tzou, Kuo-Hsien: Sur l’invariance de chiralit6 des interactions mesons z-nu- 
el&eons. C. r. Acad. Sci., Paris 248, 1300—1303 (1959). 

On demontre que l’invariance de chiralit& des fermions et l’independance de 
charge conduisent & la conservation de parite et & l’identite d’helicites du neutron 
et du proton dans les interactions rz-nucl&eons.. Zusammenfassung des Autors. 


Kobayakawa, Keizo and Tsutomu Imamura: A field theoretieal investigation of 
multiple meson production. I: Pion nucleon collisions. Progress theor. Phys. 23, 
137—160 (1960). 

-Der Mechanismus der Vielfacherzeugung von Mesonen bei Zusammenstößen 
von Pionen mit Nukleonen, bzw. von Nukleonen mit Nukleonen oder bei der Ver- 
nichtung von Nukleonen mit Antinukleonen ist deshalb von größtem Interesse, 
weil er Rückschlüsse auf die Felder in der unmittelbaren Umgebung der Nukleonen 
zu ziehen erlaubt. Im Jahre 1936 wollte Heisenberg die Möglichkeit einer Vielfach- 
erzeugung von Mesonen mit Hilfe nichtlinearer Wechselwirkungen in Analogie zu 
klassischen Erscheinungen erklären. Im Gegensatz hierzu versuchten Lewis, 
Oppenheimer und Wouthuysen dieses Problem vom feldtheoretischen Stand- 
punkt aus zu lösen, wobei die Vielfacherzeugung der Mesonen auf die starke Kopp- 
lung zwischen Mesonen und Nukleonen zurückgeführt wurde. Fermi hingegen 
schloß sich der Heisenbergschen Behandlungsweise an, wobei das statistische Gleich- 
gewicht der Teilchen die Grundlage seiner Rechnungen bildet. Doch gelang auf 
diese Weise keine kovariante Formulierung der Wechselwirkungen. Verff. versuchen 
eine direkte Anwendung des Formalismus der Quantenfeldtheorie, obgleich die 
Gültigkeit derselben für hochenergetische Prozesse fraglich erscheinen mag. Dabei 
wird die Wechselwirkung der Nukleonen nicht durch ein Potential genähert und der 
Nukleonenrückstoß berücksichtigt. Die Auswertung der Matrixelemente erfolgt vom 
Standpunkt der Mesonentheorie auf Grund pseudoskalarer Wechselwirkungen; die 
Integration über den Phasenraum in kovarianter Weise mit Hilfe der Sattelpunkt- 
methode. Ein Vergleich der theoretischen und experimentellen Daten im BeV-Be- 
reich und im Bereich der kosmischen Strahlung ergibt eine bemerkenswerte Überein- 
stimmung derselben. Th. Sexl. 


Cellner (Tsellner), V.: Dispersion relations for the production of z-mesons. 
Soviet Phys., Doklady 3, 1222—1224 (1959), Übersetzung aus Doklady Akad. Nauk 
SSSR 123, 838—840 (1958). 

In dieser kurzen Notiz werden die Dispersionsrelationen für den Prozeß 
a+N—2n+N (n=Pion, N = Nukleon) mit den Übergängen des Isospins 
vom Wert 3/2 zu den Werten 3/2 bzw. 2 und 1 abgeleitet. Th. Sexl. 

Ezawa, Hiroshi and Hiroomi Umezawa: Green’s funetions for elementary par- 
tieles. Phys. Review, II. Ser. 116, 465—464 (1959). 

Les AA. refutent les objections @levees par J. D. Harris (ce Zbl. 86, 224) 
relativement & la forme de la fonction de Green proposee pour les particules de spin 
quelconque par H. Umezawa [Quantum Field Theory (North Holland Publ. 
Comp.,Amsterdam, 1956; ce Zbl. 71, 229) &qu. (8.15)]. @. Petiau. 

Nakanishi, Noboru: A theory of clothed unstable partieles. Progress theor. Phys. 
19, 607—621 (1958). 
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Die physikalischen Zustände (‘“clothed states’) der instabilen Teilchen werden 
auf der Grundlage der Quantenfeldtheorie untersucht; dabei wird ein neuer mathemati- 


‚ scher Begriff, die ‚komplexe Distribution‘ eingeführt. Mit ihrer Hilfe kann der exakte 


' Eigenzustand der totalen Hamiltonfunktion konstruiert werden, dessen Realteil 


die Masse des instabilen Teilchens darstellt und dessen Imaginärteil als seine halbe 


 reziproke Lebensdauer interpretiert wird. Dieser Zustand ist jedoch nicht beobacht- 
‚ bar. Der physikalische Zustand des instabilen Teilchens wird daher definiert als ein 
' dem exakten Eigenzustande angenäherter Zustand, der physikalisch vernünftiges 


Verhalten zeigt. (Zusammenfassung des Autors). W. Wessel. 


Bialynicki-Birula, I. and Z. Bialynieka-Birula: On the polarisation and magnetie 
moment of spinorparticles in the quantum field theory. Bull. Acad. Polon. Sci., 


€. II 5, 1119-1121 (1957). 


Die vorliegende Arbeit ist die Fortsetzung einer früheren Arbeit der Verff. (dies. 


. Zbl. 78, 212). Es wird ein allgemeiner hermitischer Operator in Integraldarstellung 
‚ angegeben. Dieser Operator wird auf den Fall der Polarisation und des magnetischen 
Moments von Spinorteilchen in der Quantenfeldtheorie spezialisiert. In einer kovarian- 


ten Prozedur werden die Eigenwerte dieser Größen untersucht. E. Schmutzer. 


Bialynicki-Birula, I.: On the operators charaeterizing the internal degrees of 
freedom of the interacting fields. Bull. Acad. Polon. Sei., Cl. III 5, 1123—1126 (1957) 


Anknüpfend an Überlegungen einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 78, 
212) wird ein dort eingeführter Operator untersucht, der die inneren Freiheitsgrade 
des Feldes beschreiben soll. Für wechselwirkende Felder ist dieser Operator im all- 
gemeinen keine Bewegungskonstante. Die Änderung dieses Operators wird für zwei 
Fälle erforscht: 1. für ein mit einem pseudoskalaren Feld wechselwirkendes Spinor- 
feld, 2. für ein mit dem elektromagnetischen Feld wechselwirkendes Spinorfeld. 

E. Schmutzer. 

Bialynicki-Birula, I.: Schwinger’s funetional without any anticommuting exter- 
nal sources. Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. III 5, 1127—1129 (1957). 

Es wird ein neues Funktional der äußeren Quellen vorgeschlagen, welche ge- 
wöhnliche kommutierende Funktionen seien. Durch :Differentiation können alle 
Propagatoren erhalten werden. Im einzelnen wird das Spinorfeld in Wechselwirkung 
mit dem pseudoskalaren neutralen Feld untersucht. Diese Methode soll gegenüber 
der Schwingerschen Schwierigkeiten vermeiden, die mit der Tatsache zusammen- 
hängen, daß bei Schwinger äußere Quellen des Spinorfeldes antikommutierende 


Funktionen sind. E. Schmutzer. 


Physik vieler Teilchen: 


Guiraud, Jean-Pierre: Sur l’interpretation statistique de la notion d’&quilibre 
thermodynamique. €. r. Acad. Sci., Paris 250, 70—72 (1960). 

Der folgende Satz der statistischen Mechanik des Gleichgewichtszustands wird 
mit der Methode von Khintchine bewiesen: Ein System sei durch seine Gestalt D 
im Raum und durch die Variablen x (Energien verschiedener Freiheitsgrade, Massen 
verschiedener Komponenten, usw.) charakterisiert. Es sei eine Abbildung der 
Variablen x auf die thermodynamischen Variablen & (Temperatur, chemische Poten- 
tiale), ©&— &(x, D), und eine Funktion X (x, D) (proportional der Entropie) gegeben, 
so daß dX =£(x, D) dx. Wenn zwei Systeme (x, D}), (%; D,) zu einem isolierten 
System X = X, +X, D=D,-+ D,) vereint werden, dann genügen die Mittel- 
werte der Beziehung * +X%,—X,+X,. Ferner gilt, unter der Bedingung des 
Equilibriums, d. h. &(&,, D;) = &(a,, D,), daß X, = X, und %,=X,. [Für eine 
andere, einfachere Formulierung desselben Gegenstandes siehe A. OÖ. Barut, Phys. 
Review II. Ser. 109, 1376--1380 (1958), Appendix I; dies. Zbl. 80,198]. _A.O. Barut. 


222 


Lebowitz, J. L.: Stationary non-equilibrium Gibbsian ensembles. Phys. Review, | 


TI. Ser. 114, 1192—1202 (1959). 
For the simplest cases of heat conducting systems, stationary non-equilibrium 


]'-space ensembles are obtained. These are canonical with a temperature which is a 


weighted average of the reservoir temperatures. More general and related problems 


are also discussed, including the case of Brownian particles in a fluid which is not 
at uniform temperature. P. T. Landsberg. 


MeLennan jr., James A.: Statistical möchanies ofthe steady state. Phys. Review, 
II. Ser. 115, 1405—1414 (1959). 

Steady-state Gibbs ensembles are obtained from approximate and time-indepen- 
dent solutions of the Liouville equation. They are used to obtain the linear relations 
between thermodynamic fluxes and forces. In order to achieve these results, the 
Liouville equation is first modified to include the external forces which prevent the 
attainment of equilibrium. P.T. Landsberg. 

Shuler, Kurt E.: Relaxation processes in multistate systems. Phys. Fluids 
2, 442—448 (1959). 

Linearized processes described by the master equation are considered. Unlike 
two-state systems, it is shown that n-state systems (n > 3) admit of aperiodie oscilla- 
tory solutions. A general discussion of the relaxation time concept is given in this 
context. P. T. Landsberg. 

Schram, K. and B. R. A. Nijboer: The Wigner distribution funetion for systems 
of bosons or fermions. Physica 25, 733—741 (1959). 

A simple method is given of deriving the Wigner distribution function valid for 
systems of bosons and fermions. The equation of motion of the distribution function is 
also derived. The temperature dependence can be discussed by an anlogous method. 

P. T. Landsberg. 


Montroll, Elliott W. and John €. Ward: Quantum statisties of interaction par- 


tieles. II: Cluster integral development of transport coeffieients. Physica 25, 4233—443 


(1959). 

Die Cluster- Integral- Entwicklung der Verff. (dies. Zbl. 81, 452) für ein quanten- 
mechanisches System im Gleichgewicht wird erweitert, so daß Anwendungen auf die 
Theorie der Transportprozesse möglich werden. Am speziellen Beispiel der elektrischen 


Leitfähigkeit wird der ee Formalismus entwickelt. In Anlehnung an die | 


Überlegungen von Kubo werden die Transportkoeffizienten als Zeitintegrale über 


zeitverschobene Impulskorrelationsfunktionen ausgedrückt. Für diese binären Ver- 


teilungsfunktionen existieren Cluster-Integral-Reihen, von denen jeder Term durch 
ein Feynman-Diagramm im (r,1/k T +it/k)-Raum dargestellt werden kann. 
Beziehungen zur Boltzmann-Gleichung im klassischen Fall werden diskutiert. 
@. Kelbg. 
Adams, E. N. and T. D. Holstein: Quantum theory of transverse galvanomagne- 
tie phenomena. Phys. Chem. Solids 10, 254—276; Erratum. Ibid. 11, 176 (1959). 
Unter Verwendung des Dichtematrix-Formalismus wird eine Quantentheorie 
der elektrischen Leitung in gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern für 
schwache elastische Streuung aufgestellt, die den Theorien von Titeica (1935) 
sowie Davydov und Pomeran&öuk (1940) völlig äquivalent ist. Im Quantengrenz- 
fall, wenn die Zyklotronenergie % w groß gegen die Elektronenenergie H ist, werden 
die transversale und longitudinale Leitfähigkeit für Streuung an akustischen und 
optischen Phononen, piezo-elektrische Streuung sowie Streuung an punktförmigen 
und ionisierten Verunreinigungen sowohl für entartete als auch nichtentartete 
Statistik berechnet. Die Oszillationen der Leitfähigkeit, die im Bereich E<hw 
auftreten, sind für Streuung an akustischen Phononen und ionisierten Verunreini- 
gungen ausgerechnet. Die Ergebnisse befinden sich nicht in Übereinstimmung mit 
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früheren Theorien von Lifsie (1956, 1958) und Argyres (1958), da diese ungerecht- 
fertigterweise den Einfluß des elektrischen Feldes auf die Streuung nicht berück- 
sichtigen, - J. Mertsching. 


Nakano, Huzio: A variation principle in the theory of transport phenomena. 
Progress theor. Phys. 23, 180-182 (1960). 

Nakano, Huzio: A variation principle for caleulating general susceptibility 
tensors. Progress theor. Phys. 23, 182—183 (1960). 
‘Auf der Grundlage der Schrödinger-Gleichung für die Dichtematrix werden 


 Variationsprinzipien zur Berechnung der Transportkoeffizienten eines Systems bei 


Vorhandensein von elektrischem Feld und Temperaturgradienten sowie zur Berech- 


) nung der elektrischen und magnetischen Suszeptibilitätstensoren angegeben. Beide 


Variationsprinzipien werden sowohl im Einteilchen- als auch im Mehrteilchenbild 


‚ formuliert. J. Mertsching. 


Argyres, Petros N.: Quantum theory of transport in a magnetic field. Phys. 
Review, II. Ser. 117, 315—328 (1960). 

Es wird eine quantenmechanische Theorie des Transports von Elektronen in 
einem magnetischen Feld angegeben. Die Bewegungsgleichung für die Dichtematrix 


wird in der Landau-Darstellung, d. h. unter Zugrundelegung der Oszillatorzustände 


eines freien Elektrons im magnetischen Feld, gelöst. Die Rechnung gilt für beliebig 
starke Magnetfelder; das elektrische Feld und die Stoßpotentiale werden jedoch 
nur in der Bornschen Näherung behandelt. Im Gegensatz zu früheren Theorien wird 
neben dem Einfluß des magnetischen Feldes auch der Einfluß des elektrischen Feldes 
auf die Stöße berücksichtigt. Ein transversales elektrisches Feld beeinflußt die 
Streuung derart, daß die Relaxation zur thermischen Gleichgewichtsverteilung bei 
vorhandenem elektrischen Feld erfolgt. Die Theorie ist in Übereinstimmung mit 
anderen Transporttheorien für große Hallwinkel. Der Spezialfall der isotropen Streu- 
ung wird näher untersucht und gezeigt, daß man für kleine Magnetfelder die gewöhn- 
lichen klassischen, aus der Boltzmann-Gleichung folgenden Ergebnisse erhält. 
J. Mertsching. 


Rusak, B. I.: Zur Frage der Leitfähigkeit von Materie in kondensierten Phasen. 
Izvestija Akad. Nauk UzSSR, Ser. fiz.-mat. 1959, Nr. 4, 55—63 (1959) [Russisch]. 


Verf. untersucht den Anteil der Leitfähigkeit, der durch nichtlokalisierte Elek- 
tronen, die sich im Raum. zwischen den Atomen eines Gitters oder einer Flüssigkeit 
bewegen, bedingt wird. Es werden die kinetischen Gleichungen für die Bewegung 
der Elektronen unter Berücksichtigung der Entstehung und Vernichtung durch 
Tunneleffekt bzw. Rekombination von Ionen und Elektronen aufgestellt. In der 
Diskussion werden je nach der relativen Lage der besetzten oder möglichen Elektro- 
nenniveaus zu den lokalen Minima der potentiellen Energie im Gitter vier Varianten 
unterschieden, die verschiedenen Typen von Leitern entsprechen. 

@. Kelbg — W. Ebeling. 

Franz, Walter: Theorie der Elektronenbeweglichkeit in Halbleitern. Forsch.-Ber. 
Wirtsch.-Verkehrsminist. Nordrhein-Westfalen Nr. 622, 39 S. (1958). 

Es wird von einer Theorie der Beweglichkeit von Elektronen in Halbleitern 
berichtet, bei der der Wechselwirkungsoperator zwischen Elektronen und Gitter- 
schwingungen genauer als sonst üblich auf die richtige Gitterdynamik bezogen ist. 
Nach einer Diskussion des Gitterschwingungsspektrums für ZnS und InSb wird für 
das Zinkblendegitter der zur Berechnung der Wechselwirkungsmatrixelemente neue 
Ansatz gemacht: das Störpotential für die Elektronen auf Grund der Gitterschwingun- 
gen ist die Differenz der Potentiale vor und nach der Verrückung der Gitterbausteine: 


IN) = — = te re mer: “1 


224 


Hier nimmt man offenbar eine ‚‚starre‘“ Verrückung der Gitterionen an (Nordheim- 
Ansatz). Ergebnisse liegen nur in allgemeiner Form vor, da die Blochfaktoren nach 
wie vor numerisch unbekannt sind. W. Klose. 

Englman, R.: The transport theory of temperature waves in insulators. Proc. 
phys. Soc. 72, 391—400 (1958). 

The author examines the problem for heating the surface of an insulator by a 
rapidly fluctuating source. The solid is taken to be of'semi-infinite extent, with a 
plane surface, that consists of such substances in which the transport of heat is pre- 
dominatly due to the vibrations of the lattice (phonon-transport). For the various 
scattering processes to which the phonons are subjected in the solid is assumed 
the existence of times of relaxtion, and for oscillations of both longitudinal and 
transverse types is taken a single average value for the velocity of sound. Under 
these conditions the transport Boltzmann equation is solved as well as the tempe- 
rature distribution in solids. For low frequency variations the heat source results 
in a temperature distribution in the solid as an attenuated wave. For high fre- 
quency fluctuations where this description is not valid, the temperature is found as 
a solution of the Boltzmann equation. Expressions are derived for various related 
quantities in terms of the phonon source, its frequency and the coefficient of 
reflections of the phonons at the boundary. W. Iwanow. 


Moreau, E. et J. Salmon: Action de l’operateur de collision elastique de Boltz- 
mann sur une fonetion isotrope des vitesses, dans un gaz de Lorentz imparfait. J. 
Phys. Radium 21, 217—222 (1960). 

Es wird das im Titel genannte Problem behandelt. Die ‚„isotrope Funktion‘ 
ist die Verteilungsfunktion eines Gases (Masse m), das nur elastisch mit den Partikeln 
eines anderen Gases (Masse M > m) wechselwirken kann. Sei J der Stoßoperator 
und f(v) die Verteilungsfunktion des Betrages der Geschwindigkeit, dann ist: 


ID) = m Moral rn, (f+ KT fm o)]/dv 
mit r, = v. Diese schon von Chapman und Cowling gefundene Formel wird be- 
züglich ihrer Gültigkeitsgrenzen diskutiert. W. Klose. 


Dreicer, H.: Eleetron and ion runaway in a fully ionized gas. I. Phys. Review, 
II. Ser. 117, 329—342 (1960). 

(Teil I s. dies. Zbl. 86, 442). — Nach einleitenden Bemerkungen über die Defi- 
nition des Problems der Beschleunigung in einem Feld, das noch schwach ist gegen 
das kritische Feld, wird aus der Boltzmann- und der Fokker-Planck-Gleichung eine 
nichtlineare Diffusionsgleichung abgeleitet, welche den Strom der beschleunigten 
Teilchen längs der Energieachse beschreibt. Durch Untersuchung der Teilchenbe- 
wegung in verschiedenen Geschwindigkeitsbereichen wird gezeigt, daß auch bei 
schwachen Feldern stets einige Teilchen beschleunigt werden. Die Beschleunigungs- 
rate wird für einige konkrete Fälle numerisch berechnet. @G. Wallis. 


Dreicer, H.: Eleetron veloeity distributions in a partially ionized gas. Phys. 
Review, II. Ser. 117, 343—354 (1960). 

Unter Berücksichtigung der unelastischen Stöße mit den neutralen Molekülen 
und der paarweisen Coulombschen Wechselwirkung wird die Geschwindigkeitsver- 
teilung der Elektronen in einem teilweise ionisierten Gas berechnet. Es wird die 
Fokker-Planck-Gleichung mit den vonRosenbluth, MacDonald und Judd be- 
rechneten Potentialen für die Koeffizienten der Fokker-Planck-Gleichung benutzt. 
Die Ergebnisse werden auf die Berechnung der Energie-Relaxation in einem hoch 
ionisierten Gas und die elektrische Leitfähigkeit in einem teilweise ionisierten Gas 
angewandt. Abschließend wird die Elektron-Elektron-Wechselwirkung behandelt. 

@. Wallis. 

Vedenov, A. A. and R. Z. Sagdeev: Some properties of a plasma with an aniso- 
tropie ion veloeity distribution in a magnetic field. Plasma Physics and the Problem 
of controlled thermonuclear Reactions. 3, 332—339 (1959). 
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In this paper, with the aid of the Boltzmann equation for ions (or electrons) 
in the linearized form retaining only the first-order term, the instability problem of a 
plasma is studied. Using the Fourier transform of the charge density and the current 
density components, Maxwell’s equation and Lorentz’s equation, a characteristic 
equation provides the criteria for instability in the absence of collisions which are 
qualitatively analogous to those given by Rudakov and Sagdeev (see the review 
below) from the quasi-hydrodynamical approximation. Based on the study of the 
second approximation made for some simple limiting cases, the author remarks that 


‚the instability seems to develop until some effective equalization of the longitudinal 


and transverse temperatures occurs, because of a transfer of kinetic energy of the 
particles between the longitudinal and the transverse motions. S. Ueno. 

Rudakov, L.I. and R.Z. Sagdeev: A quasi-hydrodynamie description of a rarefied 
plasma in a magnetic field. Plasma Physics and the Problem of controlled thermo- 
nuclear Reactions. 3, 321—331 (1959). 

In this paper, assuming the symmetry of the distribution functions with regard 
to the local longitudinal velocities, the set of equations for the lower moments in 
the drift approximation is derived from the non-stationary Boltzmann equation 
describing the ion (or electron) motion averaged over the Larmor revolution in the 
absence of collisions. Using these equations for the quasi-hydrodynamical approxi- 


 mation considered, the wave motions of the plasma with frequencies much less than 
the ion Larmor frequency are discussed on the assumption of the quasi-neutrality 


condition. The stability diagram constructed on the basis of the dispersion equation 
for the homogeneous plasma shows that pressure anisotropy gives rise to the instabili- 
ty of the plasma due to one-dimensional longitudinal sound and transverse magneto- 
hydrodynamic sound, respectively, when the longitudinal and transverse tempera- 
tures are extremely different. 8. Ueno. 
Andrews, A.L. and A. D. Buckingham: The effect of strong electrie and mag- 
netie fields on the depolarization ratios of gases. Molecular Phys. 3, 183—189 (1960). 
Mit Hilfe der Lichtstreuung in Gasen können Informationen über die Aniso- 
tropie der Moleküle erhalten werden. Läuft z. B. die einfallende Welle in x-Rich- 
tung ein, so ist das Verhältnis der in y-Richtung gestreuten Intensitäten /,//; = 0 
ein Maß für die elektrische Anisotropie. /, bezieht sich dabei auf eine Welle, deren 
elektrischer Feldvektor parallel zur x-Achse schwingt. Das Depolarisationsverhältnis 


0 wird null, wenn Isotropie vorliegt. Bei Vorhandensein starker elektrischer oder ma- 


gnetischer Felder werden zusätzliche Anisotropien erzeugt. Es können somit auch 
Aussagen über Hyperpolarisierbarkeiten gemacht werden. Verff. entwickeln o nach 
Potenzen in den Feldstärkequadraten. Unter der Annahme einer Boltzmann-Ver- 
teilung der Moleküle im äußeren Feld lassen sich die Entwicklungskoeffizienten als 
Funktion der Elemente des Polarisationstensors ermitteln. Für Edelgasatome ist 
die Depolarisation proportional der vierten Potenz der Feldstärke, während für 
tetraedrische Moleküle (CH,, Ni(CO),) die Entwicklung mit dem quadratischen 
Glied beginnt. @. Kelbg. 

Howells, I. D.: The multiple scattering of waves by weak random irregularities 
in the medium. Philos. Trans. roy. Soc. London, Ser. A 252, 431—462 (1960). 

Die Arbeit benützt die Gleichung des Energietransfers für Strahlung in einer 
gleichmäßig streuenden Atmosphäre, um die Veränderung der mittleren Intensität 
in einem teilweise inhomogenen Medium zu beschreiben. Dabei werden Gedanken- 
gänge benützt, die auf frühere Arbeiten von Lighthill und Fejer zurückgehen 
und welche die Mehrfachstreuung behandeln, indem sie annehmen, daß eine Welle 
einige Male gestreut wird, in Übereinstimmung mit dem Wirkungsquerschnitt der 
Einzelstreuung. Im ersten Teil seiner Arbeit wird dieser Gedankengang erörtert 
und eine Abschätzung seines Gültigkeitsbereiches gegeben. Hierauf wird die Be- 
rechnung diskutiert, die Mehrfachstreuung auf Grund einer Gleichung für den 
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Energietransfer behandelt und entsprechende Gültigkeitskriterien angegeben. Im 
2. Teil wird die allgemeine Lösung für die Gleichung des Energietransfer abgeleitet 
im Falle eines räumlich homogenen Strahlungsfeldes, welches mit der Zeit variiert. 
Dieselbe wird mit den früheren Resultaten verglichen und die Vorzüge der neuen 
Lösung erörtert. P. Urban. 


Falk, David $.: Green’s funetion approximation method. I: The nucleon. 
II: The polaron. Phys. Review, II. Ser. 115, 1069—1073, 1074—1078 (1959). 

Im I. Teil wird ein Näherungsverfahren zur Konstruktion von Greenschen Funk- 
tionen für Nukleonen vorgeschlagen, daß — im Gegensatz zu früheren Verfahren — 
automatisch die Forderung erfüllt, daß die genäherte Greensche Funktion dieselben 
analytischen Eigenschaften wie die exakte besitzt. Die Näherung selbst besteht in 
der Voraussetzung, daß an einem gewissen Punkt der Berechnung die Wechsel- 
wirkung zwischen den Teilchen vernachlässigt wird. Wesentlich für das Verfahren 
ist die symmetrische Behandlung der zwei Raum-Zeit-Punkte, die in der exakten 
Integralgleichung für die Greensche Funktion des Nukleons auftreten. Dieses 
Näherungsverfahren führt dann auf eine lineare Integralgleichung für die Greensche 
Funktion des Nukleons, die vollständig renormiert ist. Diese Gleichung wird dann 
exakt unter Verwendung der Spektraldarstellung gelöst und eine asymptotische 
Lösung für große Werte des Massenparameters angegeben. — Im zweiten Teil wird 
in völliger Analogie zum Fall des Nukleons eine genäherte Integralgleichung für die 
Greensche Funktion des Polarons abgeleitet, wobei das Verfahren nur insofern dem 
speziellen Problem angepaßt wird, daß eine Variationsberechnung des niedrigsten 
energetischen Zustands des Systems möglich ist. Unter Verwendung der einfachsten 
nichttrivialen Abschneidung (was zur Aufstellung der Variationsgleichung und zum 
Gewinn ihrer Lösung nötig ist) wird explizit die Energieverschiebung berechnet. Für 
Werte des Kopplungsparameters & < 3 weichen die erhaltenen Ergebnisse nur 
unwesentlich von den Feynmanschen Resultaten ab. F. Kaschluhn. 


Kümmel, H.: Ein störungstheoretischer Zugang zu der Bruecknerschen Theorie 
des Atomkerns und der Watsonschen Streunäherung. Nuovo Cimento, X. Ser. 6, 
23—50 (1957). 

Die Bruecknersche Theorie wird durch eine Störungsrechnung zwischen einem 
Modellproblem und dem exakten Problem erhalten, indem das Auftreten sog. 
linked-cluster-Terme vermieden wird. Es gelingt den Zusammenhang zwischen 
Modell und Kern exakt anzugeben. Die hier vorgelegte Theorie ist am besten mit 
der von Brenig (dies. Zbl. 86, 428) zu vergleichen. W. Klose. 


Mittelstaedt, P.: On the problem of rearrangement energy of nuclear matter. 
Nuclear Phys. 17, 499—515 (1960). 

The rearrangement energy of the nuclear many-body problem, which is important in the 
processes of separation, scattering and excitation of a particle, is investigated. To discuss the 
physical meaning of this quantity, a general definition, independent of perturbation theory, is 
given. The “model dependence’” and other important properties can then be discussed in detail. 
Starting from this general formulations expressions for the rearrangement energy in the Brueckner 
two-particle approximation are derived, and the question of how the rearrangement energy 
can be determined experimentally is discussed. Zusammenfassung des Autors. 


Bayman, B F. and L. Silverberg: On the coupling ofa j = > partiele to nuclear 
quadrupole surface oseillations. Nuclear Phys. 16, 625—644 (1960). 

An intermediate coupling calculation is performed for a nucleon confined to move in a 
j=% orbit and coupled to a nuclear surface capable of performing quadrupole oscillations. It 
is shown that each term in the Hamiltonian commutes with a symplectice group of transformations. 
This feature is used to define a representation in which the Hamiltonian matrix takes an espe- 
cially simple form. It is possible to follow the transition from weak to strong coupling, at which 
there appear sets of rotational bands built on equidistant vibrational excitations. These rota- 
tional bands have some special features due to the y-instability of the problem. 

Zusammenfassung der Autoren. 
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Tsuneto, T.: Transverse colleetive exeitations on superconductors and eleetro- 
magnetic absorption. Phys. Review, II. Ser. 118, 1029—1035 (1960). 

With use of the generalized random phase approximation an attempt is made to estimate 
the absorption of photons with energy less than the energy gap due to retransverse collective 
excitations. The ratio of the surface resistance due to transverse collective exeitations to that 
of normal metals in the extreme anomalous limit, calculated within the weak coupling theory, 
turns out to be too small to explain the observed data for superconducting lead and mercury. 
The interpretation of the collective excitations as bound pair states is briefly discussed. 

| Zusammenfassung des Autors. 
Lee, T. D. and C. N. Yang: Many-body problem in quantum statistieal mechanies. 
II: Virial expansion for hard-sphere gas. Phys. Review, II. Ser. 116, 25—31 (1959). 
| Die in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 88, 194) entwickelte Methode zur Be- 
rechnung der Zustandssumme wechselwirkender Gase mit Hilfe des Zweierstoß- 
_ kernes (binary kernel) wird angewandt auf Bose- und Fermigas mit beliebigem Spin, 
_ mit Wechselwirkung durch einen harten Kern mit dem Radius a und mit dem mittle- 
ren Teilchenabstand /. Für die Fugazitätskoeffizienten b, werden Formeln angegeben 
aus denen sie sich bis zur Ordnung (a/A)® bestimmen lassen. Diese Arbeit enthält 
_ methodisch nichts neues im Vergleich zu der vorhergehenden. H. Kümmel. 


Hugenholtz, N. M. and D. Pines: Ground-state energy and exeitation speetrum 
of a system of interaeting bosons. Phys. Review, II. Ser. 116, 489—506 (1959). 
Das Problem wird mit der feldtheoretischen Methode der Greenschen Funktion 
' behandelt, wobei an einem wesentlichen Punkt im Gegensatz zu anderen sonst ähn- 
' lichen Arbeiten auf die Verwendung der Störungstheorie verzichtet wird. Eines der 
, wichtigen Resultate dieser Arbeit ist, daß der Grundzustand nicht durch eine Energie- 
‚ lücke vom Spektrum der angeregten Zustände des Systems getrennt ist, im Gegen- 
‚ satz zu anderen Autoren. Es werden ferner Methoden bereitgestellt zur Behandlung 
‚ der Streuung von Neutronen an einem Bosonengas. Schließlich findet man u.a. 
‚ einige Anwendungen auf ein Bose-Gas niedriger Dichte und ein Gas aus harten 
' Kugeln mit mittlerer Dichte. @. Heber. 
Singh, Virendra: Ground-state energy of a boson gas. Phys. Review, II. Ser. 
116, 507—510 (1959). 
| Es wird die Energie des Grundzustands eines Gases von stark untereinander 
‚ wechselwirkenden Bose-Teilchen berechnet. Dabei wird über alleGraphen summiert, 
die gleichzeitig höchstens ein angeregtes Paar von Teilchen enthalten, ohne die 
Graphen explizit sämtlich aufzuschreiben. Besonders interessant ist dabei, daß sich 
das endliche Resultat aus zum Teil unendlichen Summanden ergibt. G@. Heber. 
Goldstein, Louis: On the theory of liquid and solid He. Ann. of Phys. 8, 390 — 
434 (1959). 
| In der vorliegenden Arbeit wird die Theorie des Kernspinsystems in flüssigem 
‚ und festem He? weiterentwickelt und insbesondere der Einfluß desselben auf die 
, thermodynamischen Eigenschaften von flüssigem und festem He? bei tiefen Tempe- 
| 
| 


‚ raturen und auch bei der Anwendung von äußerem Druck untersucht. Der Ver- 
such einer Korrelation der bisher experimentell untersuchten thermodynamischen 
\ Eigenschaften des He? vom Gesichtspunkt der Theorie des Kernspinsystems zeigt 
‚ die Notwendigkeit neuer und sehr genauer Messungen der kernparamagnetischen 
| Suszeptibilität, um die hier durchgeführten Überlegungen zu bestätigen. 
| W. Koeppe. 
Pais, A. and 6. E. Uhlenbeek: On the quantum theory of the third virial eo- 
effieient. Phys. Review, II. Ser.-116, 250—269 (1959). 
Verff. diskutieren die Quantentheorie des dritten Virialkoeffizienten C, der be- 
kanntlich durch die folgende Reihenentwicklung definiert ist: 
»V=RT(1+B/V -+C/V?+--.). 
Während die Berechnung des zweiten Virialkoeffizienten B relativ einfach ist und 
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hierfür auch vergleichbare Experimente vorliegen, sind die Verhältnisse bei © völlig 
anders. Die Quanteneinflüsse machen sich am stärksten bei He* und bei He? be- 
merkbar, und zwar bei sehr tiefen Temperaturen, für die im Moment noch keine 
Messungen vorliegen, wenigstens was ( anbetrifft. Da aber erst C sehr empfindlich 
auf die Form des intermolekularen Potentials reagiert, scheint augenblicklich noch 
keine Entscheidung darüber möglich, welcher der in der vorliegenden Arbeit disku- 
tierten Fälle der Paar-Wechselwirkung den wirklichen Verhältnissen entspricht. 
Insbesondere kann auch nicht entschieden werden, ob B bei sehr tiefen Temperaturen 
wieder positiv wird und für 7— 0 gegen oo geht, was einen wesentlichen Einfluß 
auf das Verhalten von C' bei sehr tiefen Temperaturen hat. W. Koeppe. 

Brout, R. and M. Nauenberg: Quantum theory of surface energy and tension. 
Phys. Review, II. Ser. 112, 1451—1455 (1958). 

Aus der Definition y = ((8E/088),> (E = Energie, 8 = Oberfläche, V = Volu- 
men des Systems, <) = thermodynamischer Mittelwert) für die Oberflächen- 
spannung wird eine allgemeine Formel für y hergeleitet, die die kinetische Energie- 
dichte, das (Zweiteilchen-) Wechselwirkungspotential und die Paarkorrelations- 
funktion 0) enthält. Daneben gibt es nach Swiatecki (dies. Zbl. 43, 221) die 
Gleichung Z,=E/N — e,/0, für die Oberflächenenergie (N = Zahl der Teilchen, 
&, bzw. 0, = Energiedichte bzw. Dichte im Inneren). Unter gewissen Annahmen 
über das Verhalten von o(2 und Energiedichte an der Oberfläche und Verwertung 
der bekannten Werte von &,, o, und der Dichteverteilung an der Oberfläche kann 
man die Oberflächenspannung von He? und He? berechnen und erhält recht gute 
Übereinstimmung mit der Erfahrung. H. Kümmel. 

Kirznie (Kirzhnits), D. A.: The limits of applicability of the quasi-eclassical 
equation of state of matter. Soviet Phys., JETP 35 (8), 1081—1089 (1959), Überset- 
zung aus Zurn. eksper. teor. Fiz. 35, 1545—1557 (1958). 

The quantitative problems of the limits of the regions of density and tempe- 
rature in which the Thomas-Fermi method is applicable with a given accuracy, 
and the size of the corrections to the quasi-classical equations of state has been 
investigated. It is shown that the quantum effects are commensurable with the 
exchange effects and the quantum and exchange corrections differ only by a numeri- 
cal factor. The lowest order quantum and exchange corrections to the pressure 
are negative, their ratio not exceeding 1/3. P. Szepfalusy. 


Moskalenko, S. A. and K. B. Tolpygo: On the energy spectrum of a Mott exeiton 
in ionie erystals. Soviet Phys., JETP 36 (9), 103—112 (1959), Übersetzung aus 
Zurn. eksper. teor. Fiz. 36, 149—163 (1959). 

A qualitative study of the levels of a Mott exeiton in ioniec crystals is made from the point of 
view of a many-electron theory. A many-electron discussion of the exeiton reduces to the problem 
of the motion of two quasi-particles which in the case of triplet states (ortho-exeiton) interact 
through Coulomb forces and in the case of singlet states (para-exciton) through Coulomb and 
exchange forces. These forces are approximately evaluated using a model in which the electron 
states at the cation site and the vacant states at the anion site are supposed to be spherically 
symmetric. The ortho- and para-exciton series of a non-polarizable exciton of large radius are 
evaluated using a generalized effective mass method. An estimate is given of the influence of 
the difference from a point charge Coulomb potential on the magnitude of the /-splitting. Using 
group theory a general level scheme is given for an exciton for the case X = 0 for the O,, group, 
and the results are compared with the yellow exciton series in a Cu,O crystal. The properties 
of an exeiton in a magnetic field are discussed. Zusammenfassung der Autoren. 


Stumpf, Harald und Max Wagner: Dynamische Elektron-Gitter-Kopplung in 
gestörten Ionenkristallen. Z. Naturforsch. 15a, 30—46 (1960). 

Fortsetzung einer Reihe früherer Arbeiten. Die allgemeine Schrödinger-Glei- 
chung, die Elektronen- und Gitterionenkoordinaten enthält, wird so aufgespalten, 
daß ein Elektronenproblem zurückbleibt, welches parametrisch noch von den Gitter- 
koordinaten abhängt. Für einen gestörten Ionen-Kristall wird der allgemeine For- 
malismus durch Beschränkung auf ein spezielles Modell so vereinfacht, daß ein 
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rechenbares (Variations-) Problem zurückbleibt. Die Vorstellung ist dabei die, daß 
der Einfluß der Fehlstellen a) nur darin besteht, zu dem ungestörten beizubehaltenden 
Schwingungsspektrum des idealen Gitters einige Frequenzen hinzuzufügen und sich 
b) darin ausdrückt, daß nur wenige Elektronen an den Fehlstellen lokalisiert sind. 
Diese wenigen Elektronen werden gesondert beschrieben, alle anderen kollektiv dem 
Gitter zugeschlagen. — Direkte Vergleiche mit Experimenten kann man in diesem 
Stadium der Theorie nicht erwarten. W. Klose. 

Knox, Robert $S.: Exeiton states in erystalline argon. J. Phys. Chem. Solids 
9, 265—280 (1959). 

In der vorliegenden Arbeit wird ein Rechenformalismus entwickelt und auf die 
Berechnung der Exzitonenzustände in kristallinem Argon angewandt, die von der 
atomaren 3 p° 4 s-Konfiguration herrühren. Die sehr umfangreichen numerischen 
Rechnungen wurden mittels einer IBM-650-Rechenmaschine durchgeführt. Es wur- 
den Hartree-Fock-Funktionen benutzt, auf deren nicht exakter Kenntnis auch im 
wesentlichen die Ungenauigkeiten der durchgeführten Berechnungen beruhen. 
Außerdem wurde der integrale Absorptionskoeffizient berechnet. Vergleichbare 
Experimente liegen bisher nicht vor. W. Koeppe. 

Markham, Jordan J.: Interaction of normal modes with eleetron traps. Reviews 
modern. Phys. 31, 956—989 (1959). 

The absorption of a phonon by a trap in a solid can be treated theoretically by 
a number of models. The author draws attention to three: (1) A phenomenological 
model which ignores details of the lattice structure; (2) A model which assumes that 
a number of local modes surround a point of imperfection in the lattice. The fre- 
quencies would lie between the accoustical and optical branches; (3) If only one mode 
is assumed to be important, one has the configurational coordinate model. The shapes 
of absorption bands can be calculated by Williams’s semi-classical method, or by a 
more rigorous quantum mechanical means. In this paper the latter method of 
calculation is used as far as possible in connection with various simplified models. 
The paper is in two parts. Part I analyses properties of the Hamiltonian; Part II 
duals with the broadening of absorption lines by multi-phonon processes. 

P.T. Landsberg. 

Nranjan (Nranyan), A. A.: Caleulation of integrals in the equivalent orbits 
method and estimation of parameters of semiconduetors of AUT BV.type. Fiz. tverd. 


 Tela 2, 474—481 (1960) [Russisch]. 


Zil’berman, G. E.: The motion of an electron in a erystal located in an external 
field. Soviet Phys., JETP 36 (9), 1040—1043 (1959), Übersetzung aus Zurn. 


 eksper. teor. Fiz. 36, 1465—1471 (1959). 


| 


Ausgehend von den Bloch-Funktionen als Lösungen der Schrödingergleichung 
für periodisches Potential, werden näherungsweise Lösungen für den Fall eines zu- 


' sätzlichen homogenen Magnetfeldes und eines zusätzlichen beliebigen elektrischen 
Feldes angegeben. G. Blankenfeld. 


Tulub, A. V.: The influence of the eleetron-phonon interaction on the eyelotron 
resonance frequeney. Soviet Phys., JETP 36 (9), 392—397 (1959), Übersetzung 
aus Zurn. eksper: teor. Fiz. 36, 565—573 (1959). 

Es wird ein polarer Kristall mit isotroper effektiver Masse der Kristallelektronen 
betrachtet. Da die effektive Masse vom Magnetfeld abhängig ist, hat man eine nicht- 
lineare Abhängigkeit der Resonanzfrequenzen bei der Zyklotronresonanz von der 
Stärke des Magnetfeldes. Die Rechnung zeigt, daß die nichtlinearen Terme für die 
tatsächlich verwendeten Magnetfelder klein sind. @. Blankenfeld. 

Silverman, B. D. and P. R. Weiss: Polarization of the eleetron gas in metals by 
substitutional impurities. Phys. Review, II. Ser. 114, 989—994 (1959). 

The shift in the ground state energy of a metal due to the polarization of the 
free electrons by substitutional impurities is obtained in the high electron density 
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limit. A simplified model of a metal in which the positive ions are smeared out is 
used. The Hamiltonian is reduced in the sense that electron-electron and electron- 
impurity interaction matrix elements ‚connecting only states below the Fermi level 
with those above are included. The ground state energy of the system is obtained by 
performing a canonical transformation on a reduced Hamiltonian. The shift in 
energy of the ground state:of the electron gas, due to the introduction of impurities, 
is quadratic in the electron-impurity matrix element. It is shown that the energy 
shift is the same as that calculated by a self-consistent Hartree field procedure, 
though the Hartree method does not yield the correct energy in the absence of the 
impurities. The energy shift arises from three sources. One is the change in kinetie 
energy of the electrons. The second is the interaction of the impurity with the 
electron bunching. 'The third is the change in electron-electron interaction energy 


due to the bunching. The shift in energy is proportional to (n/n.) rs ® in the high 
density limit. Here n is the impurity density and n, the electron density. It is 
shown that all processes omitted in the reduction of the Hamiltonian contribute to 
higher powers in r.,. H. Kanazawa. 

Wolif, P. A.: Eifeets of electron correlation on the optical properties of metals. 
Phys. Review., II. Ser. 116, 544-554 (1959). 

Zur Untersuchung des Einflusses der Elektron-Elektron- Wechselwirkung auf 
die optischen Eigenschaften von nichtmagnetischen Metallen, d.h. auf ihre komplexe 
elektrische Leitfähigkeit, wird der Erwartungswert des ‚Stromes in eine Form ge- 
bracht, die es erlaubt, seine Berechnung mit Hilfe der Diagrammethoden der 
Störungstheorie von Vielteilchensystemen, insbesondere in der von J. Hubbard 
(dies. Zbl. 77, 450; 84, 446) vorgeschlagenen Form, durchzuführen. Der Einfluß des 
Gitters wird dabei durch ein periodisches Potential beschrieben, während die Cou- 
lomb-Wechselwirkung als Störung behandelt wird. In 0. Näherung ergibt sich das 
übliche Resultat für ein nicht wechselwirkendes Elektronengas, das durch die 1. Nä- 
herung, die der ‚„random-phase“-Näherung entspricht, nicht wesentlich modifiziert 
wird. In der 2. Näherung zeigt sich jedoch ein die optischen Eigenschaften gelegent- 
lich wesentlich beeinflussender Term. Für ein freies Elektronengas verschwindet 
sein Beitrag, da hier die Elektronenstöße den Strom, der in diesem Fall dem Impuls 
proportional ist, nicht zu beeinflussen vermögen. Für ein Elektronen-Löcher-Plasma, 
das in Metallen mit sich überlappenden Bändern auftritt, liefert er jedoch eine Ver- 
schiebung der Nullstelle des Realteils der Dielektritziätskonstanten und eine zu- 
sätzliche Absorption. Verf. weist darauf hin, daß aus der Theorie quantitative 
Schlüsse für reale Metalle kaum gezogen werden können, da sich für diese die Be- 
handlung der Wechselwirkung zwischen Elektronen als Störung nicht rechtfertigen 
läßt. F. Engelmann. 

Verma, G. S.: Ultrasonie investigation of nuclear spin-lattice relaxation. Nuovo 
Cimento, Suppl., X. Ser. 12, 41—62 (1959). 

Das erste Kapitel dieser Arbeit bringt eine ausführliche Übersicht über die 
vorliegenden theoretischen Betrachtungen zur Kernspin-Gitter-Wechselwirkung, 
welche für Ionenkristalle insbesondere von Kranendonk [Physica 20, 781—800 
(1954)] ausgearbeitet wurden. Die Wechselwirkung besteht in der Kopplung der 
Kernquadrupolmomente an das elektrische Feld der Ionen und führt bei der Störung 
desselben durch eine Ultraschallwelle zur Absorption und Emission von Schall- 
quanten sowie Raman-Prozessen beim Übergang der Kernspins zwischen den Zee- 
man-Niveaus in einem statischen äußeren Magnetfeld. Im zweiten Abschnitt wird 
in Kürze die experimentelle Methode, welche auf der Beobachtung der Kerninduktion 
[Hahn, Phys. Review, II. Ser. 77, 297 (1950)] beruht, erläutert. Das dritte Kapitel 
stellt eine Übersicht über die vorliegenden Ergebnisse für einige Na-Salze sowie 
InSb dar. Die zu bestimmende Größe ist die effektive Ladung der nächsten Nachbarn 
eines betrachteten Kerns, an deren Feld sein Quadrupolmoment gekoppelt ist. Die 
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verschiedenen gewonnenen Resultate für diese Größe werden gegenübergestellt, 
mit der Theorie verglichen und die Abweichungen und Fehler diskutiert. 
H. Stolz. 

Cloizeaux, Jaeques des: Transition entre &tats metalliques et isolants pour un 
gaz d’eleetrons. Application aux bandes d’impuretes et aux antiferromagnötiques. I. 
J. Phys. Radium 20, 606—620 (1959). 

At first the author discusses shortly the insufficiencies of the band theory. Then, 
some experimental facts and the corresponding theories concerning impurity bands 
in semiconductors as well as the electrical properties of antiferromagnetic oxydes 
are reviewed. A simple model is proposed, suitable for explaining of different expe- 
rimental data. The results obtained show that a transition from the metallic state 
to the insulating one may occur. The width of the forbidden band is function of 
temperature. H. Cofta. 

Morita, Tohru: Bose-Einstein lattice gases equivalent to the Heisenberg model 
of ferro-, antiferro- and ferri-magnetism. Progress theor. Phys. 20, 614—624 (1958). 

The author shows that the problem of the Heisenberg model can be reduced 
to that of a non-ideal Bose-Einstein lattice gas — spin-deviation gas. The interacting 
Bose lattice gas equivalent to the Heisenberg model is obtained and the correspond- 
ing Hamiltonians for the cases of ferromagnetism, antiferromagnetism and ferri- 
magnetism are presented. The author points out that the well-known Hamiltonians 
of the Holstein and Primakoff type are expressed as infinite power series of the Bose 
operators; the neglecting of the higher terms causes many divergence diffieulties, 
attributed to the spreading out of the Hilbert space. Instead, the Hamiltonians pre- 
sented in this paper have the form of a finite series of Bose operators. The author 
introduces an infinite potential to prevent the spreading out of the Hilbert space. 
In the last section, a technique for calculations of partition function for a system 
with such a Hamiltonian that contains a term of infinite potential is presented and 
discussed in connection with thetheories offerromagnetism by J.vanKranendonk 
[this Zbl. 66, 239 and Physica 21, 925—945 (1955)] and Freeman J. Dyson (this 
Zbl. 72, 236). H. Cofta. 

Morita, Tohru: Bose-Einstein lattice gas theory of ferromagnetism. Progress 
theor. Phys. 20, 728—736 (1958). 

In this paper the author applies the Hamiltonian presented in the previous 
article (see the preceding review) to a calculation of the temperature dependence of 
the spontaneous magnetization of a ferromagnetic. In the interacting Bose lattice gas 
formalism, presented previously, one obtains the spin-wave theory by neglecting the 
interactions between spin-deviations, i. e. in the ideal Bose lattice gas approximation. 
In the present paper the next step is made, namely the including of binary colli- 
sions of spin-deviations. The author’s calculations lead to the same results as Dyson 
has given, but without meeting with the problems of non-diagonality, kinematical 
interaction or non-Hermitece Hamiltonian. The effects of the collisions of two spin- 
deviations have been found to be unappreciable for very low temperatures. 

H. Cofta. 

Morita, Tohru: Expansion formulae of the free energy and distribution funetions 
in powers of the one particle distribution funetion. Progress theor. Phys. 21, 501—510 
(1959). 

The author shows that the expansion formulae for a non-uniform system may 
be obtained by applying the formulae for a uniform system to a uniform system 
properly constructed. The method is illustrated for the cases of the expansion for- 
mulae of the free energy, potentials of average force and distribution functions in 
powers of the one particle distribution function. The formulae are obtained both for 
a continuous and for a lattice system. A procedure to convert the formulae for a 
lattice system to those for a continuous system and vice versa is given. H. Cofta. 
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Galasiewiez, Zygmunt: The problem of the subsidiary condition in the additional 
variables method for arbitrary eentral interactions. Acta phys. Polon. 17, 63—70 
(1958). 

Verf. gibt eine Verallgemeinerung der Bohm-Pines-Theorie (D. Bohm, D. Pines 
dies. Zbl. 53, 182) für den Fall beliebiger Zentralkräfte. Die Form der Zusatzbedin- 
gungen folgt aus der geforderten Äquivalenz der Bewegungsgleichungen im Heisen- 
bergbild mit den Ehrenfestschen Gleichungen. Das Ergebnis wird in Übereinstim- 
mung gefunden mit dem nach der Methode von Zubareverhaltenen [D.N. Zubarev, 
Zurn. eksper. teor. Fiz. 25, 548—559 (1953)]. S. Wolschke. 

Maroni, Pascal: Phönomönes de döcharge dans les plasmas Lorentziens: Etude 
de la distribution 6leetronique en presence d’un champ magnetique. C.r. Acad. Sci., 
Paris 249, 881—883 (1959). 

Die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen eines Lorentz-Plasmas unter- 
liegt einer partiellen Differentialgleichung, die früher von R. Jancel und T. Kahan 
(dies. Zbl. 77, 449) aufgestellt worden ist. Für diese Differentialgleichung werden die 
verschiedenen Fälle der Variablentrennung untersucht. Für den Fall konstanter 
Stoßfrequenz kann die vollständige Integration durchgeführt werden. W. Legler. 

Maroni, Pascal: Phöenomönes de d&charge dans les plasmas Lorentziens. Etude 
de la distribution eleetronique dans le champ magnötique. ©. r. Acad. Sci., Paris 249, 
914—916 (1959). 

Es werden verschiedene Fälle der in einer vorangehenden Mitteilung (s. vor- 
stehendes Ref.) abgeleiteten Lösungen der partiellen Differentialgleichung für die 
Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen in einem Lorentz-Plasma diskutiert. 

W. Legler. 

Golden, Sidney: Statistical theory of many-electron systems. Diserete bases of 
representation. Phys. Review, II. Ser. 107, 1283—1290 (1957). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 82, 450) wurde die Dichte-Matrix eines Viel- 
Elektronen-Systems berechnet mit Hilfe einer Darstellung im Impulsraum. Um für 
atomare und molekulare Systeme eine Darstellung benutzen zu können, deren Eigen- 
funktionen besser als Ausgangsnäherungen für eine Störungsrechnung geeignet sind, 
wird hier die Theorie entwickelt für ein Basissystem mit diskretem Spektrum. Eine 
Näherung wird gegeben für Funktionen des Hamilton-Operators H, insbesondere 
für 7” (n ganzzahlig) und exp (z 7) (z komplexe Zahl). Damit läßt sich der Operator 
0 berechnen, der im Ausdruck für die Dichtematrix auftritt [vgl. A. W. Säenz, 
R.C. O’Rourke, Rev. mod. Phys. 27, 381—398 (1955)]. Ein Ausdruck für die 
Energie eines atomaren, bzw. molekularen Systems wird angegeben (in zweiter Nähe- 
rung). Als Beispiel werden einige heliumartige Atome und Ionen berechnet in erster 
Näherung mit Hilfe von Wasserstoff-Eigenfunktionen mit unabgeschirmter Kern- 
ladung (Zustände 118, 218, 2 3S mit Hilfe der Funktionen 1s, 2s, 3 s). Die berech- 
nete Energie liegt teilweise tiefer als die experimentelle (Beispiel He 118 exper. 
2.9036, berechnet 2.9349). Vermutlich hat das seinen Grund darin, daß der 6-Opera- 
tor, der in Wirklichkeit ein hermitescher idempotenter Operator ist, in unserer 
Näherung nicht mehr hermitesch ist. Es wird diskutiert, inwiefern die Näherung 
für die Dichtematrix als quasiklassisch bezeichnet werden kann und wie sie sich 
zur Thomas-Fermi-Theorie verhält. E. Trefftz. 


Kernphysik: 
Jankovie, Z.: On the inelastie seattering by deformed nuclei. Nuovo Cimento, 
X. Ser. 17, 281—287 (1960). 
‘ Herpin, Andr&: Propagation des neutrons dans un cristal parfait de dimensions 
finies. J. Phys. Radium 18, 649—655 (1957). 


The aim of this paper consists in the construction of the equation of propagation 
for the coherent flux of neutrons in the perfect crystal of finite dimensions. The equa- 
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tion will serve as the basis of the study of extinction. In the appendix the influence of 
thermal agitation on the propagation of neutrons is considered. First the equation 
for the optical wave of Yvon representing the mean value of the coherently scattered 
wave is derived. Allowing for the pseudo-potential due to Blatt and Weisskopf, the 
potential of interaction whose one component does not depend upon the spin is ob- 
tained. Assuming that the spins of the nuclei are repartitioned at random in a certain 
manner, after somewhat lengthy arguments, the equation of propagation of optical 
wave is written in a very simple form. The equation is attempted to solve with the 
aid of a function similar to Bloch’s function describing the motion of eletrons in a 
solid. For simplicity, it is supposed that the crystal is bounded by two parallel planes 
whose distance is unity. Let the neutron flux be incident on the crystal in a certain 
direction. Allowing for the fact that the indices of refraction of neutrons are very 
little different from unity and the neighbourhood of reflection of Bragg is under 
consideration, in a general manner the optical wave in the interior is obtained such 
that it is composed of the normal wave and the wave reflected according to the law 
of Bragg. The two constants in the expression should be determined by the.limited 
conditions which depend upon the extreme cases, i. e. the case of Laue and that of 
Bragg. While in the formulae derived all possible cases can be discussed, however, 
the formulae lead to the algebraically serious expressions whose analytical treatment 
is not carried out by the author. S. Ueno. 


e Galanin, A. D.: Theorie der Kernreaktoren mit thermischen Neutronen. 
[Teorija jadernych reaktorov na teplovych nejtronach.] Moskau: Verlag der Haupt- 
verwaltung für die Nutzung der Atomenergie beim Ministerrat der UdSSR 1959. 
383 8. R. 12,40 [Russisch]. 

Dieses dem Inhalt nach mit dem Werk von Glasstone-Edlund (The elements 
of nuclear reactor theory; New York and London 1958) vergleichbare Werk enthält 
die folgend angeführten Kapitel: I. Diffusion und Bremsung der Neutronen (Diffu- 
sionsgleichung und ihre Lösungen, die elastische Streuung, Fermi-Alter Theorie), 
II. Die kritischen Abmessungen nach der Eingruppentheorie (Wanderungslänge, 
der nackte Reaktor, Reaktor mit Reflektor), III. Multiplikation, Bremsung und 
Diffusion im homogenen Medium (Randwert- und Anfangswertprobleme, Zwei- 
gruppentheorie, die Resonanzabsorption), IV. Der heterogene Reaktor (Schnell- 
spaltungsfaktor, thermische Absorption und Resonanzabsorption, Wanderungslänge, 
anisotrope Diffusion und anisotropes buckling), V. Die kritischen Reaktorabmessun- 
gen (nackter Reaktor nach der Fermitheorie, Zweigruppentheorie, intermediäre 
Reaktoren, die minimale kritische Masse, numerische Methoden zur Berechnung der 
kritischen Abmessungen); VI. Störungstheorie (Ein- und Zweigruppentheorie, An- 
wendungen); VII. Veränderung der Isotopenanteile im Brennstoff (Vergiftung, Brüt- 
vorgänge, Abbrand u.a.); VIII. Verzögerte Neutronen, Temperaturkoeffizient, 
Regelung (Dynamische Grundgleichungen, Vorzeichen des Temperaturkoeffizienten, 
Kontrollstabtheorie, Interferenzeffekte der Kontrollstäbe); IX. Transporttheorie 
(Transportgleichung, diffusionstheoretische Näherung, Gleichung von Peierls, spheri- 
cal harmonies Methode, Theorie der Extrapolationslänge, thermische Ausnützung, 
Energiespektrum. der thermischen Neutronen); X. Theorie des heterogenen Reaktors 
(Reaktorgleichung, Berechnung der kritischen Abmessungen); Anhang (numerische 
Angaben). F. Cap. 

Mogyorödi, Jözsef: Probabilistie treatment of the motion of neutrons in nuclear 
reaetors. Publ. math. Inst. Hungar. Acad. Sci. 3, 237—247, russ. und engl. Zusam- 
menfassung 247—250 (1959) [Ungarisch]. 

This paper investigates a special probabilistie problem of the motion of neutrons 
in nuclear reactors. The author determines the mean path-length of a neutron in 
the slowing-down medium. The mathematical model applied is the following: The 
infinite slowing-down medium consists of a homogeneous mixture of k different 
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types of atomic nuclei, the colliding and a cross-sections (y;, yf) depending 
on the energy of the neutron ee yi=c,&yf = c*), the scattering of the neutron ? 
on the nuclei being isotropic. F(R,x,z) denotes the probability that the path- 

length of the neutron is less than R (supposing that it has not been absorbed) and its 
lethargy (log E,/E) has increased from x to z (event A,,,). Then it is true that | 


F(Ra,2)=[1—e- car] y roL Ze ı(@— 2] | 
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The solution of this equation is given in form of a power-series. Concerning the ex- 
pectation of the path-length the author obtains the following expression: 


Mrs An) = ran] ( a a 3) 
7; 


Finally his results are illustrated in case of constant cross-section. Here the expecta- 
tion is (1 + ot)/C and the higher moments are of similar simple form as well. 

G. Nemeth. 

Baker jr., George A.: Note on the solution of the neutron diffusion problem by 
an implieit numerical method. Quart. appl. Math. 17, 314—316 (1959). 

Verf. weist daraufhin, daß die von ihm und Oliphant stammende numerische 
Methode zur Lösung der instationären zweidimensionalen Wärmeleitungsgleichung 
[Quart. appl. Math. 17, 361—373 (1960) ] auch zur Lösung der stationären Neutronen- 
Diffusionsgleichung VD(r)Vp—x(r)g+S(r)=0 verwendet werden kann. 
Während jedoch die ursprüngliche Methode nur für kleine At verwendet werden 
kann, gelingt es bei der Lösung der Diffusionsgleichung, diesen Nachteil zu beseitigen. 

F. Cap. 

Davison, B.: Multilayer problems in the multigroup spherical harmonies method. 
Canadian J. Phys. 37, 1482—1498 (1959). 

Wenn man die spherical harmonics Methode auf Transportprobleme mit mehre- 
ren Neutronengruppen in mehrschichtigen Medien anwendet, kommt man sehr 
rasch zu sehr großen Matrizen, deren Inversion zwar prinzipiell numerisch möglich, 
aber doch sehr mühsam ist. Bei ebener oder sphärischer Symmetrie des Problems 
ist bei $ Energiegruppen in N-ter Näherung die Ordnung der Matrixdurch (N +1) 8 
gegeben. Die Inversion dieser Matrizen ist notwendig, um aus den Integrationskon- 
stanten der einen Schicht die der nächstfolgenden Schicht auszurechnen. Für den | 
Fall der Eingruppentheorie ($ = 1) hat nun Verf. gezeigt, daß man infolge der 
Orthogonalitätsrelationen der verwendeten Funktionen einfach die inverse Matrix 
in geschlossener Form hinschreiben kann (dies. Zbl. 77, 226). In der vorliegenden 
Arbeit zeigt nun Verf., daß es auch im Falle der Mehrgruppentheorie gelingt, die 
inversen Matrizen in geschlossener Form hinzuschreiben. F. Cap. 

Eriksson, Karl-Erik: Statistical time moments and an asymptotie formula for 
the time-energy distribution. of slowed-down neutrons. Ark. Fys. 16, 1—14 (1959). 

Waller hat kürzlich die exakte Lösung der Abbremsung von ursprünglich 
monoenergetischen Neutronen in einem homogenen, unendlich ausgedehnten ela- 
stisch und isotrop streuenden nicht absorbierenden Medium gegeben; diese Lösung 
stellt sich als ein sehr kompliziertes mehrfaches Integral N (u, £) dar. (N ist die Neu- 
tronendichte als Funktion der Zeit und der Lethargie.) Für diese Lösung werden nun 
vom Verf. die zeitlichen Momente berechnet und ausführlich diskutiert. Weiter wird 
die Wallersche Lösung für —im wesentlichen — große t durch eine asymptotische 
Formel dargestellt. Die so erhaltenen Ergebnisse werden mit den Resultaten an- 
derer Näherungsrechnungen (Dardel, Olsson, Walen, Svartholm, Marshak) 
verglichen. F. Cap. 
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ie Huybrechts, M.: La determination d’une tangente ä la trajeetoire d’une parti- 
‚ eule charge. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 45, 777—781 (1959). 
The method of maximum likelihood has been used to determine the tangent to 
the trajeetory of a particle which passes through a medium, such as a photographie 
‚ emulsion or a cloud chamber, in which it can have a visible trace. P. T. Landsberg. 


Bau der Materie: 


Garstang, R. H.: Further computations of quadrupole line strengths. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 54, 3883—390 (1958). 
| This paper completes the calculation of electric quadrupole line strengths in 
Russel-Saunders coupling for the d?® — dr-1s, d"-1s — d"-1s and d"—1s — d"?s? 
‚ transitions. Racah’s methods are applied and numerical results are given for various 
| transitions in and between the configurations d? and d® s, and d’, d®s and d?s?. 
W. Kolos. 
Hori, Jun-ichi: On the vibration of disordered linear lattice. IH. Progress 
theor. Phys. 23, 475—489 (1960). 

Merten, Ludwig: Phänomenologische Beschreibung der langen optischen 
 Gittersehwingungen in zweiatomigen polaren Kristallen des trigonalen, tetragonalen 
‚ und hexagonalen Systems (auf elektrostatischer Grundlage). Z. Naturforsch. 15a, 
ı 49—58; Berichtigung. Ibid. 650 (1960). 

Es wird gezeigt, daß die Methode von Huang zur Beschreibung der langen op- 
tischen Schwingungen für zweiatomige kubische Kristalle auf allgemeinere Kristalle 
‚ erweitert werden kann. Die verallgemeinerten Gleichungen haben in diesem Fall die 
, Form 


a) w= BU. + Bi2.E, {= BA.0+ B®.E, 

‚ wobei aber B‘%* jetzt nicht Skalare, sondern Dyaden sind, welche im Falle des tri- 

‚ gonalen, tetragonalen und hexagonalen Systems diagonal sind. Diese Dyaden kann 
man aus der Dispersionsformel berechnen. Die Gleichungen (1) werden gelöst und 

| die Unterschiede gegenüber der Huang-Theorie hervorgehoben. O. Litzman. 


| Smith, G. F. and R. S. Rivlin: The strain-energy funetion for anisotropie 
‚ elastie materials. Trans. Amer. math. Soc. 88, 175—193 (1958). 

| Es wird untersucht, wie sich die Strain-Energie-Funktion spezialisiert, wenn das 
elastische Material einer der 32 Kristallklassen angehört, vorausgesetzt, daß diese 
Funktion durch ein willkürliches Polynom in den Komponenten des endlichen Strain 
\ gegeben ist. Es resultieren 11 verschiedene Arten der Strain-Energie-Funktion, die 
' sich bei klassischer linearer Näherung zu 9 reduzieren. Werner Nowacki. 


| Sirotin, Ju. L: Temperaturspannungen, die bei der Erwärmung und Abküh- 
‚ Jung von Monokristallen entstehen. Kristallografija 1, 708—717 (1957) [Russisch]. 
| Es sind die Temperaturspannungen berechnet, welche in anisotropen elliptischen 
, Zylindern und Platten sowie in sphärischen Monokristallen kubischer Symmetrie bei 
‚ ihrer Erwärmung oder Abkühlung mit konstanter Geschwindigkeit entstehen. 
, Rechenformeln für eine Reihe Spezialfälle werden angeführt. (Nach deutscher 
Übersetzung referiert). Werner Nowackt. 
| Seeger, Alfred und Erieh Mann: Anwendung der nichtlinearen Elastizitäts- 
theorie auf Fehlstellen in Kristallen. Z. Naturforsch. 14a, 154—164 (1959). 
Fehlstellen in Kristallen kann man kontinuumsmäßig als Eigenspannungs- bzw. 
Eigenverzerrungszustände mit Singularitäten auffassen und mit Hilfe der Elastizi- 
tätstheorie behandeln. Eine Umgebung der Singularitäten, die man hierbei ausschlie- 
' ßen muß, läßt sich verkleinern (was zur Beschreibung einiger Effekte wichtig ist), 
wenn man statt der linearen die nichtlineare Elastizitätstheorie benutzt. Da die all- 
gemeine nichtlineare Theorie für die Anwendungen zu schwerfällig ist, wird als Nähe- 
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rung die Elastizitätstheorie 2. Ordnung nach F. D. Murnaghan (Finite Deforma- 
tion of an Elastic Solid, New York 1951; dies. Zbl. 45, 265) kurz entwickelt, der ein 
verallgemeinertes Hookesches Gesetz zugrunde liegt, das die Quadrate der Ableitun- 
gen der Verschiebungen berücksichtigt. Verff. stellen fest, daß es noch nicht möglich 
ist, alle auftretenden elastischen Konstanten höherer Ordnung an einem Einkristall 
zu bestimmen, da keine ausreichenden experimentellen Ergebnisse vorliegen, und 
beschränken sich auf isotrope Medien. Sie behandeln das Hohlzylindermodell für eine 
Schraubenversetzung und das Modell einer Kugel, die in eine kleinere Hohlkugel 
eingezwängt ist, für ein Zwischengitteratom, wobei sie jeweils von einer linearen 
Lösung ausgehend eine zweite Näherung des Verschiebungsfeldes berechnen. Für die 
Volumendilatation (die in der linearen Theorie nach dem Volumensatz von Colon- 
netti verschwindet) ergibt sich. in beiden Beispielen Übereinstimmung mit einer 
von C. Zener [Trans. Amer. Inst. Min. Metallurg. Engrs. 147, 361 (1942)] ohne 
Benutzung der Verschiebungen abgeleiteten Formel. Die Bedeutung des Dilatations- 
feldes wird an der Kleinwinkelstreuung von Röntgen- und Neutronenstrahlen und 
der Streuung der Leitungselektronen durch Fehlstellen gezeigt. C. Seyferth. 


Gruber, Boris: Fundamental concepts of the theory of dislocations. Czechosl. J. 
Phys. 9, 701—709, (1959). 

Die Theorie der diskreten Versetzungen wird axiomatisch aufgebaut. Aus- 
gangspunkt bildet ein reales Gitter, dem ein Translationsgitter (Bravais-Gitter) als 
Bezugsgitter zugeordnet ist. Hinsichtlich dieser Zuordnung und eines gegebenen e 
werden die Punkte des realen Gitters in reguläre (,guter‘‘ Kristallbereich) und 
singuläre (,schlechter‘‘ Kristallbereich) eingeteilt, woraus sich ein Kriterium für 
das geeignetste Bezugssystem ergibt. Die Begriffe Burgers-Umlauf und Burgers- 
Vektor werden entwickelt und hierzu einige Sätze bewiesen, die dann zur Defini- 
tion der Versetzungslinie führen. Schließlich bringt Verf. noch die Charakterisierung 
einer Versetzungslinie nach der Lage des Burgers-Vektors bezüglich der Tangente 
(Stufenversetzung, Schraubenversetzung) und der Schmiegebene (slip type, diffusion 
type) und weist auf folgende Verallgemeinerungen seiner Begriffsbildungen hin: 
1. Der Burgers-Umlauf enthält nicht nur reguläre Punkte. 2. Das Bezugsgitter 
braucht kein Translationsgitter zu sein. @G. Seyferth. 


Litzman, Otto: Moments of frequency spectrum and thermo-dynamie funetions 
of erystals with defeets. Czechosl. J. Phys. 9, 692—700, (1959). 

In earlier contributions [Czeschosl. J. Phys. 8, 521 (1958) and this Zbl. 86, 447] 
the author has studied the general problem of local vibrations of perturbed crystal 
lattices. To study the changes in the termodynamic functions of perturbed crystals, 
we must know the variation in the continuous spectrum in lattice frequencies. In 
the present paper, the author discusses an elegant method of obtaining the difference 
of spectral density caused in the frequency spectrum. An interesting feature of the 
present paper is the ingenious use of a well known theorem on contour integration 
for the calculation of difference in even moments of the frequency spectra. The 
method is applied to a linear monotonic chain and the difference in frequency spectra 
is explicitly calculated. 8. K. Srinivasan. 

Seiden, Joseph: Ferromagn6tisme d’un eristal imparfait &’approximation d’Ising 
J. Phys. Radium 20, 876—889 (1959). 

The author gives a theoretical analysis of the influence of lattice defects on 
thermodynamic properties of ferromagnetice substances. The theory is developed 
on the basis of the Ising model. The exact calculations have been carried out for the 
quadratic layer only, but the possibility of application of the same theory to the case 
of the cubic lattice is proved. The partition function for the case of an imperfect 


quadratic layer is determined to the first order in the defects concentration c. For 


c< 0,1, the phase transition is of the same nature as in the case of the perfect 
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| erystal. The obtained Curie temperatures show the same order of magnitude as the 
| experimental data for nikel alloys. H. Cofta. 
| e Kasper, John S. and Kathleen Lonsdale (edited by): International tables for 
' X-ray erystallography. Vol. II: Mathematical tables. Birmingham: The Kynach 
Press 1959. XVIII, 444 p. 
Dies ist der grundlegende mathematische Teil eines dreibändigen Kompendiums 

| über Röntgenstrahl-Kristallographie.. Band I enthält Symmetriegruppen und 
‚ Band III Tafeln physikalischer und chemischer Meßgrößen der Stoffe. Den vor- 
"liegenden 2. Band hat man von physikalischen Größen weitgehend freigehalten 
‚ und die zur Bestimmung von Kristallstrukturen nötige Mathematik möglichst ‚rein‘ 
‚ dargestellt. Er beginnt mit einer Zusammenstellung der Grundlagen: Algebra (z. B. 
' Algebra der Kongruenzen, Kettenbrüche, Determinanten und Matrizen, lineare 
' Gleichungssysteme, Gruppen), Trigonometrie und Geometrie (enthaltend eine Fest- 
‚ legung bekannter räumlicher Gebilde wie Kubus, Tetraeder usw.) Differential- und 
‚ Integralkalkül, Tensoranalysis, Fourierreihen, Statistik. Neben komplizierten For- 
 meln findet man auch sehr elementare, ‚‚because the human memory is very treache- 
' rous as to signs and factors‘. Daran schließt sich ein Kapitel Kristallgeometrie an, 
das für die verschiedenen Holohedrien alle geometrischen Angaben enthält: Elemen- 
‚ tarzelle, Winkel zwischen Gitterebenen, Drehachsen, Millersche Indices usw. Es 
folgt ein Kapitel über Beugungsgeometrie mit Tabellen für die verschiedenen Pro- 
 jektionsmethoden (sphärisch, stereographisch, gnomisch, v. Laue-Projektion) und 
die Größen zur Indizierung. Weiter gibt es Tabellen zur Physik der Beugungsmetho- 
‚ den (Polarisationsfaktor der Streuung an einem Elektron, der Atomformfaktor, 
‚d.h. z. B. e-#sin?9/# über sin /A mit diversen Korrekturen, Absorptionskorrek- 
turen). Mit Hilfe vieler Relationen wird dann der Zusammenhang von Struktur- 
‚ faktor und Fouriersynthese aufgezeigt, woran sich einige spezielle Betrachtungen 
‚ schließen (dichteste Packung z. B.). Die üblichen Exponential- und Trigonometrie- 
' tafeln beschließen den mathematischen Teil des Buches. Ein kleines englisch- 
‚ russisch-französisch-deutsch und spanisch schreibendes Vokabular der wichtigsten 

Fachausdrücke erhöht den Wert dieses tadellosen Werks. Druck und Ausstattung 
‚sind vorzüglich. W. Klose. 

| Rumanova, I. M.: Die Symmetrie der gewogenen Projektionen der Elektronen- 
| dichte von Kristallen niederer Systeme. Kristallografija 5, 180—193 (1960) [Rus- 
‚ sisch ]. 

Sjölander, Alf: Multi-phonon processes in slow neutron scattering by erystals. 
Ark. Fys. 14, 315—371 (1958). 

In this somewhat lengthy paper the incoherent scattering problems of slow 
‚neutrons by erystals are fully treated in terms of the multiphonon processes on the 
‚ assumption that the influence of the anharmonic forces is negligible. The paper 
' consists of three parts. Part I is devoted to a brief explanation of general theory 
concerning erystal dynamics, differential and total scattering cross sections, adopting 
‚the harmonic approximation for the vibrational potential in a perfect erystal. In 
Part II the energy distribution of the scattered neutrons in different scattering di- 
‚ rections is computed in a few simplifying approximations. The Doppler effect is 
relevant to the case of large neutron energies. The approximate expressions for the 
‚ total cross section are derived by the above Doppler approximation. One of them 
in extreme case was earlier given by Placzek and Wick, respectively. Their re- 
ı sults are generalized in some respects. In such a case that the ordinary Debye- 
‚ Waller function is of the order of magnitude of unity, the phonon expansion in the 
| unsymmetrie and symmetric formulations is investigated. The Debye approximation 
‚in the second formulation is also used. Expanding the differential scattering cross 

section in Hermite polynomials, the approximate formulae for the differential cross 
section are obtained. Extensive numerical computations were done to estimate the 


| 
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accuracy of the approximations made, assuming a certain form of the vibration fre- 
quency function. From these numerical comparisons it may be concluded that a 
realistic frequency function and the exact formula for the scattering cross section 
in terms of the phonon expansion should be used to obtain the two-phonon term 
more accurately. In part III the discussion of total scattering cross section is given 
in a manner similar to that used in Part II. S. Ueno. 

Cernov (Chernov), A. A.: The kinetie equatiön for the layers forming on the 
surface of a growing erystal. Doklady Akad. Nauk SSSR 117, 983—986 (1958) 
[Russisch ]. 

Erfolgt die Abscheidung stufenförmiger Ablagerungen beim Kristallwachstum 
aus Dampf, Lösung oder Schmelze in zwei Stufen, so kann eine zwei Integrale ent- 
haltende kinetische Differentialgleichung angegeben werden, welche das Gesetz der 
zeitlichen Zunahme der mittleren Dimensionen der Stufen liefert. Die Koagulations- 
gleichung wird auf den zweidimensionalen Fall verallgemeinert. Werner Nowacki. 


e Desirant, M. and J. L. Michiels (edited by): Solid state physies in eleetronies 
and teleeommunications. Proceedings of an international conference held in Brus- 
sels, june 2—7, 1958. Vol. 3: Magnetie and optical properties. Part 1. London and 
New York: Academic Press 1960, XVI, 557 p. £ 6/8/6.d. 

Samojlovi@ (Samoilovich), A. G. and L. L. Korenblit: The Faraday effect and 
Mott exeitons. Soviet Phys., Doklady 3, 1211—1215 (1959), Übersetzung aus Doklady 
Akad. Nauk SSSR 123, 828—831 (1958). 

Die Verdetsche Konstante für den Faraday-Effekt Mottscher Exeitonen wird 
berechnet und gezeist, daß ein Effekt nur dann auftreten kann, wenn die schein- 
baren Massen des Elektrons und des Loches verschieden sind. O. Madelung. 


Dzjalosinskij (Dzyaloshinskii), I.E. and L.P. Pitaeyskij (Pitaevski): Van 
der Waals forces in an inhomogeneous dieleetrie. Soviet Phys., JETP 36(9), 1282— 
1287 (1959), Übersetz. von Zurn. eksper. teor. Fiz. 36, 1797—1805 (1959). 

The non-additive part of the free energy of an inhomogeneous (To avoid misunderstandings 
we emphasize that in the present paper inhomogeneous bodies are understood, in particular, to 
include bounded bodies even though these are homogeneous over their entire volume.) dielectric, 
related to the presence of long wavelength fluctuations of the electromagnetie field in it, is cal- 
eulated with the aid of the diagram technique. The corresponding part of the stress tensor (the 
van der Waals force stress tensor) is also caleulated. In addition, formulas for the Green’s func- 
tions of an electromagnetic field in an absorbing medium are adduced. 

Zusammenfassung der Autoren. 

Pailloux, Henri: Pi6zoeleetrieite. Caleul des vitesses de propagation. J. Phys. 
Radium 19, 523—526 (1958). i 

Durch lineare Kopplung der Grundgrößen des elastischen Feldes einerseits und 
des elektrischen Feldes andererseits entsprechend dem piezoelektrischen Effekt 
stellt Verf. ein Differentialgleichungssystem auf und gewinnt daraus folgende Er- 
gebnisse: a) Es sind ebene elastisch-elektrische Wellen möglich, deren Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit nur von der Fortpflanzungsrichtung abhängt; b) bei schwacher 
Kopplung (kleine piezoelektrische Koeffizienten) sind mechanische und elektrische 
Schwingungen voneinander unabhängig. H. Lippmann. 


Maskevig, V. S.: Die Methode der quasinormalen Koordinaten in der Kristall- 
optik. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. Fiz. 22, 1308—1311 (1958) [Russisch]. 

Ausgangspunkt der Überlegungen ist der folgende Widerspruch: elektromagne.- 
tische Wellen in einem Kristall können auf 2 Arten theoretisch untersucht werden. 
(1) Man behandelt das Feld der Welle als äußeres Feld, das die Gitterbausteine be- 
einflußt. Infrarotquanten können von Phononen dabei in Prozessen 1. Ordnung 
absorbiert werden. (2) Man beachtet, daß das elektromagnetische Feld nicht beliebig 
weit in den Kristall eindringt, sondern Eigenschwingungen anregt. In der normalen 
harmonischen Näherung werden die Eigenschwingungen als ideales Phononengas 
beschrieben, somit kann es gar keine Wechselwirkungen 1. Ordnung mit den elektro: 
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magnetischen Wellen geben. — Diesen Widerspruch hat der Verf. in seiner Kiewer 
Dissertation 1947 für homöopolare Kristalle so gelöst, daß er die im Fomalismus der 
Normalkoordinaten beschriebene Wellenausbreitung auf Unstimmigkeiten unter- 
suchte (in gewissen Frequenzbereichen haben die Normalschwingungen nicht den 
physikalischen Charakter einer Lichtwelle). Er fand, daß Linearkombinationen der 
Normalkoordinaten (,Quasinormalkoordinaten‘) physikalisch richtig sind, Prozesse 
1. Ordnung ermöglichen und den Widerspruch beseitigen. Die vorliegende Arbeit 
erweitert die Ergebnisse der Dissertation auf Ionenkristalle. W. Klose. 


Astronomie. Astrophysik. Geophysik. 


Mast, €. B. and J. Strathdee: On the relativistie interpretation of astronomical 
observations. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 252, 476—487 (1959). 

A mathematical description of the directional measurements of the position 
of a celestial object, which is in striet accord with the principles of general relativity 
theory, is the main objective of this paper. This requires a sharp distinction between 
the physical “frame of reference”, as connected with the apparatus relative to which 
angles are measured, and the ‘“co-ordinate system”, as a general mathematical 
means for labelling the points in a manifold. After discussing the geometrical proper- 
ties of frames of reference, the authors derive a differential equation characterizing 
apparent angular motion. Certain quantities appearing in this equation may be 
given a dynamical interpretation. A corresponding equation for radial motion is 
derived. Both equations are then applied to the special cases of flat and nearly flat 
space-time, together with an approximate treatment of stellar aberration. 


E. Rabe. 


Idlis, G. M.: A general expression for the phase density of finite stationary 
axially symmetric self-gravitating stellar systems and their differential axial rotation. 
Soviet Phys., Doklady 3, 1089—1092 (1959), Übersetzung aus Doklady Akad. Nauk 
SSSR 123, 994—997 (1958). 

Assuming a self-gravitating stellar system with an axially symmetrie stationary 
potential @(R,z), the author finds that in the general case the number of single- 
valued axially symmetric integrals of motion of a separate star, of which the expression 
for the phase density y may be an arbitrary function, is equal to three. This result 
differs from earlier opinions expressed elsewhere, according to which y may be a 
function of either five or two independent integrals of motion. Further it is shown 
that the theoretically possible systematic motions of stellar centroids in stationary 
axially symmetric stellar systems reduce to a differential rotation about the axis of 
symmetry, which explains the differential rotation actually observed in real quasi- 
stationary axially symmetric systems, such as the galaxy and regular extragalactie 
nebulae. Finally, the existence of three independent single-valued axially symmetric 
integrals of motion and their appearance as independent arguments in the general 
expression for the phase density y also explains a second well-known feature of the 
kinematies of our galaxy: the triaxial distribution of star velocities. E. Rabe. 


Nadolschi, Y.: Sur le problöme de la determination des el&ments d’une orbite 
planetaire, cas de dötermination exacte quand on donne Q eti. Gaz. Mat. Fiz., Bucu- 
resti, Ser. A 10 (63), 652—655, französ. und russ. Zusammenfassung 655 (1958) [Ru- 
mänisch]. 

Nahon, Fernand: Sur l’analyse harmonique des distributions de vitesse ra- 
diales. C. r. Acad. Sci., Paris 247, 1311—1313 (1958). 

Nahon, Fernand: Sur la resolution d’une &quation integrale qui generalise 


Y’&quation de Jeans des syst&mes stationnaires. ©. r. Acad. Sci., Paris 247, 1437—1440 
(1958). 
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Kurtakov (Kurehakov), A. V.: On the optical properties of the atmosphere 
and the surface of Mars. Vestnik Leningradsk. Univ. 15, Nr. 7 (Ser. Mat. Mech. 
Astron. 2) 154-163, engl. Zusammenfassung 163 (1960) [Russisch]. 
042258obolev, V. V.: On the brightness of a spherical nebula. Astron. Zurn. 37, 
3—8 (1960) [Russisch]. 


Kaminisi, Keisuke: On the degree of eleetron.degeneracy in the stellar interior. 


Kumamoto J. Sci., Ser. A 4, 11—15 (1959). 

The degree of electron degeneracy in the stellar interior decreases outward in the region 
where the transfer of energy is governed by radiative or conductive process and is constant in 
the region the transfer of energy is governed by convective process. 

Zusammenfassung des Autors. 

e Bracewell, Ronald N. (edited by): Paris symposium on radio astronomy. 
IAU symposium No. 9 and URSI symposium No. I, held from 30 july to 6 august 1958. 
Stanford, Cal.: Stanford University Press 1959. XII, 612 p. $ 15,00. 


Organized by the International Astronomical Union in cooperation with the 2 


International Scientifie Radio Union, the Paris Symposium on Radio Astronomy 


was held from July 30 to August 6, 1958, with 162 participants in all (active astro- 


nomers and other scientists) from 17 countries. This book, which is a collection of 
excellent research papers (107 in all) presented at the symposium together with the 
detailed assessments, represents in a balanced manner the latest advances in this 
field. The main subjects covered are divided into six parts, as follows: Part I, Moon 


EEE, 


and Planets; Part II, The sun; Part III, Galactie and extragalactic radio sources. 
&a) Continuum sources, b) Hydrogen-line sources; Part IV, The largescale structure /' 


of galaxies; Part V, Discrete sources and the universe; Part VI, Mechanism of solar 
and cosmic emission. At the end of each part, which begins with the introductory 
surveys, the concluding lectures given by Lovell, Minnaert,v.d. Hulst, Blaauw, 
Minkowski and Hoyle provide comprehensive summaries of the current state of 
development of radio astronomy. All research reports contain good discussions and 


references, listing many recent papers of which the authors are incorporated in the ° 


index. Thereby needed details are made easily available. This symposium proceedings, 


as a well-organized review of themain subjects oftimely interest, willbeunhesitatingly 


recommended not only to astronomers but also to the increasingly large number 
of scientists who are interested in theinvestigation of the extraterrestrial universe by 
radio. 8. Ueno. 

Ivanov, Ju. A. (Iu. A.): Position and seasonal variation of frontal zones in 
Antaretica. Doklady Akad. Nauk SSSR 129, 777—780 (1959). 


Dedebant, G.: Recentes applications de la statistique a la m6canique de l’atmo- 
sphere. I: Mecanique statistique de Gibbs. II: Fonetions aleatoires stationnaires. Bull. 
Inst. internat. Statist. 35, Nr. 2, 223—249; 250—269 (1957). 

Im ersten Teil wendet Verf. die klassische Formulierung der Gibbschen physi- 
kalischen Statistik auf die Meteorologie an. Damit wird eine statistische Begründung 
vieler Eigenschaften der Atmosphäre gegeben. Ob diese Formulierung in der Meteoro- 
logie zu neuen Ergebnissen führt, die über das bisher Bekannte wesentlich hinaus- 
reichen, muß weiteren Untersuchungen vorbehalten bleiben. Im zweiten Teil werden 
Anwendungen der Theorie der stationären Zufallsftunktionen auf die Meteorologie 
gegeben. Die Forschungen gehen hier in zwei Richtungen. Auf der einen Seite handelt 
es sich um die statistische Auswertung des Beobachtungsmaterials mit dem Ziel, 
den Mechanismus des Ablaufs eines meteorologischen Prozesses zu verstehen und 
daraus Schlüsse für die Prognose ziehen zu können. Auf der anderen Seite handelt 
es sich um die statistische Behandlung der Strömungsvorgänge in einer idealen 
Atmosphäre (z. B. zonale Strömung auf der Erdkugel). Bei beiden Fragestellungen 
sind in letzter Zeit beachtliche Fortschritte gemacht worden. Die Arbeit des Verf. 
liefert einen Beitrag hierzu. J. Zierep. 


